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AVERTISSEMENT  DE  L'ÉDITEUR. 


Ce  ^^olllme  contient  trois  fois  autant  de  matière  que  le  Calcili 
graphique  de  l'édition  italienne.  Il  se  compose  de  Chapitres  et 
d'Appendices. 

Les  Chapitres  correspondent  au  texte  italien  primitif,  dont 
quelques  parties  ont  été  augmentées,  quelques  autres  refondues, 
par  l'Auteur  lui-même  ou  avec  son  concours. 

Les  Appendices  et  les  Notes  finales  ont  été  consacrés,  par  le 
Traducteur,  tantôt  à  un  plus  grand  développement  des  sujets 
traités  dans  le  corps  de  l'Ouvrage,  tantôt  à  l'exposé  de  recherches 
récentes,  disséminées  dans  un  grand  nombre  de  publications  pé- 
riodiques françaises  et  étrangères.  Ces  additions  portent  princi- 
palement sur  les  procédés  en  usage  pour  la  représentation  grar 
pbique  des  phénomènes  naturels  et  des  relevés  de  statisticjue;  sur 
les  applications  de  la  Géométrie  anamorphique  à  la  construction 
et  à  la  transformation  des  abaques  ;  sur  la  résolution  graphique 
des  équations  numériques  de  tous  les  degrés;  sur  la  construction 
des  Tables  graphiques  pour  la  détermination  des  aires  de  profils 
en  travers  et  des  largeurs  d'emprises;  sur  le  calcul  graphique  des 
mouvements  de  terres;  sur  les  diverses  méthodes  d'intégration 
graphique;  sur  la  construction  des  courbes  paraboliques  et  hvper- 
Vboliques  de  tous  ordres;  sur  quelques  applications  du  système 
des  coordonnées  tangentielles  et  sur  un  certain  nombre  de  pro- 
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blêmes  graphiques  dont  la  connaissance  peut  êti'C  utile  aux  Ingé- 
nieurs. 

Dans  les  parties  des  Appendices  dont  la  substance  a  été  em- 
pruntée à  divers  auteurs,  on  ne  s'est  assujetti  ni  au  respect  trop 
absolu  des  méthodes  très  variées,  tantôt  géométriques,  tantôt 
analytiques,  que  ces  auteurs  avaient  adoptées,  ni  à  la  condition, 
quelquefois  difficile  à  remplir,  de  conformer  trop  systématique- 
ment tous  les  sujets  à  un  seul  et  même  moule.  Mais  on  a  eu  soin 
de  rattacher,  par  une  chaîne  continue,  toute  la  suite  des  démon- 
slrations  aux  propriétés  précédemment  élàhWes  delà  Géoi7iét/-ie de 
position  et  du  Calcul  graphique.  On  a  pu  ainsi,  tout  en  abi'é- 
geant  le  discours,  créer,  pour  le  fond  comme  pour  la  forme,  une 
parenté  plus  directe  entre  les  Appendices  et  le  texte  primitif. 

Les  occupations  professionnelles  de  M.  P.  Terrier,  et  les  re- 
cherches qu'il  a  dû  faire  pour  la  préparation  des  Appendices,  ne 
lui  ont  pas  permis,  à  son  grand  regret,  de  mener  l'impression  aussi 
rapidement  qu'il  l'aurait  désiré.  Par  suite,  les  citations  bibliogra- 
phiques, poussées  jusqu'en  i885  dans  les  dernières  feuilles,  se 
trouvent  arrêtées,  dans  les  premières,  à  des  dates  un  peu  moins 
récentes. 

Les  Notices  hors  texte  n'ont  pas  été;  d'ailleurs,  exclusivement 
consacrées  à  la  bibliographie.  Elles  contiennent  aussi  un  résumé 
historique  des  principales  questions. 

G.-V. 
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I.  —  Règle  des  signes.  Conventions. 

1.   La  ligne  droite  s'étend    indéfiniment  dans  les    deux  direc- 
tions opposées  suivant  lesquelles   un   mobile   peut  la   parcourir. 


(')  Les  citations  qui  se  rapportent  aux  numéros  de  la  Géométrie  de  position  sont 
distinguées  par  un  G  placé  en  avant  du  numéro  cité. 

I 
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C'est  à  ce  point  de  vue  général  qu'on  la  considère,  en  Géométrie, 
quand  on  s'occupe  des  relations  purement  descriptives  des  figures 
(G.  1,34),  sans  avoir  égard  aux  rapports  de  grandeur. 

Mais  l'étude  des  propriétés  métriques  conduit  à  considérer  des 
portions  finies  de  lignes  droites,  qu'il  n'est  possible  de  distinguer, 
sur  les  droites  indéfinies  qui  les  contiennent,  qu'à  la  condition 
de  leur  assigner  deux  limites.  Toute  portion  de  droite  ainsi  limitée 
est  une  grandeur  déterminée  :  constante  quand  les  points  qui  la 
terminent  restent  fixes,  variable  quand  ces  points  subissent  un 
écartement  ou  un  rapprochement  relatif. 

Mais,  pour  qu'une  portion  de  droite  soit  complètement  donnée, 
il  ne  suffit  pas  que  sa  grandeur  absolue  et  sa  position  soient  déter- 
minées par  ses  points  extrêmes.  La  droite  présente  en  effet  deux 
directions  opposées,  qui  diff'èrent  entre  elles  de  i8o°;  il  est  donc 
nécessaire  d'indiquer,  en  conformité  d'une  convention  préalable, 
les  directions  effectives  des  segments  de  droites  sur  lesquels  on 
doit  opérer. 

2.  Un  segment  de  droite  étant  compris  entre  deux  points 
A  et  B,  on  convient  de  le  désigner  par  AB  ou  par  BA  selon  qu'il  a 
son  origine  en  A  ou  en  B.  On  convient,  en  outre,  de  considérer 
comme  positifs  tous  les  segments  d'une  droite  qui  sont  dirigés 
dans  un  certain  sens,  à  partir  de  leurs  origines,  et  comme  néga- 
tifs (*)  tous  ceux  qui  sont  dirigés  en  sens  contraire.  Dans  le  cal- 
cul, on  affecte  les  premiers  du  signe  +  et  les  seconds  du  signer — . 

Si  l'on  admet,  par  exemple,  que  le  segment  compris  entre  Aet  B 
est  positif  quand  on  le  représente  par  AB,  le  même  segment  sera 
négatif  quand  on  le  représentera  par  BA,  en  sorte  qu'on  aura 

AB  -t-  BA  ^  T  o, 

AB==:  — BA, 
BA  —  —  AB. 

Trois  points  A,  B,  C,  situés  dans  un  ordre  quelconque  sur  une 
droite,  donnent  toujours  lieu  à  la  relation 

(i)  AB -f  BG -f  CA  =  o. 

(')  Voir,  dans  la  inciiiière  l'aitic,  Géoinéuie  de  posilioii,  la  note  do  la  pago  'i~. 
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Si  l'on  suppose,  en  effet,  que  les  deux  points  A  et  B  rcsleni 
(ix.es,  l'ordre  des  ti'ois  points  dépendra  de  la  position  qu'on  attri- 
buera au  troisième  point  C.  Ce  point  peut  être  à  l'extérieur  du 
segment  A13  et  à  droite,  ou  à  l'extérieur  et  à  gauche,  ou  sur  le  seg- 
ment même.  De  là  trois  cas,  con^espondant  aux  trois  séries  (A,  B,  C), 
(C,  A,  B),  (A,  C,  B).  On  passe  d'une  série  à  l'autre  par  la  permu- 
tation de  deux  lettres,  et  cette  permutation  n'altère  pas  l'équa- 
tion (i  ). 

Il  suit  de  là  que  le  théorème,  vérifié  pour  l'un  des  trois  cas, 
s'étend  aux  deux  autres. 

Pi'enons  les  trois  points  dans  l'ordre  A,  B,  C  de  la  première 
série;  les  trois  segments  AB,  BC,  AG  ont  même  signe  et  la  somme 
des  deux  premiers  est  égale  au  troisième,  c'est-à-dire  qu'on  a 

AB  -f-  BC  =AC. 
Mais 

AG  ir::  —  CA  ; 

donc 

AB  +  BC  ^-  CA  =  (). 

Des  points  A,  B,  C,  D.  .  .  .  .  F.  situes  en  nombre  quelconijuc 
et  dans  un  ordre  quelconque  sur  une  droite,  do/inent  toujours  lieu 
à  la  relation 

AB  -f-  BC  4-  CD  ^ .  .  .  —  FA  ^  o. 

Supposons,  en  effet,  que  la  proposition  soit  vraie  pour  n  points 
A,  B,  C.  .  .  . ,  E,  c'est-à-dire  qu'on  ait  la  relation 

AB  4-  BC  -i- .  .  .  -i-  DE  -I-  F.A  =  o, 

et  considérons  un  point  de  plus  F.  Les  trois  points  A,  E,  F  four- 
nissent la  relation 

AE -^  EF -i- FA  =  o. 

Ajoutons  les  deux  équations  membre  à  membre,  en  observant  que 
EA  z=z  —  AE  ;  nous  aurons 


AB  -i-  BC  -I- .  .  .  -i-  DE  -;-  EF  -f-  FA 


o. 


Donc,  si  la  proposition  est  vraie  pour  n  points,  elle  l'est  aussi 
pour  n-h  1,  et  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  pour  trois 
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points  peut  être  successivement  étendue  à  un  nombre  quelconque 
de  points. 

La  convention  des  signes,  établie  pour  les  segments,  peut  être 
étendue  aux:  angles. 

On  prend  pour  origine  d'un  angle  l'un  ou  l'autre  de  ses  côté> 
n  et  b,  et  l'on  convient  de  désigner  l'angle  par  ab  ou  par  ba  selon 
qu'il  a  pour  origine  a  ou  b. 

Un  angle  peut  être  construit  à  droite  ou  à  gauche  de  l'un  de 
ses  côtés  a  pris  pour  origine,  c'est-à-dire  à  droite  ou  à  gauche 
d'un  observateur  qui  placerait  son  œil  au  sommet  de  l'angle  et 
qui  donnerait  à  son  rayon  visuel  la  direction  du  côté  n. 

On  convient  de  considérer  comme  positifs  tous  les  angles  qui 
s'étendent,  à  partir  de  leurs  origines  respectives,  de  gauche  à 
droite,  c'est-à-dire  dans  le  sens  de  rotation  déterminé  par  le  mou- 
vement des  aiguilles  d'une  montre;  les  angles  qui  s'étendent  dans 
le  sens  opposé  sont  alors  considérés  comme  négatifs  (*). 

II.  —  Propositions  préliminaires. 

3.   On    indique    ordinairement   la    direction   d'un    segment   de 
j-j,^   ,  droite  en  plaçant  un  petit  cercle  à  l'ex- 

trémité prise  pour  origine  {Jig-  i)  ;  mais 
l'emploi  de  ce  signe  n'est  pas  possible 
dans  le  cas  d'une  droite  indéfinie,  et 
l'indication  d'origine  ne  suffit  pas  pour 
déterminer  la  direction  quand  on  con- 
sidère plusieurs  segments  d'une  même 
droite.  On  indique  alors  les  directions  par  des  llèches.  Dans  le 
^  cas  de  la  fi  g.  i,  par  exemple, 

f^  j  les  flèches  désignent  les  direc- 

H >- 1 1 <-^ 1 .  ,  , 

tions   opposées   des   segments 
égaux  /,  et  l^. 


('  )  Pour  plus  de  dévoloppemeiils  sur  la  règle  des  sijjnes,  on  pourra  consuller,  outre 
las  Ouvrages  eilés  dans  le  sommaire  du  présent  Cliapitre,  le  Traité  de  Geometrie 
supérieure  de  Chaslks,  Cliap,  I  {■?."  cdilion,  conforme  à  la  i",  1880;  Paris,  Gauthier- 
Villars). 


PROPOSITIONS    PRELIMINAIRES. 


Deux  segments  égaux,  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens 
sont  dits  équipollents  ('). 


.•  présente  1«^ 
es  des  points  V 
très  général/' 


(')  Bella viTis,  à  qui  l'on   doit  cette  expression,  a  proposé  de  représenter  par  le 
signe  i  l'ensemble  des  conditions  qu'elle  définit.  Les  premières  recherches  de  Bel- 
LVViTis  sur  la  méthode  des  équipollences  ont  été  publiées  dans  les  Annali  delle  Scienze 
del  regno  Lombardo-Veneto^  t.  II,  p.  25o-i53  ;  Padova,   i832.   L'auteur  y  présente  h 
nouvelle  méthode  comme  une  sorte  de  dérivation  conduisant  des  propriétés  i 
(Td'une  même  droite  à  celles  des  points  d'un  même  plan.  Du   théorème 
r^i  constitue  cette  dérivation  il  déduit,  comme  corollaires,  le  théorème  de  Pythagore 
sur  le  triangle  rectangle  et  diverses  autres  propositions  sur  le  quadrilatère  inscrit  au 
cercle,   sur  le  quadrilatère  dont  deux  angles  opposés  sont  complémentaires,  sur  le,. 
|iy1nt  d'où  les  côtés  d'un  triangle  sont  vus  sous  des  angles  supérieurs  de  60°  ii  ceux  A 
du  triangle  lui-même,  sur  les  quadrilatères  harmoniques  et  sur  le  centre  harmonique' 
dVn  nombre  quelconque  de  points  par  rapport  à  un  point  fixe;  il  généralise  les  pro- 
priétés  de  l'hexagone  déterminé  par  les  involutions  positives  dans  le  quadrilatère 
t  complet;  il  établit  enfin  la  relation   entre  les  foyers  et  les  diamètres  conjugués  de 
l'ellipse,  et  quelques  propriétés  de  l'espace. 

D'autres  applications,  relatives  aux  courbes  et  aux  propriétés  du  point  de  concours 
des  hauteurs  d'un  triangle,  figurent  dans  un   second  ."Mémoire,  présenté  par  Bella- 
viTis  à  l'Athénée  de  Venise  en  i833.  Un  extrait  de  ce  Mémoire  a  été  publié  sous  ce 
titre:  Sopra  alcune  applicazioni  di  un  nuovo  metodo  di  Geometria  analitica,  estratto 
di  una  Memoria  presentata  all'  Ateneo  di  Venezia  da  Giusto  Bellavitis  di  Lassano, 
dans  \e.  Poligrafo,  giornale  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti,  X.'!f^\\l,  p.  53-6i  ;  Verona,  i833. 
y^Dans  un  troisième  Mémoire,  Saggio  di  applicazioni  di  un  nuovo  metodo  di  Geome\-^ 
>\  tria  analitica.  Calcolo  delle  equipollenze  {Annali  delle  Scienze  del  regno  Lombardo-^ 
^^Veneto,  t.  V,  t835,  p.  2^4"2'59,\  Bellavitis  indique  les  avantages  de  sa  nouvelle  mé- 
{^Code,  compare  les  solutions  qu'elle  fournit   immédiatement  à  celles  qu'on  obtient Ì 
•^par  d'autres  voies  et  propose  de  substituer  l'expression  ù.' équipollences  à  celle  d'equa- 
tìons^éométriques. 

Dans  une  quatrième  publication,  faite  en  1837  (3Ietodo  delle  equipollenze,  dans 
les  Annali  delle  Scienze  del  regno  Lombardo-Veneto,  X.  VII,  1837,  p.  2.'(3-264),  le  sa- 
vant géomètre  expose  les  principes  fondamentaux  et  les  règles  essentielles  de  sa  mé- 
thode. 

Un  nouveau  Mémoire,  publié  en  1843  [Soluzioni  grafiche  di  problemi  geometrici  del 
primo  e  del  secondo  grado,  trovate  col  metodo  delle  equipollenze,  dans  les  Memorie 
dell'  I.  R.  Istituto  Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti,  t.  I,  p.  225-267  ;  Venezia,  iS/jS), 
contient  l'application  des  équipollences  à  la  solution  graphique  d'un  grand  nombre 
<le  problèmes  de  Géométrie.  Toutes  ces  solutions  reposent  sur  la  construction  d'une 
.  équipollence  trinôme  et  permettent  une  application  facile  du  calcul  trigonoipé;:.^ 
■•trique. 

L'exposé  le  plus  complet  que  Bellavitis  ait  fait  de  sa  méthode  a  été  publié  en  iSJaj 
(dans  les  Memorie  di  Matematica  e  di  F isica  della  Società  Italiana  delle  Scienze,  re-^ 
sidente  in  Modena,  t.  XX.V,  11'=  Partie,  p.  22r)-3o9:  Modena,  i855),   sous  le  titre  dell 
Sposizione  del  metodo   delle  equipollenze,   Memoria  del   Socio  attuale  Prof.   Giustof 
Bellavitis.  M.  C.-A.  Laisast  a  donné  une  traduction  française  de  ce  Mémoire  dans  les 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1"  série,  t.  XII  et  XIII;  Paris,  1873  et  1874  ;  ti- 
rage à  part  chez  Gauthier-Villars ;  Paris,    1874.  Le  D'  C.  Z.vnRADNiK  en   a  puljlié  une 
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III.  —  Somme  et  différence  de  droites. 

4.   Les   opérations   les  plus   simples,    parmi    celles  qu'on   pciil 
eflecluer  gi'aphiquement,  sont  raddillon  et  la  soustraction. 


traductioji  en  langue  tchèquii  {Met hoda  eqtiipolli'iui  cili  lovnic  Geometrichijck,  sepsal 
Giusto  Dellavitis,  etc.  Ciske  Vydani  Usporodal  D"'  Karel  Zaiiradnir,  V.  Praze  tis/iein 
lira  Ed.  Grégra-Nahladcm  Jednoty  Ceskjch  Mathematihi,   1874). 

Voir  le  résume  que  Bellavitis  a  donné  de  ses  nombreux  travaux  sur  les  équipol- 
lences  dans  la  Quarta  Parte  della  Duodecima  Rivista  di  giornali  {Atti  del  Reale  Isti- 
tuto Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti,  5°  sèrie,  t.  F,  p.  1 147-1303;  Venezia,  1874  et 
1875).  Voir  aussi  la  Notice  historique  du  même  auteur,  Sulle  origini  del  metodo  delle 
equipollenze  {Memorie  del  Reale  Istituto  Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti,  t.  XIX, 
p.  4'l9~49i  ;  Venezia,  1876),  et  l'étude  de  M.  J.  Hoììel,  Sur  le  calcul  des  équipollences, 
nouvelle  méthode  d' analyse  géométrique  de  M.  Bellavitis  ;  Paris,  Gauthier-Villars,  18G9. 
Nous  avons  parlé  ailleurs  des  travaux  de  Modils.  A  côté  de  ce  savant  et  de  Bel- 
lavitis, il  convient  de  citer  Hermann  Grassmass,  dont  les  recherches  sur  la  même 
question  ont  une  très  haute  importance.  Le  premier  Ouvrage  de  Grassmann  a  pour 
titre  :  Die  TVissenschnft  der  extensiven  Grosse  oder  die  Attsdehnungslehre,  eine  neue 
mathematische  Discipiin  dargesteUt  und  durch  Anwendungen  erlaïitert.  Erster  Theil  : 
Die  lineale  Ausdehnungslehre  enthaltend ;  Leipzig,  i844-  La  Préface  de  la  première 
i'Partie  contenait  le  plan  de  la  seconde,  qui  n'a  jamais  été  publiée  séparément.  Grass- 
>  MANN,  en  effet,  attribuant  le  peu  de  succès  de  la  première  aux  difficultés  que  présen- 
tait l'étude  d'un  Traité  plus  philosophique  que  mathématique,  refondit  complètement 
son  travail.  Ses  recherches  antérieures,  publiées  dans  les  volumes  XXIV,  XXV,  XXXI, 
Jt'LlI,  XLIV,  XLVllI,  LII  du  Journal  fïir  die  reine  und angewandte  Mathematik  de  A. 
'|Crelle  (1842-1846)  et  dans  un  Mémoire  séparé  {Geometrische  Analyse, geknïipft  an  die 
\ywi  Leibnitz  erfundene  Charahteristik,  gekrOnte  Preisschrift;  Leipzig,  1847),  lui  four- 
nirent des  matériaux  pour  un  nouvel  Ouvrage  très  remarquable,  qu'il  publia  en  1862, 
avec  ce  titre  :  Die  Ausdehnungslehre.  Grassmann  a  donné  plus  récemment,  dans  les 
Mathematische  Annalen  (VII  Bd,  1874  ;  XII  Bd,  1877),  trois  Mémoires  parmi  lesquels 
yous  signalerons,  comme  se  rapportant  plus  particulièrement  à  notre  sujet,  celui  qui 
Â  pour  titre  Die  Mechanik  nach  den  Principicn  der  Ausdehnungslehre.  Un  dernier 
(Mémoire,  non  moins  intéressant,  a  été  publié,  après  la  mort  de  Grassmann,  dans  le 
Journal  de  Creile  (84  Bd).  Ce  savant  emèrite  a  trouvé  un  interprète  digne  de  lui  en 
la  personne  du  professeur  Victor  Schlegel,  dont  les  Ouvrages  ont  puissamment  aidé 
à  la  vulgarisation  de  la  nouvelle  doctrine  (  Untersuchungen  iiber  eine  Flàche  dritter 
Ordnung  mittelst  der  Grassmann  s chen  Ausdehnungslehre  und  als  Einleitung  in  dieselbe ; 
sans  date.  —  System  der  Raumlehre  nach  den  Principien  der  Grassmann'schen  Aus- 
dehnungslehre und  als  Einleitung  in  dieselbe  dargesteUt.  Erster  Theil  :  Geometrie.  Die 
Gebiete  des  Punktes,  der  Geraden,  der  Ebene  ;  Leipzig,  1872.  Zweiter  Theil  :  Die  Ele- 
mente  der  modernen  Geometrie  und  Algebra;  Leipzig,  1875).  Schlegel  a  publié,  en 
outre,  un  grand  nombre  de  Notes  et  de  Mémoires  sur  le  même  sujet  dans  le  Zeit- 
schrift  fur  math.  u.  natur.  Unterricht  {Il  Jahrg.,  1871,  et  X  Jahrg.,  1879),  dans  les 
Matlirnintische  Annalen  (VI  Bd.,  1873),  dans  le  Zeitschrift  fiir  Mathematik  u.  Physik 
(XXI  Jahrg.,  1876;  XXIUJahrg.,  1878;  XXIV  Jahrg.,  1879). 

Après  Hermann  Grassmann  lui-même  et  Schlegel,  on  doit  citer,  pour  luiii's  travaux 
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Ces  opérations  porlciiL  en  général  sur  des  lignes  droites.  Aussi 
devra-t-on,  quand  il  s'agira  d'aires,  de  volumes,  de  forces  ou 
d'autres  grandeurs  quelconques,  représenter  ces  grandeurs  par  des 
lignes  droites  ou  les  réduire  préalaLlenient  à  des  lignes  droites. 

Le   calcul  graphique  enseigne  les  moyens  d'opérer  ces  réduc- 
tions, en  sorte  que  les  règles  relatives  à  l'addition  et  à  la  sous- 
traction  des    droites   peuvent   être   généralisées  et  appliquées   à 
.toutes    les    quantités    susceptibles    d'être    représentées    par    des 
Skpites  (M. 


sur  i' Ausdehnuììgsìehic  :  Monius  {Die  Grassmann'sclie  Lehre  von  Piuiktgrds<:eii  iind  deit 
davon  abliàngendeii  Grëssenformen  d arges  telle  ;  Leipzig,  18/17);  Hankel  (  ro/7p^;/«,^><>H 
i'tber  die  complexen  Zahlen  und  ihre  Funktionen  ;  Théorie  de r  complexen  Zahlensystenie  ; 
Leipzig,  1867,  p.  16-17  et  i4o)i  et  Rodert  Grassmann,  frère  (I'Hermann  {Die  Foimeii- 
Ichre  der  Mathematik;  Stettiii,  1872). 
^■.  Grassmann  a  appliqué  V Ju.utehnangslehre,  non  seulement  aux  Mathématiques  pro- 
r  ^prcment  dites,  mais  aussi  ;i  l'Électrodynaniique  et  à  la  théorie  de  Newton  sur  le  mé- 
lange des  couleurs.  I\I.  Preyer  l'a  appliquée  récemment  à  la  théorie  des  sensations 
[Elemente  der  reineii  Empfindungslehre ;  Leipzig,  1877). 

La  théorie  de  V Ausdehnuiigslehre  (en  français,  théorie  des  quantités  extensives)rie  peut 
pas  être  clairement  exposée  en  peu  de  mots,  et  nous  doutons  même  qu'on  en  puisse 
acquérir  une  notion  complète  par  le  résumé  qu'en  a  donné  Grassmasn  dans  VArchiv 
lier  Mathemaiik  und  Physik  de  Grunert  (Sechster  Theil.  Greifswald,  i8.^5,  p.  33 
30).  On  peut  s'en  faire  une  idée  générale  par  les  Clefs  algébriques  de  Caucdy,  ay. 
[esquelles  la  méthode  de  Grassmann  a  beaucoup  d'analogie  (Voir  Comptes  rendus  de 
Stances  de  r  Académie  des  Sciences,  t.  XXXVI,  p.  70-75,  129-136,  161-169;  t.  XXXVII, 
p.  38-/)5,  57-64,  109.  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique,  t.  IV;  Paris, 
1847,  P-  356-4oi).  Cette  analogie  a  du  reste  donné  lieu,  de  la  part  de  Grassmann,  à 
une  contestation  de  priorité  {Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences, 
t.  XXXVIII,  p.  744). 

seconde  édition  de  V Ausdeluiungslehre  a  été  publiée  tout  récemment  sous  èe 

Pitre  :  Die  Ausdehnungslehre  von    184 4  o'^^r  die  lineale  Ausdehnungslehre,  ein  neuer. 

Zweig  der  Mathematik,  dargestellt  und  durch    Anwendungen  auf  die  iihrigen  Zweige 

der  Mathematik,   wie  auch    auf  die   Statik,    Mechanik,   die  Lehre   -von  Magnetismus 

die  Krjstallonoiiiie  erlaihert.  Leipzig,  Verlag  von  Otto  Wigand,   1878. 

,  Voir,  pour  plus  de  détails,  Della  vita  e  degli  scritti  fisico-matematici  di  Ermanno 

/Grassmann,  per  Antonio  Favaro,  etc.,   dans  le   Ballettino  di  bibliografia  e  di  storia 

[delle    Scienze   matematiche  e  fisiche,  pubblicato   da  R.   Boncompagni,    t.  XI;  Roma, 

Vi  878. 

(')  Dans  son  Mémoire  sur  les  Tables  graphiques  et  sur  la  Géométrie  anamorphiqui- 
{Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  2°  série,  i8''|6),  M.  Lalanne  h  mentionné  l'Ouvrage 
|)ublié  par  Poucuet  à  la  fin  du  siècle  dernier.  Cet  Ouvrage,  dont  nous  avons  donné 
le  titre  et  l'analyse  dans  notre  Préface,  traite  des  poids,  des  mesures  et  de  leur  con- 
version, et  contient  sous  forme  d'appendice  une  Arithmétique  linéaire,  qui  enseigne 
«  l'usage  de  la  figure  pour  les  quatre  règles  élénientaircs,  pour  l'élévation  au  carré 
et  pour  l'extraction  de  la  racine  ». 
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5.  Considérons  un  nombre  quelconque  de  segments  /],  /,,  /g,  ... 
ifs-  ^)   donnés  en  grandeur  et  en   direction  et  distribués  d'une 

^,.     .,  manière  quelconque  dans  un  plan. 

Construisons,  à  partir  d'un  point 
quelconque,  un  contour  polygonal 
composé  de  segments  respective- 
ment équipollents  aux  segments 
donnés,  et  disposés  de  telle  façon 
que  l'origine  de  chacun  d'eux  coïn- 
cide avec  l'extrémité  du  précédent. 
Nous  appellerons  somme  gcomé- 
trique  (*)  ou  résultante  des  seg- 
ments proposés  le  segment  qui  a 
pour  origine  et  pour  extrémité  l'origine  et  l'extrémité  de  ce  con- 
tour polygonal. 

La  figure  qui  détermine  la  somme  géométrique  de  tous  les 
segments  proposés  donne  aussi  la  somme  partielle  d'un  nombre 
quelconque  de  ces  segments,  pourvu  qu'ils  soient  consécutifs. 
Cette  somme  est  représentée  par  la  droite  qui  va  de  l'origine 
à  l'extrémité  du  contour  partiel  correspondant  aux  segments 
considérés.  Par  exemple,  la  droite  2-5  représente  la  somme  des 
segments  /j,  /,;  et  /g. 

6.  Si  les  segments  à  additionner  sont  tous  parallèles,  on  porte. 


(U  Dans  une  de  nos  précédentes  publications  {la  Statica  grajìca  nell  insegna- 
nfênto  tecnico  superiore),  nous  avons  cité  comme  remontant  à  1828  un  Mémoire  de 
Warren  qui  traite  de  la  somme  géométrique  des  droites.  Beixavitis  {Atti  del  Reale 
.Istituto  Veneto,  t.  Ili,  s.  IV,  p.  a/iG)  a  contesté  la  date  de  1828  et  affirmé  que  la  pu- 
|blication  de  Warren  est  «  postérieure  à  la  découverte  de  la  méthode  des  équipol- 
Uences  ».  Nous  regrettons  d'avoir  à  confirmer  l'exactitude  de  notre  première  assertion. 
Le  Mémoire  dont  nous  nous  sommes  autorisé  a  pour  titre  A  Treatise  of  the  geome- 
irical  représentation  of  the  square  roots  of  negative  quantities,  by  the  Rev.  John 
Warren,  fellow  and  tutor  of  Jesus  College;  Cambridge,  1828,  in-8°  de  i5'(  pages.  La 
définition  de  la  somme  géométrique  et  la  figure  qui  s'y  rapporte  se  trouvent  au  n"  3 
du  Chap.  I.  Nous  avions  vu  cet  Ouvrage,  il  y  a  quelques  années,  dans  une  biblio- 
liièquc  étrangère.  Nous  devons  à  l'obligeance  de  M.  de  Saint-Venant,  membre  de 
l'Institut  de  Franco,  la  communication  plus  récente  qui  nous  a  permis  de  vérifier  le 
passage  précité.  Le  Mémoire  de  Warren  est  d'ailleurs  cité  par  Chasles  avec  la  date 
de  1828  {Rapport  sur  les  progrès  de  la  Géométrie;  Paris,  1870,  p.  G2).  Nous  nous 
/étions  trompé,  à  la  vérité,  en  donnant  ce  Mémoire,  imprimé  à  Cambridge,  comme 
•«Xtrail  du  Cambridge  Journal;  mais  ceci  n'altère  en  rien  1'  exactitude  de  notre  assertion. 
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comme  dans  le  cas  précédent,  les  segments  éqiiipollcnls  bout  à 
bout  à  partir  d'un  point  quelconque  et  en  avant  égard  aux  signes. 
Ces  nouveaux  segments  appartiennent  évidemment  à  une  même 
droite,  et  la  portion  de  celte  droite  comprise  entre  l'origine  du 
premier  d'entre  eux  et  l'extrémité  du  dernier  représente  la  somme 
géométrique  cherchée.  Cette  somme  ou  l'esultante  des  segments 
proposés  n'est  autre,  en  pareil  cas,  que  leur  somme  algébrique. 

Nous  devons  dire  ici  quelques  mots  des  notations  au  moyen 
desquelles  on  indique  sur  une  droite  les  limites  et  le  sens  des  seg- 
ments à  additionner. 

On  peut  considérer  une  droite,  soit  comme  une  forme  de  points 
ou  ponctuelle,  soit  comme  le  lieu  d'une  suite  de  segments. 

Dans  le  premier  cas  [fig-  4  )>  1  iiidication   conventionnelle   ne 
présente  aucune  ambiguïté  si  chacun 
des  points  à  considéi^er  est  affecté  '' 

d'un  indice  d'ordre;  mais,  dans  le      ^     t ì *         ■? 

second   cas,   il   devient   nécessaire 

d'indiquer  avec  précision  les  points  de   séparation  des  segments 

consécutifs. 

Si  tous  les  segments  sont  de  même  sens,  on  pourra  placer  sim- 
plement au-dessus  de  chacun  d'eux  le  numéro  d'ordre  qui  le  dis- 
tingue {fig.  5). 

Si  l'on  a  à  considérer  une  série  "'  ''" 

continue  de  segments  dirigés  dans  i     »     a       ?     3     ?     ♦     ♦ 


un  même  sens,  immédiatement  sui- 
vie d'une  autre  série  de  segments  dirigés  en  sens  contraire,  c'est- 
à-dire  si  le  changement  de  direction  n'a  lieu  qu'une  seule  fois,  on 
aura  recours  au  même  moyen,  en  ayant  soin,  toutefois,  de  placer 

les  indices  d'ordre  au-dessus  ou  au-  ^.     „ 

Fig.  0. 

dessous   de  la  droite,    selon  qu'ils 

se  rapporteront  à  des  segments  de        * ^ ;■ - y ^ -[ 

l'une  ou  de  l'autre   série.  Tel   est       —  ^^-^  — ^ 6.-.^--i....&-...I.-»TJ 

le  cas  de  ia  fig.6,  dans  laquelle,  le 

changement  de  sens  étant  au  point  séparatif  des  segments  3  et  4 1  la 

somme  des  six  segments  est  indiquée  par  S|_c- 

Enfin,  si  les  segments  de  directions  opposées,  au  lieu  d'être  en 
deux  séries  continues,  se  présentent  dans  un  ordre  de  succession 
quelconque,  il  sera  nécessaire  d'affecter  du  même  indice  les  deux 
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extrémités  de  chaque  segment,  en  ayant  toujours  soin  d'ailleurs 
de  placer  les  indices  de  part  ou  d'autre  de  la  droite,  selon  qu'ils 
se  rapportent   à  des   segments   de   l'une   ou  de  l'autre   direction 

Lfìg-  7)- 

7.  Un  contour  polygonal  fermé,  plan  ou  gauche,  se  projette  sur 

un  plan  quelconque  suivant  un  autre 

iij.  7.  111 

contour  fermé;  en  d'autres  termes. 


6     3!» 


"^        '  ^       la    somme    de   ses    projections    est 

nulle  comme  la  somme  de  ses  côtés. 

On  voit  immédiatement  que,  si  le  contour  polygonal  proposé 
n'est  pas  fermé,  la  résultante  de  ses  côtés  se  projette  sur  le  plan 
suivant  la  résultante  de  leurs  projections. 

Cela  posé,  pour  effectuer  graphiquement  l'addition  des  seg- 
ments qui  ont  des  directions  quelconques  dans  l'espace,  on  devra 
se  donner  les  projections  de  ces  segments  sur  deux  plans  coor- 
donnés. Les  résultantes  de  ces  projections  seront  les  projections 
de  la  somme  géométrique  des  segments  proposés.  On  pourra  donc 
déterminer  graphiquement  cette  somme. 

8.  La  souwie  d' un  nonihre  quelconque  de  segments  est  indé- 
pendante de  l'ordre  dans  lequel  on  les  additionne. 

Nous  voyons  d'abord  que  cette  somme  ne  change  pas  quand  on 
substitue  l'un  à  l'autre  deux  segments  consécutifs  quelconques, 
par  exemple  /s  et  /g  {fig-  3);  car  les  nouveaux  segments,  l\  et  l\, 
équipollents  aux  premiers,  forment  avec  ceux-ci  un  parallélo- 
gramme et  aboutissent  par  conséquent  au  même  point  6.  On 
pourra  d'ailleurs  opérer  successivement  la  substitution  entre  /, 
et  /s,  puis  entre  /a  et  /-,,  puis  entre  /,  et  l^\  on  aura  ainsi  finale- 
ment remplacé  l'un  par  l'autre  deux  segments  non  consécutifs 
(jueleonques,  4  et  /s,  sans  que  la  somme  des  segments  proposés 
ait  subi  aucune  altération. 

9.  Si  la  ligne  polygonale  se  ferme  exactement  et  si  les  flèches 
de  tous  les  segments  qui  la  composent  sont  dirigées  dans  le  même 
sens  du  contour,  la  somme  ou  résultante  de  ces  segments  est  nulle. 

Si  les   segments  qui  forment  un  contour  polygonal  fermé  sont 
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dirigés,  les  uns  dans  un  sens,  les  autres  dans  le  sens  opposé,  la 
somme  des  premiers  est  égale  à  celle  des  seconds. 

Pour  établir  ce  résultat  graphiquement,   on  construit,  à  partir 
de   l'origine  du  contour   total   proposé,   deux  contours  distincts, 
respectivement  formés  de  segments 
équipollents  aux  segments  de  l'un 
des  systèmes  et  à  ceux  du  système 
opposé.   Ces    deux   nouveaux  con- 
tours  aboutissent  à  une  extrémité      H 
commune,    et  les   sommes   géomé- 
triques partielles  des  segments  qui 
les  composent  sont  représentées  par 
un  seul  et  même  segment.  Tel  est, 
par    exemple  ,    le   cas    du    contour 
1-2-3-4-0-6-7-8  [fg.  8),  dans  lequel  les  segments  /j,  /,,  /j  et  /g 
ont  même  somme  que  les  segments  4,  /g,  l-,  et  /g. 


10.  La  soustraction  est  l'opération  inverse  de  l'addition.  Dès 
lors,  si  d'un  segment  ou  de  la  somme  de  plusieurs  segments  on 
veut  soustraire  d'autres  segments,  il  suffira  de  renverser  les  flèches 
de  ceux-ci  et  de  les  additionner  ensuite  avec  les  premiers.  On  re- 
tranchera, par  exemple  [fig.  3),  les  segments  i.  et  h  de  la  somme 
/i  -h  /o  -h  /a  -h  /..,  -{-  /;;  -f-  /p  en  formant  la  somme 

[h-^J,-\-  l,  --  /,  +  /,  -f-  Ze!  -f-  (  -  /n  +  (  -  <  \ 

dans  laquelle  /"  =  L ,  /".  =  /„ . 

L'ordre  de  composition  étant  sans  influence  sur  le  résultat  (8), 
cette  somme  est  identique  à  la  suivante, 


h-^h_+  [ 


+  ^3  +  /;  +  ^s  +  ^6  +  {  -  l'\ 


mais  les  sommes  partielles  H- /o  4-  ( — /"  )  et  4-  /,.,  H- ( — l"^)  sont 
nulles.  Le  résultat  de  la  soustraction  est  donc  représenté  par  la 
somme  géométrique  des  segments  /,,  4,  /,.  et  4. 


11.  Tout  ce  que  nous  avons  exposé  relativement  à  l'addition  et 
à  la  soustraction  des  segments  qui  ont  même  position  et  même  di- 
rection  s'applique  aux  opérations  analogues  effectuées,  sur  un  arc 
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circulaire,  entre  des  portions  d'arcs  circulaires  de  même  rayon. 
La  même  application  peut,  par  consé(jucnt,  être  faite  aux  angles 
dans  le  plan. 

Mais  ce  qui  a  été  dit  de  l'addition  dans  l'espace  ou  dans  le  plan 
n'est  applicable  ni  à  l'addition  des  grands  cercles  sur  la  sphère,  ni 
par  conséquent  aux  rotations  dans  l'espace. 

En  effet,  la  sphère  ne  contenant  pas  de  grands  cercles  parallèles, 
on  ne  peut  pas  effectuer  sur  elle  les  déplacements  parallèles  au 
moyen  desquels  les  additions  de  lignes  sont  exécutées. 

IV.  —  Réduction  d'un  rapport  à  un  dénominateur  donné. 

12.  Avant  de  passer  de  l'addition  et  de  la  soustraction  des  droites 
aux  opérations  de  même  nature  sur  les  rapports,  il  est  nécessaire 

(le  voir  comment  un  rapport  j  peut  être  réduit  a  un  dénominateur 

(juelconque  N. 

Appelons  y  le  numérateur  inconnu  qui  correspond  au  dénomi- 
nateur N,  Nous  aurons  la  relation 

a         y 

dans  laquelle  y,  quatrième  proportionnelle  entre  a,  Z»,  N,  peut  être 

construit  de  diverses  manières  au  moyen  de  triangles  semblables. 

On  peut  ainsi  réduire  à  un  dénominateur  déterminé  N  un  nombre 

{[uelconque  de  rapports  donnés  • 


(fl 

a. 

«3 

a 

V 

t' 

V     ■■ 

■■'       h, 

quels  que  soient  d'ailleurs  les  signes  de  ces  rapports. 

On  peut  aussi  transformer  les  rapports  donnés  en  de  nouveaux 
l'apports  ayant  le  même  numérateur. 

V.  —  Opérations  sur  les  rapports. 

i3.  Il  est  maintenant  facile  de  former  la  somme  algébrique  de 

1      •  1-1  a,      a,,     a.^ 

])lusieurs  rapports  donnes,  tels  que  j- -,    - '>  y 

y,      Ui      W3 


OPÉRATIONS   SUR    LES   RAPPORTS. 


ii 


Supposons  ces  rapports  réduits  à  un  dénominateur  commun  quel- 
conque N,  et  soient  j-|,r-,j}'3  les  numérateurs  inconnus  correspon- 
dants; on  a 


b,  ^  b. 


N 


On  prend  un  système  d'axes  orthogonaux  [jig.  9);  on  porte,  à 
partir  de  l'origine  O,  les  numérateurs  positifs  a,  et  a.  dans  la  di- 
rection supérieure  de  l'axe  des  j-,  et  le 


numérateur  négatif  a^  dans  la  direction 


F'g-  9- 


h     ^. 


inférieure  du  même  axe.  On  porte  sur 
l'axe  des  x,  à  partir  de  la  même  origine, 
les  dénominateurs  Z»,,  ^o,  ^^  et  le  déno- 
minateur commun  N.  On  joint  les  extré- 
mités de  rt| ,  «.,  rt.j,  respectivement,  aux 
extrémités  de  ^,,  h.,  èo,  et  de  l'extré- 
mité de  N  on  mène  des  parallèles  aux 
droites  de  jonction.  Ces  parallèles  déter- 
minent sur  l'axe  des  j-  les  extrémités  des 
numérateurs  cherchés,  j,,  j> ,.  7,,  qui  ont  leur  origine  commune 
au  point  O  et  qui  correspondent  au  dénominateur  commun  N. 

On  obtient  ensuite  très  facilement  la  somme  z=^js  -f- 70 ji 

des  nouveaux  numérateurs. 

Le  résultat  de  la  construction  sera  exprimé  en  fractions  décimales, 
SI  l'on  a  eu  soin  de  prendre  comme  dénominateur  commun,  en  se 
réglant  sur  l'échelle  du  dessin,  une  fraction  égale  au  dixième  ou  au 
centième  de  l'unité  linéaire. 

14.  Les  considérations  qui  précèdent  se  prêtent  à  une  solution 
très  simple  du  problème  suivant  : 

Etant  donné  un  nombre  (jnelconque  de  droites 

Ju    v„  y.,,    ...,  j-„, 

en  construire  d'autres  en  pareil  nombre. 


qui  soient  directement  ou  inversement  proportionnelles  aux  pre- 


mières. 
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Ou  encore  : 

Etant  donné  un  nombre  (juelcon(iue  de  rapports 

(7,         (U         a.^  (lu 

b,         b.,         b,  b,. 


constriiiie  des  droites 


.r,,    a:.,,    j:.,. 


qui  soient  entre  elles  comme  les  rapports  donnés,  de  telle  sorte 
(pi  on  ait 

<7i      (7.,      (7.  a., 

Les  constructions  qui  permettent  de  résoudre  les  questions  pro- 
posées fournissent  aussi  des  solutions  simples  et  élégantes  pour  de 
nombreux  problèmes  de  Géométrie  plane. 

VI.  —  Multiplication  des  droites  par  des  rapports. 

16.  11  est  nécessaire  de  distinguer  tout  d'abord  les  multiplica- 
tions et  les  divisions  graphiques  effectuées  entre  des  droites  et  des 
rapports  de  celles  qu'on  opère  entre  des  droites  et  d'autres  droites, 
entre  des  droites  et  des  surfaces,  etc. 

Dans  le  premier  cas,  on  a  toujours  pour  résultat  une  droite. 

Dans  le  second  cas,  au  contraire,  le  nombre  des  dimensions  est 
modifié.  La  multiplication  d'une  droite  par  une  droite  donne  en^ 
ellct  une  surface,  et  celle  d'une  surface  par  une  droite  donne  un 
volume.  Fice  versa,  la  division  d'un  volume  par  une  droite  donne 
une  surface,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  nous  occuperons  à  peu  près  exclusivement  du  premier  cas, 
c'est-à-dire  de  la  multiplication  et  de  la  division  entre  droites  et 
rapports  ou  entre  rapports  et  rapports.  Ce  n'est  que  très  excep- 
tionnellement, et  dans  certaines  conditions  données,  que  nous 
traiterons  des  mêmes  opérations  entre  droites. 

iO.  l^e  mode  le  plus  simple  pour  eircctuer  la  multiplication  con- 
siste à  ajouter  un  nond)re  convenable  de  fois  l'un  des  fadeurs  à 
bii-même.  Cette  opération   n'est  qu'une  addition  multi])lc,    dans 
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laquelle  inlcrviennent  deux,  termes  et  une  condilion  :  le  premier 
terme  est  la  grandeur  quelconque  qu'il  s'agit  de  répéter  plusieurs 
l'ois;  la  condition  exprime  le  nombre  de  lois  que  cette  grandeur 
doit  être  répétée;  enlin,  le  second  terme  ou  produit  exprime  le  ré- 
sultat de  l'opération. 

Mais  ce  procédé,  tout  simple  qu'il  soit,  ne  répondrait  pas  à  la 
condition  essentielle  du  calcul  graphique,  laquelle  consiste  à  con- 
sidérer les  droites  à  l'exclusion  des  nombres  abstraits.  Aussi  admet- 

1  a        . 

trons-nous  constamment  que  le  rapport  --,  pris  comme  laeleur,  est 

donné  par  les  deux  droites  a  et  h. 

17.  Les  relations  qui  existent  entre  les  côtés  de  deux  triangles 
semblables  offrent  en  général  le  moyen  le  plus  commode  pour 
effectuer  graphiquement  la  multiplication  d'une  droite  /  par  un 

rapport   -•>   c'est-à-dire  pour  obtenir  une  nouvelle  droite  x  =  l-- 

La  disposition  des  trois   droites  /,  «,  h,  dans  la  figure   devra  évi- 
demment être  telle  que  les  deux  premières,   /  et  a,    à  multipliei'. 
l'une    par  l'autre,    n'appartiennent  pas  à   un  même   triangle,   et^ 
([u'elles  ne  forment  pas  non  plus  des  côtés  homologues   dans  les 
deux,  triangles  à  construire. 

Si  la  figure  ne  suggère  pas  de  disposition  plus  convenable,  on 
formera  les  deux  triangles  semblables 

en  coupant  un  même  angle  par  deux  ^-/^ 

transversales  parallèles.  Telle  est  la 
disposition  de  \di  Jig.  io„,  dans  la- 
([uelle  les  longueurs  b  eli  sont  comp- 
tées sur  l'un  des  côtés  de  l'angle 
primitif  et  à  partir  de  l'origine  O. 
Dans  \dijig.  lOb,  les  longueurs  comp- 
tées à  partir  de  l'origine  sont  a  el  h,  et  les  transversales  parallèles 

sont  elles-mêmes  dans  le  rapport  y 

Nous  aurons  occasion  d'exposer  incidemment,  dans  la  suite,  di- 
verses autres  constructions  particulières  du  même  produit.  Nous 
nous  bornons,  quant  à  présent,  à  ce  qui  précède,  afin  d'éviter 
d'inutiles  i^épétilions. 


i6 
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F'SI-  'o«- 


■-.  lA 


18.  L'application  d'un  procédé  analogue  à  celui  que  nous  venons 
de  suivre  permet  de  multiplier,  sans  plus   de  difficulté,  plusieurs 

segments   d'une   même   droite   / 

par  le  rapport  j-  La  droite  résul- 
tante X  et  la  droite  donnée  four- 
niront en  effet  deux  ponctuelles 
projectives  semblables  (G.  57),  et 

-^  ~t::     l'on  pourra  faire  la  construction 

de  deux  manières  différentes  : 
Si  l'on  considère  les  deux  ponctuelles  x  ei  l  [fig-  ii)  comme 
sections  d'un  faisceau  ayant  son  centre  à 
l'infini,  a  elb  seront  des  segments  corres- 
pondants des  deux  ponctuelles; 

Si  l'on  place  le  centre  du  faisceau  à  dis- 
lance finie  {fig-  12),  les  droites  x  et  / 
étant  parallèles,  a  el  b  seront  les  parties 
d'un  rayon  projetant  comprises  entre  le 
centre  du  faisceau  et  les  lieux  des  ponc- 
tuelles. 


Fif;.   iT. 


>., 


19.  La  parabole  offre  encore  un  moyen  pour  déterminer  x  =  /  j  - 

Fifî.  12.  Cette  application  repose  sur  ce 

que,  la  parabole  étant  engendrée 

par  deux  ponctuelles  projectives 

/'  /   ;'    \  '\  semblables ,   deux   de   ses    tan- 

/    ;      ;       \    '-,        ■  gentes  sont  divisées  par  toutes 

;  \      '\^  les  autres  en  segments  propor- 

/^-^."T^  -^  '^j"^^  "^"X;  tionnels  (G.  439). 

/'  i '\ h  Considérons  en  effet  (  fur.  1 3  ) 

deux  tangentes  a  une  parabole, 
«,  el  b,,  qui  se  coupent  en  un  point  C,  et  une  troisième  droite  AB, 
telle  que  rt)  soit  projetée  par  AB  sur  ^,  dans  le  rapport  a',b.  La 
parabole  sera  déterminée  si  l'on  prend  les  extrémités  A  et  B  de 
AB  comme  points  de  contact  des  tangentes  a,  et  ^j.  Dès  lors,  le 
rayon  CD,  cpii  joint  le  point  C  au  milieu  D  de  AB,  est  parallèle  à 
l'axe  de  la  paraljole  et  se  trouve  cou|)é  par  la  courbe  eu  son  point 
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milieu  E.  La  tangente    au    point  E  est  crailleurs  parallèle 
(G.  138). 

Fig.  i3. 


17 

Ali 


On  voit  aisément  que  la  para- 
bole ainsi  construite  peut  servir 
à  la  multiplication  d'une  droite 

7         1  ^« 

quelconque  /  par  le  rapport  — •  • 

Il  suffit,  en  efTet,  de  porter  la 
longueur  /,  à  partir  du  point  C, 
sur  la  droite  qui  représente  le 
dénominateur  du  rapport,  par 
exemple  sur  CF,  et  de  mener 
par  Textrémité  F  une  tangente  FF,  à  la  courbe.  Le  segment  com- 
pris entre  le  point  de  contact  A  et  l'intersection  F,  représente  le 

produit  cherché  .r  =  /  y  • 


20.  Nous  ferons  remarquer  qu'il  n'est  pas  absolument  nécessaire 
de  tracer  la  parabole,  et  qu'on  peut  même  éviter  le  tracé  de  droites 
parallèles.  Il  suffit,  en  effet,  de  se  donner  deux  tangentes  à  la  para- 
bole, c'est-à-dire  deux  droites 
sur   lesquelles     soient   mar- 
<[uées  deux  ponctuelles  pro- 
jectives  semljlables  ou  égales. 

On  obtiendra  un  nombre 
aussi  grand  qu'on  voudra  de 
ces    ponctuelles    projectives      / 
semblables  au  mojen   de  la     < 
construction  ci-après. 

Soient  u  (AB CD.  .  .)  \ 
{/ig.  i4)  une  ponctuelle 
quelconque,  et  S  i^abcd .  .  .) 
un  faisceau  de  rajons  situé 
d'une  manière  quelconque 
par  rapport  à  la  ponctuelle. 
On  décrit  une  suite  de  circonférences  ayant  leurs  centres  aux  points 
A,  B,  C,  D,  .  .  .  et  passant  toutes  par  le  centre  S  du  faisceau.  Ces 
circonférences  divisent  tous  les  ravons  du  faisceau  en  segments 
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proportionnels  et  fournissent  ainsi  autant  de  ponctuelles  projectives 
semblables  à  la  proposée. 

21.  Le  procédé  suivant,  pour  la  détermination  (\e  x  =  I  j  •>    se 

recommande  par  sa  simplicité  pratique. 

De  l'extrémité  du  segment  h 
comme  centre  {fig.  i5),  avec  le 
segment  a  pour  rayon,  on  décrit  un 
arc  de  cercle  auquel  on  mène  une 
tangente  à  partir  de  l'origine  de  h. 
Le  point  situé  sur  cette  tangente  à 
la  distance  /  de  la  même  origine  est 
à  la  distance  x  du  segment  h.  Cette 
distance  peut  être  prise  directement 

avec  le  compas,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  la  tracer. 

L'application  de   ce   procédé  est  particulièrement  avantageuse 

quand  on  a  plusieurs  longueurs  /  à  multiplier  par  le  rapport  j  • 

On  prend  alors  des  ouvertures  de  compas  égales  aux  diverses  va- 
leurs de  /,  on  les  porte  sur  la  tangente  à  partir  de  l'origine,  et  l'on 
mesure  directement  les  valeurs  correspondantes  de  x. 

Cette  construction  suppose  qu'on  a  Z>  ^  a.  S'il  en  est  autrement, 
on  procède  suivant  l'une  des  deux  métliodes  ci-après. 

Quand  on  n'a  pas  de  motif  pour  obtenir  x  plutôt  d'un  côte  que 
de  l'autre,  on  opère  simplement  la  substitution  réciproque  entrer 
et  b  et  entre  x  el  l.  A  cet  effet,   l'angle  à  l'origine  étant  construit 

de  telle  facon  que  son  sinus  soit  écal  à  -5  on  détermine,  avec  une 

^  °  a 

ouverture  de  compas  égale  à  /,  le  point  de  l'un  des  côtés  qui  est  à 
la  distance  /  de  l'autre.  La  longueur  chercbéc  x  est  donnée  par  la 
distance  de  ce  point  au  sommet  de  l'angle. 

Lorsque  les  conditions  de  la  figure  ne  pei'mettent  pas  d'obtenir  a: 
indifféremment  de  l'un  ou  de  l'autre  côté,  on  procède  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Soit  à  déterminer  le  produit. r,  =^  l  y?  a,  étant  plus  grand  (pie  h. 

On  relranclic  h  de  «,  un  certain  nombre  entier  de  fois,  de  façon  à 
()])tenir  un  reste  (i  plus  petit   que  h,   mais  positif.    On   a  dès   lors 
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rt  =  <7|  —  h^  et  par  suite 

a,  a 

b  b 

A  lalongueur  -  /,  déterminée  comme  il  a  été  indiqué  plus  haut, 

on  ajoute  A  fois  la  longueur  /.  On  obtient  ainsi  la  longueur  cher- 
chée a", . 

Cette  opération  est  effectuée  {^fig-  i5)  pour  A=i,  auquel  cas 
rt,        n  ~  h 

22.  Délenniner  les  produits  l\  ti  l  ^  -r  •>  l\-r  ">'  '  '  <?^  leur  somme 

de  telle  soi  te  (j  ne  les  multiplications  et  V  addition  soient  effectuées 
en  ayant  égard  aux  signes  des  grandeurs  données  et  (jue  le  ré- 
sultat final  puisse  être  mesuré  sur  une  ligne  droite. 

Ce  prohlème  fournit  un  cas  intéressant  d'application  et  de  véri- 
fication de  la  règle  des  signes. 

Nous  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  l'opération  limitée  aux 
trois  termes  indiqués  plus  haut.  La  construction  {Jig.  i6)  com- 
porte deux  figures  distinctes,  l'une  contenant  les  grandeurs  b  et  /, 
l'autre  les  grandeurs  a  et  le  résultat  cherché. 

On  trace  sur  la  première  figure  deux  axes,  BB  et  LL,  qui  se  cou- 
pent au  point  O,  sous  un  angle  quelconque,  et  sur  la  seconde 
figure  deux  autres  axes,  AA  et  XX,  respectivement  parallèles  à  ceux 
de  la  première.  On  porte  les  valeurs  de  b  sur  BB  à  partir  de  l'ori- 
gine O,  et  en  ayant  égard  aux  signes,  c'est-à-dire  en  plaçant  les 
grandeurs  positives  à  gauche,  par  exemple,  et  les  grandeurs  néga- 
tives à  droite.  On  porte  de  la  même  manière  les  valeurs  de  a  sur  AA 
à  partir  de  l'origine  Oj.  Dans  le  cas  de  la  figure,  a^,  a^.,  b^el  b-^ 
sont  positifs,  rtj  et  b^  sont  négatifs. 

On  porte  enfin  les  longueurs  /  ^ur  l'axe  LL  ,  non  plus  à  partir 
d'une  origine  commune,  mais  bout  à  bout,  en  prenant  pour  point 
de  départ  un  point  quelconque    i  de   LL  et     en  tenant  compte  des 
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signes.  Toute  longueur  /  aura  donc  son  origine  à  rex-lrémité  (Je  la 
longueur  précédente  et  se  dirigera  vers  la  partie  inférieure  de  l'axe 
ou  vers  la  partie  supérieure,  selon  qu'elle  sera  positive  ou  néga- 
tive. Nous  convenons  d'appeler  2/  la  portion  de  droite  c[u'on  ob- 
tienten  faisant  ainsi  la  somme  algébrique  des  longueurs  /proposées. 
Dans  le  cas  de  la  ligure,  /,  et  4  sont  positifs,  /o  est  négatif.  L'ori- 
gine et  l'extrémité  de  chaque  longueur  /  portent  d'ailleurs,  adroite 
ou  àgauciie  de  l'axe  LL,  l'indice  de  la  longueur  considérée  ;  d'où  il 
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suit  que  l'origine  et  l'extrémité  de  la  somme  11  sont  respective- 
ment indiquées  par  les  indices  de  la  première  et  de  la  dernière 
grandeur  /,  et  que  tout  point  intermédiaire  porte  les  indices  des 
deux  segments  auxquels  il  appartient. 

Pour  compléter  le  canevas  nécessaire  à  la  construction,  on  mène 
par  les  extrémités  des  divers  segments  a  el  b  des  parallèles  aux 
axes  XX  et  LL. 

Cela  fait,  on  projette,  dans  la  première  ligure,  les  extrémités  de 
la  droite  /,,  à  partir  du  point  Z>,,  au  moyen  des  rayons  Z»,  i 
et  Z»)  (1,2).  Du  point  n,,  dans  la  seconde  figure,  on  mène  paral- 
lèlement à  ces  rayons  deux  autres  rayons  qui  coupentl'axe  XX  en 
deux  points  désignés  par  les  mêmes  indices  que  les  points  corres- 
pondants de  l'axe  LL,  savoir  :  le  point  i,  dont  le  rayon  de  projec- 
tion est  parallèle  à  Z»,  i,  et  le  point  (1,2),  dont  le  rayon  est  paral- 
lèle à  Z>,(i,2).  On  a  soin  de  prolonger  ces  rayons,  en  vue  des 
constructions  ultérieures.  On  désigne  par.r,  la  portion  de  l'axe  XX 
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comprise  entre  les  deux  rayons  qui  parlent  du  point  <^/,;  :r,  corres- 
pond à  la  portion  /,  de  l'axe  LL, 

Cette  construction  fournit  deux  triangles  semblables,  dans  les- 
quels deux  droites  homologues,  telles  que  les  parallèles  0,bi  =  b^ 
et  Oorti  =  «1 ,  sont  entre  elles  dans  le  même  rapport  que  les  côtés. 
On  a  donc 

<?!  :  l'i  ~.r,  :/,, 

d'où 

Xi,  premier  terme  de  la  somme  cherchée,  apparaît  comme  positif, 
puisqu'il  est  porté  dans  la  même  direction  que  /)  ;  il  n'en  pouvait 
être  autrement,  à  raison  des  signes  de  ses  trois  facteurs. 

Pour  construire  le  second  produit /.  ~  5  on  détermine   d'abord- 

les  points  d'intersection  //,  et  «',  des  rayons  Z»,  (i,  2)  et  «,  (1,  2), 
respectivement  avec  les  droites  bob'.,  et  a^a.^  parallèles  aux  axes  LL 
et  XX,  et  l'on  mène  le  rayon  Z»'.,(2,3).  La  droite /^  se  trouve  ainsi 
projetée  du  point  b'.-,  par  ce  nouveau  rayon  et  par  Z>',  (i ,  2)  ou  b[,  b, . 
Pour  déterminer  sur  XX  le  segment  qui  correspond  à 4,  on  a  déjà 
la  droite  a',  (1,2),  partie  de  «i  (i,  2),  et  l'on  mène  a'.,  (2,3)  parallèle 
à  ^',(2,3).  On  obtient  ainsi  les  triangles  semblables  b'.,  (1,2)  (2,3) 
et  rto  (i?2)  (2,3).  On  mène  parallèlement  à  AA  les  droites  homo- 
logues b'.,M  =  b^  et  a'oM,  =  «2!  on  représente  par  x-^  la  portion 
de  XX limitée  parles  points  (1,2)  et  (2,3),  et  l'on  a 

r/., 

.,  =  /,--. 

L'extrémité  de  X|  étant  en  même  temps  l'origine  de  a'o,  on  a 
immédiatement  0:0  à  la  suite  dea')  et  dans  la  direction  inférieure 
de  l'axe,  c'est-à-dire  dans  la  direction  positive  que  comportent  les 
signes  de  ses  trois  facteurs. 

La  construction  du  troisième  terme  nécessite  d'abord  la  détermi- 
nation des  points  d'intersection,  b'^  et  a^,  des  rayons  déjà  tracés 
7/^(2,3),  «'0(2, 3)  et  des  parallèles  à  l'axe  LL  passant  par  ^3  et 
par  «3.  Pour  projeter  le  segment  /j  à  partir  du  premier  point  Z»'.,  et 
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pour  trouver  ensuite  le  segment  correspondant  X3  sur  XX,  il  suffit 
de  tracer  è',  3  et  de  mener  «'j  3  parallèle  à  cette  dernière  droite. 
Dans  le  troisième  couple  de  triangles  semblables  ainsi  obtenus,  les 
droites  b'^P  et  «'jPj,  menées  parallèlement  à  BB  et  à  AA  jusqu'à 
leurs  rencontres  respectives  avec  XX  et  LL,  représentent  Z>,.  et  a-^, 
et  l'on  a 

D'après  l'hypothèse  adoptée,  le  segment  X3  doit  être  négatif;  il 
est  porté,  en  effet,  dans  la  direction  supérieure  de  Taxe,  c'est-à- 
dire  dans  la  direction  négative,  et,  de  même  que  les  longueurs  /sur 
l'axe  LL,  les  segments  x  sont  additionnés  sur  l'axe  XX  en  ayant 
égard  à  leurs  signes.  Le  segment  de  ce  dernier  axe  compris  entre 
l'origine  i  et  l'extrémité  3  représente  donc  bien  la  somme  algé- 
brique cherchée. 

On  obtiendrait  d'une  manière  analogue  la  somme 

J7  =  «j  /j  -1-  a^  h  H-  (I .  /;,. 

VII.  —  Polygone  de  multiplication. 

23.  Considérons  maintenant  le  cas  où,  dans  le  problème  précé- 
dent, les  dénominateurs  Z»,,  b.,,l>-^....  sont  égaux.  Ce  cas  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Réduire  à  la  base  constante  b  une  somme  de  produits  donnés 
a^li  =  b.Vi,      a.,1.2  =  bjc^,      a J -^  =  ^.r.,,      .  .  .  ,      /?,,/„  :=  hx,^. 

Voici  l'une  des  solutions  que  comporte  le  problème  ainsi  posé. 

On  porte,  en  ayant  égard  aux  signes,  les  segments  a,  ,  «ji  •  •  •  >  '''« 
sur  un  axe  aa  {fig.  17)  de  part  et  d'autre  d'une  commune  origine  O. 
Sur  un  second  axe  //,  non  parallèle  à  aa,  on  porte  les  segments 
/, ,  /o,.  .  .  ,  1,1  bouta  bout,  en  ayant  aussi  égard  à  leurs  sens.  Le 
segment  compris  entre  l'origine  de  /,  et  l'extrémité  de  4  est  alors 
égal  il  11.  On  projette  la  ponctuelle  /  ainsi  obtenue  d'un  point  O, , 
dont  la  distance  à  la  droite  /,  mesurée  parallèlement  à  l'axe  aa, 
doit  être  égale  à  b.  On  projette  ensuite  la  première  ponctuelle  ob- 


POLYGONE   DE   MULTIPLICATION. 


23 


lenue  sur  aa  au  moyen  de  rayons  parallèles  à  Taxe  //,  cl  l'on  relie 
ces  rayons  deux  à  deux  par  un  contour  polygonal  formé  de  scg- 
rnentsde  droites  respectivementparallèles  auxrayonsdu  faisceauO, 
dont  les  extrémités  portent  les  mêmes  indices.  Les  côtés  de  ce  con- 


Fifî.   I 


^,^. 


i   \ 
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tour  polygonal,  convenablement  prolongés,  déterminent  sur  la 
droite  O.r,  parallèle  à  //,  les  segments  cherchés  x,,  Xo,.  .  .  ;  ces 
segments  sont  disposés  bout  à  bout  et  eu  égard  à  leurs  sens,   en 

Fig.  i8. 


Çi 


sorte  que  le  segment  compris  entre  Torigine  de  .rj  et  l'extrémité 
de  Xn  est  égal  à  1x,  et  que  la  somme  des  produits  cherchés  est  re- 
présentée par  h^x. 

Soit  en  effet  {fig.  i8)  R  le  sommet  du  contour  polygonal  qui 
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tombe  sur  le  ravon  projetant  l'extrémité  du  segment  ar\  les  deux 
côtés  du  contour  passant  par  R  sont  respectivement  parallèles  aux 
rayons  du  faisceau  O,  qui  projettent  les  extrémités  du  segment  /,.. 
Menons  par  R  une  parallèle  à  ««;  nous  aurons,  autour  des  centres  R 
et  O,,  trois  couples  de  rayons  parallèles,  déterminant,  sur  les 
transversales  parallèles  Ox,  //,  trois  couples  de  points  corres- 
pondants de  deux  ponctuelles  project! vas  semblables  (G.  57).  11 
existe  dès  lors  entre  les  segments  correspondants  la  relation  de 
proportionnalité 

.  /  .  /        I'   '  "<^> 

.-r     ,  /,.  =:  a,   .  U,       cl  OU       X..z=z   — -—  . 

b 

En  outre,  les  côtés  du  contour  polygonal,  et  par  conséquent  les 
segments  x,  se  succèdent  dans  le  même  ordre  que  les  segments  /; 

d'oii  il  suit  que  les  produits  -j-  s'ajoutent  dans  le  même  ordre  que 

les  segments  /. 

Il  résulte  encore  de  cette  identité  dans  l'ordre  de  succession 
qu'un  côté  quelconque  du  contour  polygonal,  par  exemple  celui  qui 
se  trouve  compris  entre  les  sommets  R  —  i  et  R,  est  parallèle  au 
rayon  du  faisceau  O,  qui  sépare  les  segments  correspondants  de  /, 
c'est-à-dire  les  segments  /,_,  et  /,-.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  recon- 
naître :  i"  que  la  somme  des  x  est  effectuée  en  ayant  égard  aux 
sens  des  a  et  des  b\  2°  que  le  signe  du  produit  change  si  l'on 
change  le  signe  d'un  seul  facteur  et  qu'il  reste  constant  si  l'on 
change  simultanément  les  signes  de  deux  facteurs;  3"  enfin  que  la 
somme  des  x  n'est  pas  modifiée  quand  on  change  l'ordre  de  suc- 
cession des  /,  pourvu  qu'on  change  de  la  même  manière  l'ordre  de 
succession  des  a. 

On  donne  au  contour  polygonal  que  nous  venons  de  construire 
le  nom  de  polygone  de  niultiplicalion. 


VIII.  —  Multiplication  des  rapports. 

24.  Les  triangles  semblables,  qui  nous  ont  permis  d'effectuer  la 
multiplication  d'une  droite  par  un  rapport,  se  prêtent  aussi  à  la 
détermination  du  produit  de  deux  ou  plusieurs  rapports. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  former  le  produit  de  deux  rapports 
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Fig-    '9- 
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,  ,      a,        a.y  ,  •       T  •    •  1  y-, 

donnes,  t-cIt^'  on  porte,  a  partir  dune   origine  quelconque  O 

{Jig'  19  \  les  dénominateurs 
hi,b-2.  en  abscisses  ;  aux  extré- 
mités de  ces  abscisses,  on 
porte  les  numérateurs  <7,,  a^ 
en  ordonnées.  On  joint  l'ori- 
gine aux  extrémités  de  rt|  et 
de  a-i  par  les  droites  L|  et  Lo  ; 
on  élève  ensuite  à  l'extrémité 
d'une  abscisse  quelconque 
Ox^  l'ordonnée  71,  que  l'on 
prolonge  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  L,  ;  on  prend  la  longueur  de  cette  ordonnée  7'-,  comme 
seconde  abscisse  Oxo  et  l'on  élève  à  l'extrémité  de  x-2  l'ordonnée 
7'2,  que  l'on  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  droite  Lo.  On 
a  ainsi  construit  deux  couples  de  triangles  semblables,  0«,^,  et 
O}-,^:,,  Oa.^h^  et  Oy.:,x-2,  qui  donnent  les  proportions 


.' 

M 

Oj^-' 

X 

■^ 

■\''' 
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/ 
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, 

^        ^  '' 
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.r.       . 

-,        h. 

a^ 
J. 


Xi 


multipliant  membre  à  membre  et  considérant  que,  d'après  la  con- 
struction, a:o=r  j',,  on  a 

tli     (li    Yn 

bi   0,^  .ri 

2o.  On  obtient  d'une  manière  analogue  le  produit  d'un  nombre 
quelconque  de  rapports 


ù^      b,      />3  b„ 

On  commence  par  tracer  à  cet  effet,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, les  droites  L, ,  Lj,  L3. .  .  .  ,  L,,  qui  correspondent  aux  rapports 
donnés.  On  choisit  une  abscisse  initiale  quelconque  x^  ;  on  déter- 
mine l'ordonnée  correspondante  j)",  relative  à  L|.  on  prend  une 
nouvelle  abscisse  x^  égale  à  y^  et  l'on  détermine  l'ordonnée  cor- 
respondante j-'o  relative  à  Lo  ;  on  prend  ensuite  x-:,  ^J -j,  et  l'on  con- 
struit  l'ordonnée   correspondante  j^    relative  à  L3  ;   et    ainsi   de 
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suite,  jusqu'à  la  droite  L,;,  qui  aura  pour  correspondante  la  der 
uière  ordonnée  j  „, 

On  a  ainsi  les  équations 


J'2 

«2 

•^2 

0, 

rs 

^, 

•^3 

(>.' 

J-n 


b,.' 


en  faisant  les  produits  et  en  réduisant,  on  a 

'^'l  ^  ^  .  .     ''L'L  —  -^'ji 
/;,   h,  Z»;,  /j„  ~  .r,  ' 

d'où  résulte  ce  théorème  : 

Le  produit  d' uTie  suite  de  rapports  est  représenté  par  le  rapport 
entre  ta  dernière  ordonnée  et  l'abscisse  iinliale. 

Quand  la  première  abscisse  est  égale  à  l'unité  {fi g-  20),  le  pro- 
duit des  rapports  est  égal  àj  „. 

Fig.   20. 


.'>,  V  ' 
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Si,  en  cfTecluanl  les  produits,  on  voulait  tenir  compte  du  signe  de 
chaque  facteur,  il  faudrait  ajouter  à  l'énoncé  du  théorème  que  le 
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signe  du  produit  est  détermine  paj-  celui  de  lu  dernière  ordonnée. 

Pour  tenir  compte  des  signes  qui  afTcctent  les  divers  facteurs,  il 
suffit  de  prendre  un  système  quelconque  d'axes  coordonnés  et  de 
tracer  les  diverses  droites  L,  à  partir  de  l'origine,  en  ayant  soin  de 
placer  dans  la  première  et  dans  la  troisième  région  du  système 
celles  de  ces  droites  qui  correspondent  aux  rapports  positifs,  dans 
la  seconde  et  dans  la  quatrième  région  celles  qui  correspondent 
aux  rapports  négatifs.  En  exécutant  la  construction  d'après  cette 
règle,  on  retombe  précisément  sur  le  théorème  précédent,  com- 
plété en  ce  qui  concerne  les  signes. 

On  reconnaît  que  tel  doit  Lien  être  en  effet  le  résultat  final  en 
vérifiant  que,  dans  la  construction  effectuée,  le  signe  d'aucun  rap- 
port particulier  ne  peut  être  changé.  On  prend  à  cet  effet  un  rap- 

[)ort  positif  ou  négatif  d=  -,  on  trace  la  droite  L  correspondante; 

on  prend  l'abscisse  initiale  x  d'abord  positive,  ensuite  négative; 
l'ordonnée  correspondante  j)  aura  toujours  une  position  telle,  que 

le    nouveau  rapport  -  concordera   non  seulement    comme   valeur 

X 

absolue,  mais  encore  comme  signe,  avec  le  rapport  donné -•  On 

vérifie  par  là  que  l'abscisse  initiale  peut  être  indifféremment  posi- 
I  live  ou  négative  sans  que,  dans  aucun  cas,  le  signe  du  rapport  soit 
changé;  conséquemment,  si  l'on  commence  par  une  abscisse  posi- 
tive, l'ordonnée  correspondante  devra  toujours  représenter  le  signe 
du  rapport. 

Le  procédé  de  multiplication  indiqué  n'ayant  jamais  pour  effet 
de  changer  le  signe  d'un  rapport  particulier,  il  en  résulte  que  le 
signe  du  produit  doit  aussi  rester  le  même  ;  et,  puisque  toutes  les 
abscisses  intermédiaires  disparaissent  dans  la  multiplication,  on 
doit  conclure  d'une  manière  générale  que  le  signe  du  produit  est 
bien  déterminé  par  celui  de  la  dernière  ordonnée. 

Ici,  comme  en  Arithmétique,  l'ordre  de  succession  des  facteurs 
est  sans  influence  sur  le  résultat  final,  et,  de  même  qu'en  Arith- 
métique l'interversion  des  facteurs  permet  de  vérifier  l'exactitude 
du  calcul  effectué,  de  même,  dans  notre  cas,  on  peut,  par  le  chan- 
gement des  indices,  modifier  l'ordre  arbitraire  des  facteurs  et  véri- 
fier ainsi  l'exactitude  du  dessin. 
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26.  Soit  à  déterminer 

tibccl 

■^~   hkl  ' 


Fig.    21. 


On  porte  sur  une  droite,  à  partir  d'une  origine  commune  (//.i,'.  21), 

les  longueurs  OH,  =  h,  OIL  =  A, 
OH,  =  /,  OB'=Z»,  OB''=r, 
OB"'=  d.  On  porte  OA  =  a  sur 
une  seconde  droite,  qui  passe  par 
le  point  O  et  qui  est  coupée  res- 
pectivement en  P,  Q,  X  par  la 
droite  B'P  parallèle  à  H,  A,  par  la 
droite  B"Q  parallèle  à  HoP  et  par 
la  droite  B'^'X  parallèle  à  H3Q. 
On  détermine  ainsi  (G.  260)  les 

couples   de   triangles  homothétiques  OB'P  et  OH, A,   OB'^Q  et 

OH,P,  OB'"XetOH,Q,etl'ona 


B   'B'  B" 


OP 


ah 


Il      ^    hk 


et     OX 


hkl  -^'    '■ 


IX,  —  Produits  de  segments. 

27.  Considérons  encore  le  cas  de  la  multiplication  où  il  s'agit 
d'obtenir  le  produit  de  plusieurs  segments  a,,  «o,  «3. 
Si  l'on  désigne  ce  produit  parj  3,  on  a  identiquement 

«,     <7.,    <7, 
I         I        I 

et  la  construction  s'effectue  suivant  le  procédé  précédemment 
indiqué.  On  prend  (fg.  20)  Ox,  —  i  ;  on  élève  à  l'extrémité  x, 
une  perpendiculaire  sur  laquelle  on  porte  les  segments  a,,  a.,,  a-^; 
on  mène  ensuite,  de  l'origine  aux  extrémités  de  ces  segments,  les 
rayons  L,,  L2,  L3  ;  on  prend  a,  comme  ordonnée  de  L,  correspon- 
dant à  l'abscisse  Ox,  =1;  on  fait 0:0— j,,  et  l'on  détermine  sur  Xo 
l'ordonnée  j)  2  correspondant  au  ravon  Lo  ;  enfin  on  fait  ^-3  =  7  o 


(')  Au  sujet  de  cette  construction  et  de  quelques  autres  analogues,  voir  KlOcel, 
Mathcmatisches  Worterbuch,  crster  Tlieil  ;  Leipzig,   i8o3,  p.  552-553. 
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et  on  élève  ii  Textrémité  de  X3  Tordonnée  73  correspondant  à  L3. 
Cette  ordonnée  est  le  produit  des  trois  segments  proposés. 

On   obtiendrait  de  la  même  manière  le  produit  d'un   nombre 
quelconque  de  segments 


On  peut  encore  recourir  à  cet  autre  procédé. 
Soit  à  construire  d'abord  le  produit 

On  porte  [fig.  22)  les  grandeurs  données  a,,  a-,  sur  deux  axes 

et  l'on  transforme  le  triangle  «jO^o 

en  un  autre   lO.r  ayant  même  aire, 

mais  dont  un  coté  soit  égal  à  l'unité. 

La   parallèle    aiX   à    a.yi    détermine 

l'extrémité   du   segment  a:,   qui   doit 

être  mesuré  à  partir  de   l'origine  O. 

On  a  ainsi  : 


X  Z=Z  \\  «2, 


Fig.  22. 


d'où 


Pour  former  ensuite  le  produit 

on  prend  successivement,  comme  côtés  du  triangle,  chaque  résul- 
tat partiel  et  le  facteur  qui  suit  immédiatement  ce  résultat  ;  une 
réduction  analogue  à  celle  qui  vient  d'être  indiquée  donne  le  pro- 
duit suivant,  et  l'on  parvient  au  produit  total  par  une  suite  d'opé- 
rations consécutives  semblables. 


X.  —  Division. 

28.  Nous  avons  dit  que  la  multiplication  graphique  peut  être 
considérée  comme  une  addition  multiple.  On  peut  dire  pareillement 
que  la  division  est  une  soustraction  à  indice  multiple.  A  ce  point 
de  vue,  la  division  se  présente  sous  deux  formes  disfincles.   On 
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peut  se  proposer,  en  effet,  soit  de  chercher  combien  de  J'ois  une 
grandeur  linéaire  est  contenue  dans  une  autre,  soit  de  partager 
une  ligne  en  un  certain  nombre  de  parties  égales. 

Dans  le  premier  cas,  les  deux  termes  sont  donnés  et  l'on  cherche 
l'indice;  l'opération  se  réduit  alors  au  problème  bien  connu  qui 
consiste  à  mesurer  une  droite  au  moyen  d'une  autre  droite. 

Dans  le  second  cas,  au  contraire,  l'indice  et  le  terme  total  étant 
donnés,  il  s'agit  de  déterminer  le  terme  à  soustraire. 

L'opération  du  second  cas,  c'est-à-dire  la  division  d'une  droite  a  en 

n  parties  égales,  équivaut  à  la  multiplication  de  a  par  un  rapport  ji 

dans  lequel  c  est  un  segment  arbitraire  et  b  un  segment  égal  à 
«fois  c.  On  sait,  du  reste,  que  cette  opération  peut  être  facilement 
effectuée  en  projetant  sur  la  grandeur  donnée  les  n  divisions  égales 
obtenues,  sur  une  droite  auxiliaire,  par  l'addition  multiple  d'une 
unité  arbitraire.  Cette  droite  auxiliaire  doit  cire  parallèle  àia  droite 
donnée  ou  passer  par  son  origine.  Dans  le  premier  cas,  on  doit 
mener  par  chaque  division  intermédiaire  de  la  droite  auxiliaire 
une  parallèle  à  la  transversale  qui  passe  par  les  extrémités  de  la 
droite  auxiliaire  et  de  la  droite  donnée.  Dans  le  second  cas,  la  pro- 
jection de  la  droite  auxiliaire  surla  droite  donnée  s'effectue  à  partir 
du  point  d'intersection  des  deux  côtés  obliques  du  trapèze  déter- 
miné par  les  extrémités  des  deux  parallèles  à  projeter,  et  ces 
parallèles  sont  les  seules  dont  la  construction  nécessite  le  tracé. 

On  peut  encore  parvenir  au  résultat,  sans  avoir  recours  à  aucun 
tracé  de  parallèles,  en  se  fondant  sur  une  pro])riété  connue  de  la 
parabole.  On  sait  en  effet  (G.  99)  que,  si  l'on  divise  une  tangente 
({uelconque  à  la  parabole  en  n  parties  égales,  à  partir  du  point  de 
contact,  chacune  des  n  tangentes  menées  à  la  courbe  par  les  points 
de  division  est  elle-même  divisée  en  parties  égales  par  toutes  les 
autres.  On  sait  de  plus  que  toute  autre  tangente  à  la  parabole  est 
aussi  divisée  en  parties  égales  par  les  précédentes,  avec  cette  seule 
différence  que  le  point  de  contact  de  la  nouvelle  tangente  n'est 
,  [)lus  un  point  d'égale  division. 

29.  Quand  on  a  à  diviser  une  droite  /  par  un  rajiport  -?  on  écrit 


3i 


et  l'on  en  déduit 


^it 


La  division  d'une  droite  par  un  rapport  revient  donc  à  la  mul- 
tiplication de  la  droite  par  l'inverse  du  rapport.  | 

On  appelle  encoi'C  division  l'opération  par  laquelle  une  droite 
de  longueur  donnée  est  divisée  en  parties  proportionnelles  aux 
segments  d'une  autre  droite  donnée. 

Les  longueurs  totales  des  deux  droites  données  font  alors  l'office 
des  termes  a  el  b  du  rapport  précédemment  considéré,  et  la  trans- 
versale extrême  est  déterminée  par  les  extrémités  de  ces  deux 
longueurs,  portées  à  partir  d'une  commune  origine.  Si  les  deux 
droites  sont  parallèles,  on  joint  leurs  extrémités  deux  à  deux  par 
deux  autres  droites  dont  le  point  de  concours  est  le  centre  de 
projection  des  premières. 

Lorsqu'il   s'agit  de  diviser  la  longueur  /  seulement   en   deux 

—  '''  «1 

segments  qui  soient  entre  eux  comme  — ^ou  comme  — j  on  porte 

les  droites  —  a  ou  «,  el  b  sur  deux  parallèles  menées  par  les  extré- 
mités de  l{Jig-  23).  La  droite  de  jonction  des  extrémités  de  ces 
segments  détermine  sur  /  le  point  cherché. 

L'exactitude  de  la  construction  est  d'autant  plus  grande  que  la 
droite  joignant  les  extrémités  de  «j  et 

.   de  b  coupe   la  droite  /  sous  un  angle 

1  moins  aigu.  La  plus  grande  ouverture 

1  .possible  de  cet  angle  correspond  au    i, 
l(:  cas  où  les  segments  parallèles  «j  et  b 

\  sont  perpendiculaires  à  la  droite  qui 
joint  leurs  extrémités.  Si  l'angle  était 
encore  trop  aigu,  il  conviendrait  d'augmenter  son  ouverture  en 
portant  deux  ou  plusieurs  fois  les  segments  «,  et  b  sur  les  paral- 
lèles. 


Fig.  23. 


«,     n.. 


30.  Pour  former  le  quotient  de  deux  rapports  j-  ■>  -f->  c'est-à-dire 

pour  exprimer  ce  quotient  par  le  rapport   de   deux  droites,   on 
réduit  les  rapports  donnés  au  même  dénominateur  suivant  la  mé- 
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thode  indiquée  (12),  et  Ton  a 

rti  .  '^i .y, .  .>  2 .)i 

On  peut,  de  la  même  manière,  déterminer  un  numérateur 
commun.  On  a,  dans  ce  cas, 

ai    a.2       ./■, 

Le  choix  d'un  numérateur  ou  d'un  dénominateur  commun  n'ayant 
aucune  influence  sur  le  résultat,  on  pourra  déterminer  l'un  ou 
l'autre,  après  s'être  donné  arbitrairement  l'une  des  gi^andeurs  du 
rapport  final. 

On  pourra  encore  renverser  l'un  des  rapports  et  effectuer  la 
multiplication  suivant  la  méthode  précédemment  indiquée  (22). 

31.  Pour  exprimer  par  une  seule  droite  le  quotient  de  deux 
droites  «  et  Z>,  c'est-à-dire  pour  déterminer j'  =  y?  on  observe  que 
cette  relation  peut  être  mise  sous  la  forme 

a         y 

Pour  résoudre  graphiquement  cette  proportion,  on  prend  deux 
axes  coordonnés  quelconques,  on  porte  sur  l'un  d'eux,  à  partir  de 
l'origine  O,  le  dénominateur  donné  b  et  l'unité;  on  porte  sur 
l'autre  le  numérateur  a,  on  joint  les  extrémités  de  a  el  de  b  par 
une  droite,  et  l'on  mène  à  celle-ci,  par  l'extrémité  de  la  droite  qui 
représente  l'unité,  une  parallèle  qui  détermine  sur  l'axe  des  numé- 
rateurs la  droite  chercliée  j'^. 

32.  Une  méthode  analogue  à  celle  que  nous  avons  exposée  (18) 
pour  la  multiplication  de  plusieurs  segments  d'une  même  droite  / 

par  un  même  rapport  -  fournira   le    moyen   de   diviser  plusieurs 

droites/],  l>,  /,,.  .  .    ,  ou  plusieurs  segments  d'une  même  droite  / 
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par   lin    même  rappori  --•    Il  siifììra   de   imilliplicn"   pai-   le  rappoil 
inverse,  c  esl-a-clire  par  -• 


XI.  --  Calcul  des  formules  rationnelles. 

33.  Une  expression  rationnelle  quelconque  peut  èlre  calcTiléc 
au  moven  d'additions,  de  soustractions,  de  multiplications  et  de 
divisions.  Il  convient  cependant  de  savoir  construire  par  des  pro- 
cédés plus  exjjédilirs  certaines  formules  qui  se  présentent  fréqueni- 
ment. 

L'expression  ^ 

fin  -\-  hfi 


il  -r-  l) 


par  e\enq)le,  pourrait  èlre  construite   en    ajoulant  Tune  à  l'aulrc 

fip        ^      bfj 


les  deux  quatrièmes  proportionnelles  — -^r  et  — ^-7  •  ]Mais,  si  l'on 
-— J-—- "  - — ^-^ n-V-h         a -V  b  ' 

[)!ace  bout  à  bout  (//^'-.  24)  les   segments  A(3   et   OB,  respective 

ment  équipollents  aux  segments  a  et  Z»,  et  si 

des  points  A  et  B  on  mène  les  droites  parallèles 

AQ^^c/,    BP  = />,  le    quatrième   côté  PQ  du 

trapèze  ABPQ  coupera  la  droite  OX,  parallèle 

aux  droites  AQ  et  BP,  en  un  point  X,  tel  que 

OX  =  X.  La  construction  s'applique  au  cas  où     L 

l'une  des  quantités  contenues  dans  la  formule 

[)roposée_g^  négative.  On  peut  d'ailleurs  l'étendre  à  rex])ression 

(11)  4-  hq  -4-  cr 
^  — - , 

Il  -\-  b  ^  c 

34.    Si  l'on  avait  à  construire  l'expression 

inp 

mil  H-  //y 


nq 


on  déterminerait  d'abord  /=  — 5  et  l'expression  proposée  se  trou- 

3 
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^e^ait  ramenée  à  eelle  autre  : 

p  +  / 

<','esl-à-dire  à  une  Ibriiuile  dont  la  conslruclioii  renlie  dans  les  pru 
<',ódés  connus. 
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ELEVATION  AUX  PUISSANCES  ET  EXTRACTION  DES  RACINES. 
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Calcolo  grafico  ;  Venezia,  1872,  p.  28-71. —  Vox  Ott,  Die  Grundziige  des  graphischen 
lìechiiens  und  der  grapìdschen  Statik;  Prag,  1879,  §§  8-9. —  Bellavitis,  Considera- 
zioni sulla  31atematica  pura;  Venezia,  1872,  Nota  (29).  ■ —  Levy,  La  Statique  gra- 
phique, ctc;  Paris,  1874,  §  14.  —  Cremona,  Elementi  di  Calcolo  grafico  ;  Torino,  i''_  '\, 
Cap.  IV  et  V.  —  CiLMASN,  Die  graphische  Statik;  Zurich,  1875,  n"  3-4. 


I.  —  Élévation  aux  puissances. 


35.   On  (Jclcrminc  la   /z'""'"  puissance  irmi   rapport  -  eu    niiilli- 


Fi; 


jjliant  ce  rap|)orl  n  lois  par 
lui-ménic.  Pour  cil'ectuer 
ectle  opération  coniormé- 
nient  aux  règles  graphiques 
déjà  données  (24),  on  fait 
passer  par  rorigine  O  d'un 
système  d'axes  [fig.  aS) 
une  di'oite  L  dont  l'incli- 
naison   satisfasse    au    rap- 

jjorty',  on  prend  arbitrai- 
rement une  abscisse  initiale  Xi,  et  Ton  détermine   l'ordonnée  ji 
du   point  de  L   qui  correspond   à  celte  abscisse  ;  on  prend  ensuite 
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Xo  =^J'\,  et  l'on  détermine  l'ordonnée  j>o  correspondant  à  a'o  ;  on 
prend  comme  nouvelle  abscisse  X3  ^=  j^,  et  l'on  détermine  la  nou- 
velle ordonnée  coiTCspondante  j  3.  Cette  opération,  répétée  n  fois, 
donne  successivement 


Multipliant  toutes  ces  équations  membre  à  membre,  il  \ient 

,r  j     J  o  •^11— \    -'n  \  ^  I 

Mais  on  a  vu  que  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  rapports 
est  représenté  par  le  rapport  qui  existe  entre  la  dernière  ordonnée 
et  l'abscisse  initiale  (25).  On  aura  donc 

__  >■„ 
i>  ;  .ri  ' 

expression  dans  lacjuelle  le  sij^ne  de  la  puissance  cliercliée  est  dé- 
terminé par  celui  de  la  dernière  oj'donnée.  Si  Ton  avait  pris  pour 
abscisse  initiale  l'unité,  on  aurait 


On  peut  avoir  -7  =  1,   et  la  distinction  de   ces   trois  cas  donne 
^  b  < 

lieu  à  des  remarques  utiles  au  point  de  vue  de  l'exécution  du  des- 
sin. 

Quand  on  ay^i,  les   ordonnées    sont    toujours  plus  grandes 

que  les  abscisses,  et  les  doux  coordonnées  croissent  d'autant  [)lus 
rapidement  que  a  est  plus  grand  par  rapport  à  h.  11  peut  ai-river  en 
ce  cas  que,  par  suite  de  la  grandeur  du  rapport  et  du  degré  élevé  d(î 
la  puissance,  la  construction  dépasse  les  limites  assignées  à  l'épure. 
On  écbappe  à  cette  difficulté  en  renversant  le  rapport  donné.   La 
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construction  se  dirige  alors  vers  lorigine  des  coordonnées,  et  Ton 
obtient  comme  r(''biiltal  la  /i"""''  puissance  du  rapport--  Ce  ré- 
sultat  doit  être  renversé  à  son  tour;  c  est-à-dire  que,  si  1  on  a 

7A"       y„ 


on  aura  ainsi 


Si  -  :=  I  ,  chaque  ordonnée  est  égale  à  l'abscisse  qui  lui  corres- 
pond, el  toutes  les  puissanç^es  du  rap_porl  ont  même  valeur  c[ue  le 
.rapport  lui-même. 

Enfin,  rpiand  on  a  -  <<;  I .  la  construction  converge  vers  l'ori- 
gine O,  et  il  faut  donner  à  labscisse  initiale  Xi  une  longueur  suf- 
fisante pour  que  l'ordonnée  ^„  puisse  être  facilement  distinguée  et 
mesurée. 

Si  le  rapport  donné  y  est  négatif,  la  droite  L  est  située  au-dessous 

(de  la  partie  positive  et  au-dessus  de  la  partie  négative  de  l'axe 
des  Jc. 

Les  abscisses  successives  sont  alors  portées  alternativement  à 
droite  età  gauche  de  l'axe  des  ji  ,  et  la  construction  va  se  rappro- 

çJiant   ou   s'élnigaant    de  lorigine  selon  que  y  e st_j)]nâ^_pelit_Q^ 

prua  grand  q^ue  lunUéf 

36.  Parmi  les  différents  cas  que  présente  l'élévation  au\  puis- 
sances, nous  distinguerons  celui  qui  est  relatif  à  Ja  multiplication 

plusieurs  fois  répétée  d'une  droite  /par  un  rapport  - -,  c'est-à-dire 

à  la  construction  des  produits 


?V,  /(?),  .-.,  /(; 


b'   \bj     \bj  '     '   \bj 

Ces  produits  peuvent  être  considérés  comme  résultant  d'une  suite 


38  CALCUL    GaAPlIIQlF.    —    CHAPITRE    II. 

de  qiialriciiics  proporlionnp]l('S.  On  a,  par  c\cmple. 


.rj  I  /  :=  a  \  b  ,      jr^zr^  / 


j-2  :  .ri  =zr!:/j,      .r,  -:  .r,  -  -.-  /  ^  _  j    , 

f!  (  fl\  •' 

■r-i  :  .r,  ~a:h,      X3  .:=  .r,  -  -^  /  I  -  )    , 


-r,,  :  -^«-1  =  «  :  ^  , 


"I 


On  effectue  ces  constructions  en  déterminant  dans  un  angle  AOH 
(y/^>.  26),  au  mòven  de  deux  arcs  de  cercle  décrits  ducentre  O,  les 


ir-^- 


deuxdircctions  dites  a7iti/)a/-allèles  qni  projettent  réciproquement, 
dans  le  rapport-?  les  segments  de  OA  sur  OB  et  ceux  de  OB  sur 

OA.  On  porte  la  longueur  /  sur  OA,  et  par  l'extrémité  de  /  on 
mène  à  la  preniière  des  deux  directions  une  ])arallèlc  qui  déter- 
mine sur  OB  l'extrémité  du  segment  l  y  Une  antiparallèle,  c'est-à- 
(djre  une  parallèle  à  la  seconde  direction,  menée  par  rcxlréiniU' 
de  l-i  Ibuniit  /  ij\    sur  OA.  cl  ainsi  de  suite. 
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Les  longueurs  déterminées  ainsi  sur  OA  et  sur  Oli,  et  loujour> 
comptées  à  partir  du  point  O,  forment  deux  progressions    géomé- 

lri(|ucs  dont  la  raison  est  (-|   »  savoir: 


'''(?')'"" 


'a 


Les  transversales  consécutives  Ibrnienl   pareillement  une   pro- 
gression géométrique 


Il        ,  fa\  ,  la 

'•  'V  '[j)-  '[t. 


dont  la  raison  est  -.-• 
b 

Si  entre  deux  droites  antiparallùles  consécutives,  par  excmpli- 

entre  les  deux  premières  qui  se  coupent  en  O,,  on  continue  la  pro- 

f-ression    /',  l'  -i  ...  au  moven  de  transversales  alternativement  |)a- 

^      "  ■         h  - 

rallèles  àOB  et  à  OA,on  obtient  une  (igurc  CO,  D analogue  à  AOB. 
et  dont  les  côtés  forjnent  les  j)rogressions 

et 

fa 


Les  transversales  antiparallèles  forment  en  même  temp.-  la  pro- 
gression 

Donc  les  segments  de  OA  et  de  013  compris  ealrc  la  première  cl 
la  deuxième  transversale,  entre  la  deuxième  et  la  troisième,  etc.. 
constituent  aussi  une  progression  géométrique;  c'est  là  d'ailleurs 
une  conséquence  immédiate  de  la  similitude  des  triangles  formés 


F 

i<T.    2 

1  ■ 

X, 

Xo.' 

l* 

X*- 

b'    .- 

,-'X2 
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cliacun  par  run  de  ces  segments  et  par  deux  transversales  antipa- 
rallèles successives. 

37.    Si  Ton  l'ait,  dans  le  calcul  jirécédent, 
(7  =  /     et      h  =1  i  , 

on  ol)lienl,  j>ar  la  même  niélliode,  les  puissances  successives  de  /. 

Ces  puissances  peuvent  encore  être 
construites  très  simplement  de  la 
manière  suivante. 

On  prend  un  svstème  d'axes  or- 
thogonaux (  fii^.  27 ),  on  fait  0X0  =  I 
et  0X1  =  /,  on  joint  XqX,  ,  on  élève 
en  Xi  la  perpendiculaire  XjXo  sur 
XoX,,  on  élève  en  Xo  la  perpendicu- 
laire  X0X3   surX|Xo,    et    ainsi    de 

suite.  (Jn  obtient  ainsi 

0X2  =  P  ,     0X3  =  /' ,     OX*  ^i' ,     .... 
Les  triangles  semblables  OXqXi  ,  OXiX^  donnent  en  elTet 

oXo:ox,=:^ox,  :  ox, , 

c'est-à-dire 

\:i=i:  ox, 

il'où 

0X2  =  r- . 

Lasimilitude  &&•>  triangles  OXjXo ,  OX2X3  conduit  pareillement 
à  reconnaître  c[ue  0X3  =  /';  la  similitude  des  triangles  OXoXj , 
OX3X',  donne  OX-,  =^  /''  ,  et  ainsi  de  suite. 

Il  convient  d'ajouter  ici  (pielqucs  remarcpies  au  sujet  des  valeurs 
d  c  / j)^a  i;,,tafi4iiJU^'  LiU. lilijdji^  • 

Pour  l<^i,  les  puissances  successives  deviennent  de  ])lus  en 
L^n s  petites  el  la  construction  s'approclie  de  plus  eii  plus"'  de 
tongine. 

l'our  /^-  I  ,  sui'tonl  ([iiand  on  ojjrrc  sur  des  puissances  élevées, 
la  coiiNlniction  atteint   hicntc'il    la  limite  du  papier.    On  ])eut  alors 
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coDSlriiirc  les  puissances  dej,  c'est-à-dire  délerniiner -i^pliiquc- 
iiicnt  l'inverse  du  résuliat,  qu'il  suffira  d'intervenir  ensuite. 

38.   On  lorniera  de  la  même  manière   les  ])uissances  des  fonc- 
tions trigonométriques.  ^~"  ~~ — — — 

Pouirélever,  par  exemple,  à  une  puissance  quelconque  le  sinus 

et    le    cosinus    d'un  angle    donné   EOA  =  o    (fig.    08),  on  prend 


vQ_^    3        A        ni 


OE=i,on    abaisse    EA  perpendiculaire    sur  OA,    on  mène  les 
perpendiculaires    et    conire-pcrpendiculaires   A2,    2-3,    3-4, 

E(' —  I  ),  (—  i)  ( — 2),  et  l'on  a 

FlQ.    ■■iÇ). 

OA  =r  (-OS  y  ,        O  2  — _-  cos-  0  , 

0  3—   COS-'  '^  ,        O  ^  -z  os'-  y  , 


o   —  I 


O: 


Traçant  les  perpendiculaires  et  les 
contre-perpendiculaires  Ail,  II-III, 
III-IV,.  .,0(_l),(_l)(_ii).... 


O  ('  —  lì  — 


i-in  = 


sin-  f 
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l^oiir  délerininei'  les  puissances  successives  de  la  langente  el  de 
la  cotangente,  on  fait  OE  =  i  [fig-  29),  et,  en  se  conformant  à  la 
construction  déjà  indiquée  (34),  on  a 

OA  =  tang'j ,  O2  3^  tang-  y ,      03  =  taiig'*  ep  ; 


O  (  —  I  )  =:^  COt  o  ,  O  (  —  -2  )  —  COt"''  'f  . 

II.  —  JGxtraction  des  racines.  Spirale  équiangle. 
39.   Extraire  la  racine  /i"^^""^   du   rapport   entre    deux    segments 

Fig.  3o. 


donnés, /1  et /,  c'est  déterminer  un  nouveau  rapport   -5    ici    (lu'oii 
ait 

//  est  d'ailleurs  supposé  entier  el  positif. 

En  dehors  de  certains  cas  particuliers,  directement  suhihles  j)ar 
la  règle  et  le  compas,  on  doit,  pour  elFecluer  graphiquement  cette 
opération,  recourir  à  des  courbes  auxiliaires. 

Sur  les  côtés  OL  et  OM  {fg-  3o)  d'un  angle  pris  arbilrairemcnl, 
on  construit  les  puissances  successives  d'une  droite,  au  inoven 
de    la   ligne  brisée  ABCI3  ...    KLAl,    composée    de    lrans\crsalcs 
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parallèles  et  antiparallèles.  Les  segments 

OA  — OA, 

/0R\ 
OB=--OA(-j, 

/01i\- 

oc=oa(-), 

/0B\  ' 

od=-oa(-), 

»rffsi  déterminés  (ormoni  une  progression  géométrique  dont  la  raisW 
OB 

A  coté  du  triangle  AOB  on  construit  le  triangle  BOC,  =  BOC. 
à  coté  de  BOC,  le  triangle  C,OD,-— COD,  puis  le  triangle 
D,OE,  =  DOE,et  ainsi   de   suite.  Les  côtés   AB,    BC,,    C,D,, 

D,E, respectivement  égaux   aux   transversales  parallèles  el 

antiparallèles  AB,  BC,  CD  .  DE  ,  ....  forment  une  ligne  polvgo- 
nale  ouverte  ABC,D,E|  ....  dont  un  coté  LM  coïncide  avec  l'une 
des  transversales  de  l'angle  LOM  lorsque  le  rapport  de  cet  angle  à^^ 
quatre  angles  droits  est  un  nombre  pair. 

"Tous  les  triangles  qui  ont  le  point  O  pour  sommet  et  un  côté  de 
la  ligne  polvgonale  pour  bas_e_sont  semblables.  Les  figures  que 
l'on  obtient  en  réunissaiTrTîn'cërtaîn  nombre  de  ces  triangles  con- 
sécutifs sont  aussi  semblables,  comme  composées  de  triangles  sem- 
blables et  semblablement  placés.  Donc  ,  tous  les  angles  LMO, 
kXo,  IiK^.  ....  F.gTÒ.  ...  sonX_jîgaux;  les  angles  K,MO. 
1,L0.  H,KiO EiGiO,  ...  sont  aussi    égaux;  et  il  en    esl 

de  même  des  angles  IjiNlO,  HiLO,  GiKiO,  ....  DiG^ En 

général,  tous  les  triangles  ayant  pour  sommet  commun  le  point  O 
et  pour  bases  les  coixles_23iiJpus-tend£M^  nombre    de 

côtés    du    contour   polygons|^sont   semblables,    et   les  angles   au 
centre  sous-tendus  par  les  mêmes  cordes  sont  égaux. 
/C^s  propriétés  sont  indépendantes  de  la  grandeur  arbitrairemeiîls. 
^signée  à  l'angle  LOM  dans  la  construction   du  premier  triangle  J 
«^émeiilaire.  Elles  ne  cessent  donc  pas  d'exister  si   l'on    suppose 
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Panale  LOM  infliiiinciil  petit.  La  ligne  polygonale  se  transforme 
\c(lors  en  une  eourbe  spirale  continue,  dont  les  tangentes  succes- 
sives sont  les  bases  inlininicnt  petites  des  triangles  élémentaires. 
Mais  ces  triangles  restent  semblables  entre  eux  et  leurs  angles  ho- 
mologues à  la  base  restent  par  conséquent  égaux.  Donc  : 

Toutes  les  tangentes  à  la  courbe  spirale  limite  de  la  ligne  j)o- 
lygonale  rencontrent  sous  des  angles  égaux  les  rayons  vecteurs 
menés  du  j)óle  aux  j)oints  de  contact. 

Cette  propriété  a  lait  donner  àia  covirbe  le  nom  de  spirale  eV/ra- 
(ingle.   On  la  nomme  aussi  spirale  logarithnnque,  à  raison  d'une 
^utre  propriété  dont  il  sera  question  plus  loin  (  '  ). 

Si  l'on  mène,   dans  une  spirale  équiangle,  les   l'ayons  vecteurs 

OA ,  OB  ,  OCi,,  01)i qui  se  succèdent  avec  un  même  écarte- 

ment  angulaire  quelconque,  les  triangles  OAB,  OBCi,  OCiDi.  .  . . 
îront  semblables;  conséquemment,  les  ravons  vecteurs  OA,  OB, 
OCi  ,  ODi  ....  formeront  une  progression  géométrique,  ce  qui 
niNient  à  dire  que  le  contour  polygonal  ABCiD^  .  .  .  ,  inscrit  dans 


A 


vÇfy  O"  trouve  les  premières  notions  sur  cette  courbe  dans  la  Mécanique  de  Des- -, 
(Cartes  et  dans  une  Lettre  de  ce  savant,  écrite  en  iG38  (t.  I,  n"  73).  Descartes  re--,' 


-e 


truai'que,  à  propos  des  plans  inclinés,  que  les  directions  des  graves  concourent  toutes' 
n  un  point  situé  à  distance  finie;  que,  par  suite,  si  le  plan  incliné  est  un  plan  véri- 
taljjc,  les  angles  qu'il  forme  avec  ces  directions  concourantes  n'étant  pas  égaux  entre 
eux,  les  charges  ou  actions  relatives  aux  divers  points  du  plan  ne  seront  pas  non 
égales  entre  elles.  Il  faudrait  alors,  suivant  l'expression  de  Descartes,  qu'on 
maginât,  au  lieu  d'un  plan,  une  portion  de  spirale  ayant  son  pôle  au  centre  de  la 
Terre.  Le  P.  IMersexse  ayant  demandé  des  explications  sur  la  nature  de  cette  courbe, 
ESCARTES  lui  répondit  (Lettre  74)  qu'une  de  ses  propriétés  caractéristiques  était  que 
les  tangentes  en  tous  ses  points  formassent  des  angles  égaux  avec  les  droites  menées 
de  son  centre  aux  points  de  contact.  (Voir  Montl'CLA,  Histoire  des  Mathématiques. 
^^  édit.,  t.  Il,  p.  'lì-'ifi;  Paris,  1799.)  La  spirale  équiangle  a  été  plus  lard  l'objet  d'une 

(étude  toute  spéciale  de  la  part  du  jésuite  Nicolas.  (Voir  ses  deux  Mémoires  intitulés 
De  iiovis  spiralibus  exercitatio  geometrica  ;  Tolosa;,  1693,  et  De  lineis  spiralibus  loga- 
ritlunicis;  Tolosœ,    1692.) 

On  trouve  aussi  des  matériaux  pour  l'étude  de  cette  courbe  dans  "Wallis  [Opera 

mathematica,  t.  I,  p.  260)  et  dans  Barrow  [Lect.  geometrica-,  p.  12/)).   ^'oi^  Klluel, 

Mathematisches  Jf'orterbucli,  t.  IV,  ]i.  !{?>ç).  Mais  c'est  à  Jacques  Berxoelli  que  revient'  \ 

^    le  mérite  d'avoir    fait  connaître   les  jimiiù^ialoë- piiopi4éUi«  de  la  spirale.   (Voir  >^tVrt   / 

EruUitorum.    1692,    iGgS.)  Conformément   au    désir  exprime  par  liERNortLi    mourîrtn^ 

a  Erutlitorum,    i(J92,  p.  212),  la  spirale  fut  tracée  sur  son  tombeau   avec  cette 


<: 


épitaphe   :    F.adem  numero  mutata  resurget.    (  Voir  Cantor,   yl lli;emciue  deutsclie   1^0^ 
^[l'iyfid^'   '•  ">  P-   '\~i^-  —  KlÌ'gel,   Mallu-niatisches  U'ortcrhuch,  t.  IV,  p.  l\'\0.) 

/t^'  i^^^  >&-*t^  y  a  ctcf?  (CL 


r/ 
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la  spirale,  sera  préciséraenl  celui  que  Ton  conslruirait,  d'après  la 
règle  sus-indiquée,  en  partant^u^  ti-iangle  élémentaire  0A1>.  Il 
s'ensuit  que,  si  deux  points,  A  et  B,  sont  pris  ar])itrain'nicni 
sur  une  spirale  équiangle  dont  le  pôle  esten  O  ,  le  contour  poly- 
gonal ABCiDj  .  .  .  ,  construit  en  partant  de  ces  points,  aura  lou-, 
SCS  sommets  surla  même  spirale.  Donc: 

^  La  sjnidlc  (î(Hiiaiiglc  es/,  (ii-lriniinre  ijua/id  nu  riìììjinnjnjj_pi\l,- 
ot,deux  qiielcojKjues  île  ses  poinisy''^ 

III.  —  Propriétés  de  la  spirale. 

■40.  Désignons,  dans  le  SNStème  des  coordonnées  polaires,  par /• 
le  rayon  vecteur  qui  joint  le  jiòle  O  à  un  point  de  la  spirale,  et  par 
(0  l'angle  compris  entre  ce  ra\on  et  Taxe  polaire.  On  sait  (36) 
qu'à  des  valeurs  de  w  croissant  en  progression  arithmétique  cok- 
respondent  des  valeurs  de  /croissant  eu  progression  géométrique) 
L'équation  de  la  spirale   en  coordonnées  polaires  est  donc 

M  -=^  lo^  r 
OU 

si  l'on  désigne  la  base  du  système  logarilhiniipic  par  h. 

Attribuons  à  oj  des  valeurs  successives  telles  que  chacune  diffère 
de  la  précédente  d'un  angle  constant  a,  et  représentons  par  c  le 
rayon  vecteur  qui  fait  avec  l'axe  polaire  un  premier  angle  égal  à  sr. 
Aous  aurons  : 

Pi)i;r      r.j  =  o  .  .  . r  zrz  i 

»  (,}  --  y. .      .        /•  z—  c 

»         w  =  9  a r  -—  c^ 


On  voit  par  là  que  l'axe  j)olaire  est  rencontré  par  la  courbe  à 
l'unité  de  dislance  du  pôle,  et  que  la  progression  géométrique  for- 
mée par  les  rayons  vecteurs  qui  se  succèdent  avec  le  même  écartc- 
ment  angulaire  a  a  pour  raison  le  rayon  vecteur  c,  qui  fait  avoc 
l'axe jQolair£_ain  angle  égal  à  y..  '" 
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Jt.\\  atlribuanL  à  w  une  sulle  de  valeurs  néyalises,  dont  deux  eòi 
^écutives  diflèrent  aussi  entre  elles  de  l'angle  a,  on  détermine  des^ 
^vï-aYons  vecteurs  plus  petits   que  l'unité   et  décroissant  suivant  h 
même  progression  géomélricpie,  qui  a  pour  expression  générale 


III  , 


€Les  propriétés  de  la  spirale  équiangle  sont  indépendantes  no 
ilement  de  l'angle  a,  mais  encore  du  rayon  c,  qui  est  la  seconde 
s  deux  quantités  servant  à  construire  le  contour  polygonal  dçnl 
les-cotés  sous-tendcnt  des  angles  égaux  à  a.  Pour  chaque  nouveUç 
valeur  attribuée  à  c  on  obtiendra  une  nouvelle  spirale  éijuian^-j 
caractérisée  par  une  autre  constante.  On  déterminera  cette  courbe, 
soit  au  moyen  d'une  construction,  en  se  fondant  sur  ce  que  sa  déve- 
loppée est  une  autre  spirale  équiangle,  soit  par  le  calcul.  On  obtien- 
dra, par  exemple,  au  moyen  des  logarithmes  de  Briggs,  une  spirale 
de  progression  rapide,  dans  laquelle  on  aura  : 

Pour      w  =-  —  4^" '■  -    *^'  '*^^r) 

»         0)  =^  —     5" V  ~    o, 8 1 80 

»  OJ  ^r  O" /•  :^^      I  ,  0000 

»  r,t  zzz  -\-       5" /•=:=     I  ,  2220 

>•  M  ■=z  -\-  4^" -  ■      r  :=    6,  0090 

»  I»  =  -î-  ()0" /•  =^  3^  ,  2  I  (JO 


IV.  —  Construction  de  la  spirale. 

41.  TjCS  divers  ])rocédés  de  construction  pureuicnt  graphique  de 
la  spirale  équiangle  reposent  sur  (pielques  propriétés  de  cette 
courbe,  (pie  nous  de\ons  d'aljord  élal)br. 

L(t  dcveloppce  d' ime  spirale  éiniuiui^le  est  une  auUc  spiiuile 
èijUKina^le  de  même  pioi^fessioii. 

Soient  F,,  ,  Gu  >  •••  [f'f^-  ^i)  les  centres  de  coiiiburc  qui  cor- 
respoudenl  respectivement  aux  points  Fj ,  (ì,.  ...  de  la  spii-alc. 
Toutes  les  parties  de  la  courbe  étant,  comme  ou  la  \u  précé(hMu- 
iiKiil,    sembhdjles    entre    elles,    les    triangles    Icls    (pie   l'iOJ'u, 
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OiOGu,  •  •  •  ,  formés  par  le  pôle  O,  par  les  points  Fi,  G,.  .  .  .  de  la 

eourbe,  et  parles  centres  de  courbure  correspondantsFiijGji.--,  sont 
eux-mêmes  semblables.  11  s'ensuit  que  les  droites  OFn  .  OG,, .... 
sont  proportionnelles  aux  ravoas  vecteurs  QFi ,  OGj .  . . .  etconi- 
prennent  entre  elles  les  mêmes  angles  <|ue  ces  ravons;  en  d  autres 


Fig.  3i. 


termes,  les  droites  OF,i ,  OGu  ....  sont  les  i^ajons^.vectenrs  d'une 
nouvelle  spirale_,dauiangle  Xi.G  ^  ^ ....  semblable  à  la  spirale  don- 
née, avec  laquelle  elle  coïnciderait  si  on  la  faisait  pivoter  d'une 
quantité  convenable  autour  du  point  O. 

Otte  nouvelle  spirale  est  dite  la  déi>elo/)pée(^  )  de  la  première. 

42.  Deux  points  f/iielco7if/ues¥i ,  Gy  d'une  spirale  éijuian^le, 
le  pôle  O  de  la  courbe,  V intersection  N  des  tangentes  aux  deux 
points  considérés  et  l'intersection   Nj    des  normales  aux  mêmes 


i-^X^)\a.  llu'Oiie   des  dci'eloppves  se   trouve   en  germe  dans  le    cinquième   Livre  des  j 
Sections  coniques  d' Apollonius.  C'est   ce' même  Livre  qui   a   donné  lieu  à   la  celebro^ 
restitution  de  Vincenzo  Viviani.  Voir  De  maximis  et  miniinis  geometrica  divinatio  in 
quinttim  conicorum   ApoUonii   Pergaei   adirne   desideratum;  Florentia?,  MDCLIX.  — 
Apoltonii  Pergaei   conicorum    lib.  V,  VI,  VII  paraplirasle  Abuiphato   Asplialumensi 
nunc  prinium  editi,  etc.;  Florentia3,  MDCLXI. 
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minnls,    sont  ciiuf  points  situes  sui-  une  mcnie  circonférence,  don' 
<^Ni   est  un  diamcli'e. 

En  effet,  d'une  part,  les  angles  ]NF,Ni  et  ?sGi5ii  étant  droits,  la 
circonférence  circonscrite  au  triangle  FjiNGi  a  pour  diamètre  jN^Vi", 

d'autre  part,  la  spirale  étant  équiangle  et  les  angles  OFiN,  OGjN 
étant  par  conséquent  supjjlénientaires,  le  point  G  appartient  aussi 

à  la  circonférence  FiIS  Gj .  L'angle  NOPSi  est  donc  droit. 

Cette  propriété  ne  cesse  pas  d'exister  lorsque  le  point  Gj .  se 
déplaçant  surla  courbe,  arrive  à  ne  plus  être  séparé  du  point  Fj  , 
supposé  fiie^_qugL..4)ar;.-ime^distance  infiniment_^clite.  Le  point  IS 
est  alors  lui-même  infiniment  voisin  de  Gj,  et  le  point  Ni  d'inter- 
section de  la  normale  FiNi  et  d'une  normale  infiniment  voisine 
est  aune  distance  infiniment  petite  du  point  Pu,  centre  de  cour- 
bure relatif  à  Fj .  Donc  le  rayon  de  courbure  FjFu  ,  limite  de  ]\Ni . 
est  le  diamètre  d'une  circonférence  passant  par  le  poiiit  O,  ci. 
en  général  : 

Les  raj  ons  de  courùiire  d' une  spiialc  èijuitiiì^le  sont  pj'ojeics 
du  centre  de  la  courbe  sous  des  angles  droits. 

Cette  propriété  permet    de  cojislruire  la  développée  d'une  s])!- 
*'^i;ale  doniiéc.  On  voit,  en  efl'et,  que  le  point  Gj,  de  la  développée 
correspondant  à  un  point  quelconque  Gi  d(;  la  courbe,  est   à  l'in- 
tersection du  rayon  OGii,  perpendiculaire  à  OGj  ,  et   de    la   noi- 
male  GjGu  ,  qui  fait  a\ec  OG^  un  angle  complémentaire  de  l'angle 

constant  OGiN,  sous  lequel  les  tangentes  à  la  spirale  renconlreni 
les  rayons  vecteurs  des  points  de  contact. 

13.  On  donne  souvent,  au  lieu  de.  la  tangente  et  de  son  point 
de  contact,  deux  points  Fi ,  Gj  de  la  s[)irale,  assez  rapprocbés 
l'un  de  l'autre  pour  (pie  l'arc  FiGj  puisse.,,  être  rcinplacé  pîn" 
un  arc  de  cercle.  Cet  arc  de  cercle  a  pour  centre  le  point  ÌN,  , 
'?irti6  (42)  sur  la  circonférence  GiOFi ,  à  l'extréniité  du  diamètie 
perpendiculaire  à  la  corde  F,Gi.  Le  centre  1\  d'un  second  arc 
Giir,  sera  déterminé  de  la  même  manière  par  l'inlerseetion  de  la 
circonlércnce  lliO(ji  et  du  diamètre  perpendiculaire  à  la  corde 
(iiUj.    Les  points  l'i  ,   Gj  ,    j\j    seront  alors  en    ligne    droite    si  les 
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portions  de  spirale  FiGi  et  GiHi  peuvent  être  remplacées  par  les 
arcs  de  cercle. 

Un  premier  centre  Ni  a\ant  été  exactement  déterminé  par  la 
construclion  précédente,  on  obtiendra  très  simplement  un  centre 
\oisin  P,,  soit  en  construisant  le  triangle  GiOPi  semblable  au 
triangle  FjONi,  soit  en  coupant  GiiNj  par  la  perpendiculaire  éle- 
vée au  milieu  de  GjHi .  On  déterminera  delà  même  manière  toute 
la  suite  des  points  analogues  à  Nj,  Pj,  . . .  ,  et  de  ces  points  comme 
centres  on  décrira  les  arcs  de  cercles  FiGi ,  GiHi ,  ....  La  spirale 
se  trouvera  ainsi  tracée. 

•44.  Il  est  plus  facile  encore  de  construire   la  spirale  équiangle 
qpi  coïncide  avec  sa  propre  développée. 
"lA-vant  d'abord  construit  la  portion  de  spirale  qui  correspond  à 

(l'angle  — ^>  on  la  considère  comme  développée  de  la  portion   sui^ 

vante,  et  l'on  trace  cette  seconde  portion,  d'après  la  méthode 
indiquée  plus  haut,  au  moyen  d'arcs  de  cercles  dont  les  centres 
sont  pris  sur  la  première  portion  déjà  construite;  et  ainsi  de  suite. 
La  normale  et  les  rayons  de  courbure  sont  en  môme  temps 
tangents  à  la  courbe  qui  coupe  les  ravons  vecteurs  sous  un  angle 
de  'jJ\°'jÇ)\Wô'o.  La  tangente  de  cet  angle,  c'est-à-dire  le  rapport 
des  rayons  vecteurs,  est 

3,644«734- 

Ce  nombre  a  pour  valeurs  approchées 


69         104       267 

On  peut  décrire  la  courbe  sans  autre  donnée    que  ce  rapport. 
On  peut  aussi  calculer  autant  de  ravons  vecteurs  qu'on  voudra 
au  moven  de  la  formule 


log  -  =  o,  000034660603  0'  =  o,  0020799962  0"^ , 

dans  laquelle   0'et  0°   représentent,   le   premier  en  minutes,    le 
second  en  degrés,  l'angle  formé  par  les  ravons  vecteurs  /•  et  c. 
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43.  Lorsque,  dans  une  spirale  qui  est  sa  propre  développée  el 
qui  a  pour  angle  de  rotation  j3  =  aArr,  on  donne  l'angle  constant  « 
compris  entre  la  courbe  et  le  rayon  vecteur,  on  peut  obtenir  autant 
de  points  qu'on  veut  de  la  courbe  et  raccorder  ensuite  ces  points 
par  des  arcs  de  cercle. 

On  divise  l'espace  angulaire  autour  du  point  O  [fig-  Sa)  en  un 
certain  nombre  de  parties  égales  Q ,  assez  petites  pour  que  l'arc  de 
spirale  correspondant  à  chacune  d'elles  puisse  être  remplacé  par 
un  arc  de  cercle.  Par  un  point  Gi ,  pris  sur  Tun  des   rayons   divi- 


T'ig.  32. 


seurs,  on  mène  la  droite  GiN,  faisant  avec  ce  rayon  l'angle  OGjN, 

égal  à  l'angle  donné  oc.  On  consi- 
dère le  point  Fi,  non  encore  con- 
struit, comme  situé  sur  le  rayon 
qui  précède  OGi  et  qui  fait  avec 

OGi  l'angle  9.  L'angle  NONi  étant 
droit  (42),  on  construit  le  point  Ni 
comme  intersection  du  rayon  per- 
pendiculaire  à  la  bissectrice  ON 

de  l'angle  FiOGj  et  de  la  pci'pen- 
diculaire  élevée  en  Gi  surla  droite 
GiN.  Du  centre  Ni,  avec  NiGi 
pour  rayon,  on  décrit  l'arc  GjFi, 
qui  détermine  le  point  Fj.  Le 
centre  Pi  du  second  arc  de  cercle 
GiHi  est  ensuite  obtenu  comme 
intersection   de  la  droite  GjNi  et  du  rayon  perpendiculaire  à  la 

bissectrice  de  l'angle  Gi01Ii  =  9,  qui  vient  immédiatement  après 

l'angle  FiOGj.  Du  centre  P,,  avec  PiGi  pour  rayon,  on  décrit  ce 
second  arc  de  cercle,  qui  détermine  le  point  Hi.  Le  centre  Qi  du 
troisième  arc  est  pareillement  à  l'intersection  de  la  droite  IL  Pi  et 
du  rayon  perpendiculaire  à  la  bissectrice  du  troisième  angle  9,  et 
ainsi  de  suite. 

Si  l'on  divisait  l'espace  angulaire  autour  du  point  O  en  2"  +  ' 
parties  égales  et  si  l'on  faisait  l'angle  9  égal  à  36o°  :  2",  les  rayons 
diviseurs  fourniraient    non  seulement  tous  les  rayons  vecteurs  qui 
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interviennent  dans  la  construction,  mais  encore  les  bissectrices 
des  angles  successifs  et  les  droites,  perpendiculaires  à  ces  bissec- 
trices, sur  lesquelles  sont  situés  les  centres  des  arcs  cberchés. 

46.  Les  précédentes  solutions  exigent  qu'on  sache  diviser  un 
angle  donné  en  un  certain  nombre  de  parties  égales^ou_de  Darties 
proportionnelles  à  des  segments  de  droites  donnés.  Cette  question, 
qui  se  rattache  directement  au  calcul  graphique,  peut  être  résolu^  ) 
au  moyen  d'une  progression  arithmétique  mise  sous  forme  de  spi-  ' 
raie.  On  peut,  à  la  vérité,  effectuer  les  divisions  dont  il  s'agit  sur 
l'arc  de  cercle,  qui  est  la  grandeur  linéaire  servant  de  mesure  aux 
angles  plans  ;  mais  les  divisions  de  l'arc  de  cercle  ne  sont  pas  tou- 
jours possibles  par  la  règle  et  le  compas.  Aussi  sera-t-ilplus  simple 
et  plus  général  de  se  servir  de  la  spirale,  au  moyen  de  laquelle  on 
ramène  la  mesure  des  mêmes  angles  à  celle  de  la  grandeur  linéaire 
f{ui  constitue  la  différence  des  rayons  vecteurs  comprenant  entre 
\eux  l'angle  donné.  :s^-=>---- 

Transformons  la  progression  arithmétique  par  un  procédé  ana- 
logue à  celui  qui  nous  a  amenés  de  la  progression  géométrique  à 
la  sjpirale  précédemment  considéxée.  Nous  obtiendrons  ainsi  un 
second  contour  polygonal  tel,  que  les  rayons  vecteurs  aboutissant 
à  ses  sommets  successifs,  ou  compnmant  entre  eux  un  même 
^mbre  de  ses  côtés,  excéderont  chacun  le  rayon  précédent  d'une 
quantité  constante.  A  la  limite,  le  contour  polygonal  deviendra  une 
seconde  spirale,  dans  laquelle  une  suite  quelconque  de  rayons  vec- 
teurs, séparés  par  des  intervalles  angulaires  égaux,  présenteront 
dej. longueurs  relatives  procédant  entre  elles  par  équidifférences. 
^<5n  donne  à  la  courbe  ainsi  obtenue  le  nom  de  s/nrale  d'ArchiA 
\jnècîe.  J 

^H  moyen  de  cette  courbe,  tous  les  problèmes  dans  lesquels  il 
(^s'£git  de  modifier  un  angle  par  voie  d'addition  ou  de  soustraction 
hWgeront  plus  que  des  additions  ou  des  soustractions  hnéaires. 

Soit  à  diviser  un  angle  donné  en  n  parties  proportionnelles  à  des 
droites  données.  On  tracera  deux  rayons  vecteurs  de  la  spirale  par 
différence,  faisant  entre  eux  l'angle  donné  ;  on  divisera  l'excès  du 
grand  rayon  sur  le  petit  en  n  parties  proportionnelles  aux  mêmes 
grandeurs.  Les  distances  mesurées  sur  le  plus  grand  rayon,  entre 
l'origine  et  les  n—  i  points  de    division,  seront  les  longueurs  des 
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n —  I  ravons  vecteurs  à  insérer  entre  les  deux  premiers  pour  obte- 
nir la  division  cherchée. 

La  spirale  d'Archimede  devient  ainsi  le  complément  de  la  spi- ^ 
raie  équiangle,  et,  si  l'on  trace  ces  deux  coui^bes  de  même  pôle  de/ 
telle  façon  que  le  zéro  de  l'une  corresponde  à  l'unitéjde  l'autre, 
elles  formeront  un  ensemble  au  moyen  duquel  les  opérations  fon- 
damentales du  calcul  graphique  seront  ramenées,  savoir  :  la  multi- 
i)lication  à  une  addition  ,  la  division  à  une  soustraction,  l'élévation 
aux  puissances  aune  multiplication  (addition  multiple)  et  l'ex- 
traction des  racines  aune  division  (soustraction  multiple)  (^'j. 

V.  —  Applications. 

47.   La  spirale  équiangle  sert  à  résoudre  le   problème  de  l'ex- 
traction des  racines.  Il  résulte  en  effet  de  sa  construction  que  les 


(')  Voir,  au  sujet   de  la  spirale  d'AnciuMÈDE    et  d'un  instrument  imaginé  pour  la 
construire,  deux  Notes  de  M.  le  professeur  Sayno,  dans  les  Rendiconti  del  Reale  Isli- 
liiCo  Lombardo  di  Scienze  e  Lettere,  t.  VII,  1874,  p.  i63-i68  et  499-504.  C'est  d'ailleurs 
à  tort  qu'on  a   souvent   attribué   l'invention  de   cette  courbe  au   savant  dont  elle  a 
gardé  le  nom.  Archimede  a  laissé  d'importants  travaux  sur  la  spirale,  mais  Plato:^*^^^^ 
dans  un    passage  du   Timêe,   en  avait  déjà  fait  l'application  aux  orbites  planétaires,  > 
"  et,  pour  en  trouver  les  premières  origines,  il  faut  remonter  jusqu'à  la  Géométrie  des 
Hindous.  Vers  la  fin  du  ni°  siècle  avant  Jésus-Clirist,  la  spirale  fut  attribuée  à  Conon, 
contemporain   d'ÀRCUiMÈDE.   Voir  Kllgel,  Mathematisches  iVorterbuch,  t.  IV,  p.  4ii- 
..,412.  —  Leumann,  Die  Archimedische  Spirale  mit  Rùcksicht  au f  ih  re  Geschichte  ;  Freiburg, 
y  18G2.  —  L.-Am.  Sedillot,  Sur  l'origine  de  la  semaine  planétaire  et  de  la  spirale  de  Pla- 
%    ton;  Rome,   1873,  p.  lo-ii.  —  Cuasles,  Aperçu  historique,  etc.,  Note  I,  p.  272,  sur  la 
•  .  confusion  établie  par  de  Challes,  Vossas  et  Heilbronner  entre  les  spirit/ues  de  Persels 
et  les  spirales  d'ARCiiniÈDE,  et  Note. VIII,  p.  297,  sur  la  description  des  spirales  et  des 
quadratrices   au  moyen  d'une  surface   helico'ide   rampante,   et   sur   Yanalogie  de  ces 
courbes  avec  celles  qui  portent  le  mente  nom  dans  le  sjsteme  des  coordonnées  de  Des- 
cartes. 
J^îtnni  les  mathématiciens  qui  ont  particulièrement  étudié  la  spirale   d'ARCUiMÈDE 
/avant  l'invention  du  Calcul   infinitésimal,   il   convient  de    citer  Viète  (Montferrier, 
\pictionnaire  des  Sciences  mathématiques,  2°  édition,  t.  II,  p.  5i2),  Wallis  (Arit/tme- 
tica  infinitorum,  sive  nova  methodus  inquirendi  in  curvilinearum  quadraturarum,  etc.  ; 
Oxoniœ,    i655,  prop.   V-XLV),  Bouillau  (Z)e  lineis  spiralibus  demonstrationes  novœ ; 
Parislis,  iGj;,  feuillet  aiij). 
Nous  signalerons  enfin  comme  remontant  à  une  epoque  très  ancienne  l'emploi  de 
•*4jfa   spirale   pour  diviser   géométriquement  dans  un  rapport  donné  les   angles  et  les 
Vyrçs  de  cercle.   Voir,  en  effet,   Mathematica:   Collectiones  Pappi  Alexandrini  a  Fede- 
liico  CoMMANDiNO  in  latinnia  couve rsœ  et  commentariis  illuitralcv  ;  Hononia-,  iCGo,  t.  IV, 
l)rop.  XXXV. 
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cordes  sous-teiidant  un  même  nombre  de  triangles  élémentaires 
consécutifs  sont  vues  du  centre  O  sous  des  angles  égaux,  que  tous 
les  triangles  ayant  le  point  O  pour  sommet  et  ces  cordes  pour 
bases  sont  semblables,  et  que  les  rayons  vecteurs  se  succédant  à 
intervalles  angulaires  égaux  forment  une  progression  géométrique, 
c'est-à-dire  que  les  cotés  d'un  angle  constant  sont  entre  eux  dans 
un  nqiport  constant.  Dès  lors,  si  l'on  mène  les  rayons  vecteurs  res- 
pectivement égaux   à  deux  longueurs    données  /  et  /(- )",    et    si 

Ton  divise  l'angle  compris  entre  ces  rayons  en  n  parties  égales, 
les  rayons  vecteurs  qui  limitent  l'une  des  /i'^"""  parties  de  cet  anf^le 

sont  entre  eux  dans  le  rapport  '-,  qui  est  la  racine  n'"'^'  du  ra{.jMj!t 
des  deux  longueurs  proposées  (39j. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  calculer  la  quantité 
x=z  \abc.  Le  problème  revient  à  déterminer  le  côté  x  du  cube 
ayant  même  volume  que  le  parallélépipède  dont  les  trois  hauteurs 
sont  rt,  h ,  c .  Posons 


■ï- ^  /a    h   c 


/représentant    le  rayon  de  l'origine  pris  pour  unité.  Déterminons 
les   rayons   qui    correspon- 


dent aux  longueurs  «,  h,  c, 
et  faisons  la  somme  des  trois 

Xv       /\      /\ 

angles  al,  bl,  cl,  en  ayant 
égard  à  leurs  sens.  La  quan- 
tité X  cherchée  est  repré- 
sentée par  le  rayon  qui  forme 
avec  /  un  angle  égal  au  tiers 
de  cette  somme. 

La  construction  se  sim- 
plifie quand  on  prend  pour 
valeur  de  /  l'une  des  trois 
iiauteurs  données.  On  a,  dans  ce  cas, 


Fig.  33. 


.77  i 


b  b 
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Supposons  c  ^  Z>  ^  rt,  et  soient  OA,  OB,  OG  [fig-  33  )  les  rayons 
vecteurs  de  la  spirale  dont  les  longueurs   sont  respectivement  a, 

b,   c.   Les  rapports  j  5  -seront  déterminés  par  les  angles  AOB, 
BOC ,  et  le  rapport  -  :  ^  =  —  par  la  différence  AOB  —  BOC,  soit, 

en   faisant   DOC  =  AOB,   par  l'angle  DOB.   Si   donc  on    forme 

l'angle  XOB  =  i  DOB,  on  aura  OX  =  x. 

On  voit  que  les  angles  de  la  spillale  équiangle  ou  logarithmique 
remplissent  dans  le  calcul  graphique  le  même  office  que  les  loga- 
rithmes dans  le  calcul  ordinaire. 

On  ajoute  les  angles  ou  on  les  retranche,  selon  qu'il  s'agit  de 
multiplier  ou  de  diviser  les  rapports  de  leurs  côtés.  On  multiplie 
un  angle  par  Ji  ou  on  le  divise  en  ii  parties  égales  selon  qu'on 
veut  avoir  la  /i"'""  puissance  ou  la  racine  /i"™°  du  rapport  de  ses 
côtés. 


VI.  —  Substitution  de  la  spirale  aux  Tables  de  logarithmes. 

48.  Nous  avons  vu  (40)  que,  dans  la  spirale  logarithmique, 
l'angle  compris  entre  un  rayon  vecteur  quelconque  et  l'axe  fixe  a 
une  valeur  égale  au  logarithme  du  rayon  considéré.  Cette  courbe 
peut  donc  remplacer  les  Tables  de  logarithmes  et  servir  non  seu- 
lement pour  l'élévation  aux  puissances  et  pour  l'extraction  des 
racines,  mais  encore  pour  la  midtiplication  et  pour  la  division  gra- 
phiques. 

Soient  /'(,  /'o,  /'a,  ....  /"„  des  grandeurs  à  multiplier  ou  à  diviser, 
Wi,Wo,  W3,  .  .  .,  (j),i  les  angles  qui  correspondent  à  ces  grandeurs 
considérées  comme  rayons  vecteurs  d'une  spirale  logarithmique,  R  le 
résultat  cherché,  produit  ou  cpioticnt,  0  l'angle  compris  entre  la 
grandeur  R  considérée  comme  rayon  vecteur  de  la  même  courbe 
et  l'axe  fixe. 

On  a,  s'il  s'agit  d'une  multiplication, 

R  =  r,  r,  ;-3  .  .  .  r„ 
et 

1"&  ('"i  fi^'i  ■  ■  ■  >'/i)  =  wi  +  wo  -f-  W3  +  ...  -H  f,)„  ~  il. 
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L'angle  D.  est  le  logarithme  du  produit  cherché  et  correspond 
au  rayon  R  qui  représente  ce  produit. 
S'il  s'agit  de  déterminer  le  quotient 

r, 
on  a 

log^j  —  Ji'g''2  — -  '^h  —  '^'2  =—  "> 

et  le  raAon  R.  correspondant  à  l'angle  fi  représente  le  quotient. 

Avant  de  fixer  sur  la  figure  la  position  de  l'angle  û,  on  vérifie  si 
le  résultat  cherché  R  doit  être  plus  grand  ou  plus  petit  que  la 
grandeur  prise  pour  unité.  Selon  que  l'un  ou  Taulre  cas  se  réalise, 
on  porte  l'angle  û,  à  partir  de  l'axe  fixe,  dans  le  sens  des  rayons 
croissants  de  la  spirale  ou  dans  le  sens  opposé. 

S'il  s'agit  de  trouver  le  produit  R  d'une  suite  de  rapports  -, 

^,  ^,  .  . . ,  on  détermine  les  angles  H, .  li,.  Qo,  ....  qui  corres- 

pondent  respectivement  aux  rapports  simples,  et  le  rayon  vecteur 
correspondant  à  la  somme  de  ces  angles  donne  la  valeur  du  produit 
cherché. 

L'expression 

7/7,  ///;  «7  3 

■ —  '1    '  '2    -'3    "    •  •  ■ ; 

dans  laquelle  7n  et  Ji  sont  des  valeurs  quelconques,  positives  ou 
négatives,  comprend  dans  sa  généralité  l'ensemhle  des  questions 
qui  peuvent  être  résolues  au  moyen  de  la  spirale.  Toutes  les  valeurs  r 
étant  portées  comme  rayons  vecteurs  de  la  courhc  et  les  valeurs  des 
angles  correspondants  w  étant  respectivement  afi'ectées  des  mêmes 
indices,  l'angle  D  qui  correspond  à  R  sera  déterminé  par  l'équa- 
tion 

/;;,  m,  nr^ 


En  résumé,  la  spirale  logarithmique  permet  d'effectuer  très  sim- 
plement et  par  voie  graphique  la  mvdliplication,  la  division,  l'élé- 
vation aux  puissances,  l'extraction  des  racines,  et  le  rôle  de  cette 
courbe  dans  le  calcul  graphique  peut  être  comparé  à  celui  des  Tables 
de  logarithmes  dans  les  calculs  numériques  ordinaires. 
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VII.  —  Courbes  logarithmiques. 

49.  On  porte  surune  droite  OX  [fig.  34  )  des  longueurs  OX,, ,  OX, , 
OXo,  .  .  • ,  0X„  représentant,  à  une  échelle  cjuelconque,  une  suite 
de  nombres;  aux  points  Xq,  X,,  X,,  .  .  .,  X„,  on  élève  des  perpen- 
diculaires représentant,  à  la  même  échelle,  les  logarithmes  de  ces 

Fis.  ^■ 


^o      X,      y^      X3 


x„.,  x„.,  X, 


nombres;  on  raccorde  ensuite  les  exténiités  des  perpendiculaires 
par  une  courbe  continue.  Cette  courbe  peut  faire  l'office  d'une 
Table  de  logarithmes,  dont  elle  est  la  traduction  graphique. 

Pour  obtenir  le  produit  de  n  segments  Xj,  jco,  x^,  •  •  . ,  3c,i,  il 
suffira  de  les  porter  sur  OX  à  partir  du  point  O,  d'additionner  les 
ordonnées  coiTCspondantes  J'i,  ^2,  Ja:  •  ■  ■  ^  Jn  et  de  chercher  la 
longueur  d'abscisse  OX  qui  correspond  à  l'ordonnée 


u=y\  +J'2-hJ':!  + 


■J"- 


S'il  s'agit  d'élever  Xi  à  la  ;i"^""^  puissance,  on  portera  sur  OX  une 
longueur  égale  à  X| ,  on  prendra  l'ordonnée  correspondante  j^i  et 
l'on  cherchera  l'abscisse  relative  à  l'ordonnée  nj\. 

S'il  s'agit,  au  contraire,  d'extraire  la  racine  Ji^'"'"  de  jr,,  on  cher- 
chera l'abscisse  qui  correspond  à  l'ordonnée  —  (  '  )• 


(')  M.  J.  DE  LA  GoL'RNERiE  a  indiqué,  dans  son  Traité  de  Géométrie  descriptive 
(Paris,  1860,  p.  197, y%'.  /|5i),  une  courbe  propre  à  remplacer  la  table  des  logarithme; 
vulgaires,  pour  les  nombres  compris  entre  i  et  lo.  Les  abscisses  sont  les  logarithmes 
des  nomlires  représentés  par  les  ordonnées.  Ces  longueurs  sont  respectivement  me- 
surées aux  échelles  de  C",  o5  et  de  o",  oo5  pour  i'".  Quand  un  nombre  est  dans  les 
limites  des  ordonnées,  la  courbe  fournit  immédiatement  son  logarithme.  Quand  le 
nombre  donné  est  plus  grand  que  lo  ou  plus  petit  que  i,  on  le  divise  ou  on  le  mul- 
tiplie par  la  puissance  de  lo  qui  permet  d'obtenir,  à  la  caractéristique  près,  son 
logarithme  à  l'aide  do  la  courbi". 
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xli 


FifT.  35. 


VIII.  —  Courbes  potentielles. 

/  50.  0x1  arrive  au  même  résultat  par  Temploi  de  courbes  spé- 
/  ciales,  que  nous  appellerons  potentielles .  Ces  courbes,  faciles  à 
\  construire,  fournissent,  par  de  simples  arcs  de  cercles,  toute  gran- 

eur  radicale  de  la  forme  V<^"S  dans  laquelle  ni  et  n  représentent 
des  nombres  entiers,  positifs  ou  négalifs. 

Construisons  en  effet  {fig-   35)  un  demi-cercle  sur  la  longueur 
OA  =  X,  prise  pour  unité. 
Elevons  au  point  A,  sur  A, 

la  perpendiculaire  AI,   et  1 

menons  du  point  O,  sous 
un  angle  quelconque  c/.  , 
une  sécante  OS.  Le  seg- 
ment OC  de   cette  droite 

compris  dans  le  demi-cercle        /     ^^  \\ 

représente  la  valeur  réci- 
proque du  segment  OB 
compris  entre  l'origine  O  et  l'intersection  de  OS  et  de  AI;  OB  re- 
présente de  même  la  valeur  récipi'oque  de  OC.  Les  triangles  sem- 
blables OAB,  OCA  fournissent  en  effet  les  relations 


et,  puisque  a 


I, 


X  :  OB  =^  OC  :  ■/, 
OB  0C_ 


OB.OCz=i, 


en    sorte  que,    si  l'on  avait,  par  exemple,  OB  =  1,  on   aurait  en 

même  temps  OC  =  -• 

Ainsi,  pour  obtenir  la  valeur  réciproque  d'une  longueur  donnée 
OB,  que  nous  supposerons  d'abord  plus  grande  que  l'unité,  il  suf- 
fira de  décrire  un  demi-cercle  sur  le  diamètre  OA  =  i ,  d'élever 
une  perpendiculaire  à  l'extrémité  A  de  ce  diamètre,  de  couper 
cette  perpendiculaire  par  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  O 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  OB,  et  de  joindre  le  point  O  ày 


/7\/^c 
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l'intersection  par  une  droite.  La  partie  de  cette  droite  comprise 
dans  le  demi-cercle  sera  la  valeur  réciproque  cherchée. 

On  modifie  légèrement  la  construction  lorsque  le  segment 
donné  OB  est  plus  petit  que  l'unité.  On  trace,  dans  ce  cas,  du 
point  O  comme  centre,  avec  la  longueur  donnée  pour  rayon,  un 
arc  de  cercle  qui  coupe  le  demi-cercle  OA  en  un  point  G;  on 
joint  OC,  et  l'on  prolonge  cette  droite  jusqu'à  sa  rencontre  en  B 
avec  la  perpendiculaire  élevée  à  l'extrémité  A  de  OA.  Le  seg- 
ment OB  est  la   valeur  réciproque  cherchée. 

Représentons  OBpar  /  et  proposons-nous  de  déterminer,  d'après 
ce  qui  vient  d'être  dit,  les  puissances  /-,/",  l'',l^-,  -  •  -,  l~-^l~^, 

D'un  point  M  quelconque,  pris  sur  OS,  on  abaisse  la  perpen- 
diculaire MM  ■  sur  X.  On  a 


d'où  l'on  déduit 


OB 
OA 

OM 

=:^OMi/+' 

OMj 

=  OM  Z-' 

L'équation  (y)  sert  à  trouver  la  puissance  /'"+'  quand  on  con- 
naît la  puissance  /'".  Par  exemple,  si  0M|  est  la  puissance  m'""'^ 
de  /,  cette  équation  donne 


OiM  =:/'"/+• 


l"'  +  \ 


Fig.  36. 


Mais  on  a,  par  la  figure,  OB=:  /,  c'est-à-dire  la  première  puissance 

de  /.  Si  donc  on  pose  OMi  =  /, 
on  aura  OM  =  /-  ;  si  l'on  pose 
OM,  =  /-,  on  aura  OM  =  /%  et 
ainsi  de  suite. 

L'équation  (o)  sert  au  con- 
traire à  déterminer  /'""'  quand 
on  connaît  /'". 

Si  l'on  prend,  en  cfTct,  OM 
comme  /«"'"""  puissance  de  /,  l'é- 


quation (c^)  donnera 
et  ainsi  de  suite. 


OxAIi  =  /'"  l- 


V 
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La  fï^.  36  présente  la  suite  des  puissances  de  OB,  ^=  /;  on  a 
efFectivenient 


OB,  =  OA  =  /"  =  I ,     OB^i  =  M,     0B_,  =  l-\ 


0B_,  =  / 


On  donne  aux  points  .  .  .  ,  B_o,  B_ , ,  Bo,  B, ,  Bo,  ...  le  nom  de 
points  potentiels,  et  l'on  a  coutume  de  les  représenter  simplement 
par  les  chiffres  .  .  . ,  — 2,  —  i,  o,  i,  2,  3,  ....  de  façon  qu'ils  appa- 
raissent comme  fonctions  du  point  potentiel  i. 

Cela  posé,  si  la  droite  OS  pivote  d'un  mouvement  continu  sur 
le  point  O,  le  point  B,  cheminera  sur  cette  droite,  en  se  rappro- 
chant ou  en  s'éloignant  de  O,  selon  que  OS  se  rapprochera  ou 
s'éloignera  de  OA.  Les  autres  points  potentiels  se  déplaceront  en 
même  temps  sur  OS  et  décrii'ont  respectivement  des  courbes  qu'on 
nomme  courbes  potentielles. 


ifé 


37)    les   courbes    que 
Fier-  3-. 


Représentons    par   I,  II,   III, 
décrivent  les  points  i ,  2,  3,  ... 
et  par  1,  2,  3,  ...   celles  que 
décrivent  les  points  —  i ,  —  2, 

—  3 Il  est  aisé  de  recon - 

naître  que  les  premières  sont 
ouvertes  et  s'étendent  à  l'in- 
fini, tandis  que  les  autres  sont 
fermées  et  sous-tendues  par 
l'unité  X.  La  courbe  I  est  une 
droite,  la  courbe  0,  décrite  par 

le  point  o,  est  le  quart  de  cercle  de  rayon  0A-=3>,  et  la  courbe  1 
est  le  demi-cercle  de  diamètre  OA. 

On  peut  d'ailleurs,  au  moyen  d'un  a/igle  proportiomiel,  déter- 
miner les  divers  points  potentiels  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  tra- 
cer toutes  les  perpendiculaires  correspondantes. 

On  construit  à  cet  effet  un  angle  tel,  que  le  rayon  d'un  cercle, 
tracé  de  son  sommet  comme  centre,  soit  àia  corde  de  l'arc  compris 
entre  ses  côtés  dans  le  rapport  de  i  à /.  On  décrit  ensuite,  du  même 
sommet  comme  centre,  un  cercle  de  rayon  /'"  ;  on  mesure  la  corde  .v 
qui  sous-tend  l'arc  de  ce  nouveau  cercle  compris  entre  les  côtés 
de  l'angle,  et  l'on  a 

/'"  :  s  =  1'.  l 
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OU 

Un  second  angle  proportionnel  fournirait  de  la  même  manière  la 
puissance  /'"■"'. 

Ce  procédé  ne  serait  plus  applicable  si  la  corde  était  plus  grande 
que  le  diamètre  pris  pour  unité, 

50.  Soit  à  exti'aire  la  racine  cinquième  d'une  longueur  donnée  / 
au  moyen  des  courbes  potentielles.  On  cherche  sur  la  courbe  V  le 
point  M  situé  à  la  distance  /du point  O,  on  joint  OM,  et  les  inter- 
sections de  cette  droite  avec  les  courl)es  successives  fournissent 
autant  de  points  potentiels.  La  distance  du  point  O  au  point  poten- 
tiel I  est  \jl,  car  (Oi)''  =  OM.  On  a  d'ailleurs 

02=(0i)%     03  =  (0i)',     0,  — i=(Oi)-S     0,  —  2I^(0I)-^    ..  ., 

d'où  l'on  déduit 

Oq.  =  \/'F,     03=v7%      o,  —  i=v'FÏ=A,      o,  —  2=:J^,      

On  peut  se  dispenser  de  construire  les  courbes  potentielles  i,  2,3, 
4,  .  .  .,  puisque  la  valeur  de  y/"',  par  exemple,  est  réciproque 
de  \/F. 

51.  Nous  allons  déterminer  maintenant  l'équation  des  courbes 
potentielles  cl  construire  leurs  tangentes,  au  moyen  desquelles  les 
extractions  de  racines  pourront  être  effectuées  sans  qu'il  soit 
nécessaire  de  tracer  les  courbes. 

Soient  AM/z  {Jig-  38)  la  courbe  des  /z*''""'*  puissances  et  M  l'un 
quelconque  de  ses  points.  Posons 

()Mi  =  .r,      MMi=),      OM=,o. 

l^a  longueur  OB  = /est  une  fonction  trigonomélrique  de  l'angle  a. 
On  a  en  effet 

OB  =  l  z=l  sec  y.  =:  sec  a  , 

et,  puis(|ue 

OM  =  ÔB" , 
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on  a  encore 


(  î)  p  =.  l"  =  sec"  a, 

équation  polaire  de  la  coiirhe    potentielle  ouverte  correspondant 
aux  valeurs  positives  de  n. 

Fig.  38. 


Quant  aux  courbes  potentielles  fermées,  elles  ont  pour  équation 

(S-)  p=:cos"a. 

Les  équations  (î)  et  [â)  deviennent  homogènes  quand  on  réin- 
troduit l'unité  A  dans  le  calcul.  La  première,  p  =  l" ,  devient  alors 


•^1 


,  «  — 1  —  in 


l"        OU 


P_ 


/\« 


On  obtient   de  la   manière  suivante  l'équation  en  coordonnées 

:tan 

On  a 


rectangulaires 


OM  =  0  —  /" , 
et,  à  cause  du  mode  de  génération  de  la  courbe, 

Conséquemment, 

p"-' =/"("-!)     et     .r"  =  /■■'("- ^\ 


d  ou 


f--''-=LX"  , 
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et 

Mais  cette  dernière  forme  est  moins  commode  que  réquation  (-:) 
pour  les  applications  que  nous  aurons  à  faire. 
En  différenliant  l'équation  (s),  on  obtient 

r/p  =  n  séc"~'  Ci .  d  séca  =  n  séc"~  '  a .  séc  «  tang  a  dy. 
=^  n  séc"  a .  tang  v..  da.:=z  np  tang  a^a, 
(1  ou 

do 

(ô)  -j-  ^=  n  p.  tang  a. 

Élevant  OR  perpendiculaire  sur  OB  et  projetant  sur  OR  la  nor- 
male MR  à  la  courbe,  on  a  pour  équation  de  la  sous-normale 

do 
(  i  OR  —  -^  =  /}p.  langa. 

^    '  de/. 

Élevant  ensuite  MQ  perpendiculaire  sur  OB,  on  a 

MQ  =  OMtangc.  =1^  p.lmgK. 

Introduisant  celte  valeur  dans  l'équation  (t),  on  a 

OR=:«.MQ. 

La  similitude  des  triangles  NOR,  NQM  donne  d'ailleurs 

NO  =  /?..\Q, 
d'où 

(•/.)  0Q  =  (//  — i)KQ. 

En  menant  CD  parallèle  à  la  normale  MN ,  on  détermine  le 
triangle  OCD,  semblable  au  triangle  OMN.  La  corde  CA  étant 
d'ailleurs  parallèle  à  MQ ,  on  a,  par  la  similitude  des  triangles,  une 
équation  analogue  à  (x,),  savoir 

OA  =  >/  —  I  )  AD  , 

d'(»ù 

(À)  AD=i— ^OA, 
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équation  qui  permet  de  construire  la  tangente  au  point  M,  puisque 
CD  est  parallèle  à  la  normale  en  ce  point. 

On  trace,  à  partir  du  point  O,  un  ravon  quelconque  OS,  et  l'on 
obtient  le  point  M  en  portant  sur  ce  rayon  la  /i"  ""-'  puissance  OM 
de  OB.  On  porte  ensuite  la  [n  —  i)"*^""^  partie  de  OA  de  A  en  D, 
on  joint  CD,  et  du  point  M  on  abaisse  sur  cette  droite  une  perpen- 
diculaire MT  qui  est  la  tangente  cherchée. 

On  donne  le  nom  de  point  /loi-malau  point  D,  qui  sert  à  déter- 
miner la  direction    de   la  normale.   Pour  les   courbes   I,   II,    III, 

IV,  . .  .  ,  qui  s'étendent  à  linfini.  l'équation  AD  = OA  et  la 

^  '        '■  fi  —  I 

génération  même  des  courbes  indiquent  que  le  point  normal  est  à 
l'extérieur  du  segment  OA.  Pour  les  courbes  potentielles  i,  2, 
3,  . . . ,  qui  ne  s'étendent  pas  à  l'infini,  Ji  et  AD  deviennent  néga- 
tifs, et  par  le  point  D,  situé  sur  le  diamètre  OA,  on  ne  peut  pas 
mener  de  tangente  au  demi-cercle  OCA.  On  peut,  au  contraire,  en 
mener  une  lorsque  le  point  normal  est  sur  le  prolongement  de  OA. 
Mais  on  sait  que  la  normale  en  un  point  M  de  la  courbe  poten- 
tielle est  perpendiculaire  à  la  sécante  DC,  qui  joint  le  point  normal 
correspondant  à  l'intersection  du  rayon  OM  etdu  demi-cercle  OCA. 
On  en  conclut  que  les  tangentes  à  une  courbe  potentielle  qui 
s'étend  à  l'infini  sont  parallèles  deux  à  deux.  Il  arrive  en  effet,  gé- 
néralement, que  la  droite  DC  coupe  le  demi-cercle  en  un  second 
point  Cl  et  qu'on  a  sur  les  rayons  OC,  OCj  respectivement 
deux  points  M,  Mj,  appartenant  à  une  même  courbe  potentielle. 
La  tangente  au  point  M  est  perpendiculaire  à  DC;  la  tangente  au 
point  Ml  est  perpendiculaire  à  DCi .  Mais  DC  et  DCi  coïncident  : 
les  deux  tangentes  sont  donc  parallèles. 

Si  les  points  C  et  Ci  viennent  à  coïncider,  c'est-à-dire  si  la 
droite  DC  touche  le  demi-cercle,  les  deux  tangentes  coïncident 
aussi  et  la  courbe  passe  de  la  concavité  à  la  convexité  ;  en  d'autres 
termes,  le  point  de  contact  M  est  un  point  d'inflexion. 

On  peut  d'ailleurs,  à  raison  de  leur  faible  courbure,  considérer 
les  courbes  potentielles  comme  composées  d'une  suite  de  petits 
segments  rectilignes.  En  ce  cas,  le  rapport  des  racines  n'^'"*'^  de 
deux  longueurs  p  et  pi  est  fourni  par  l'équation  (.9^1  ).  On  a  en  effet 


{=(^'   -   ?=(^ 
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et 


d'où 


Nous  avons,  dans  la  flg.  Sy, 

Oi— /,     0]M  =  p,     Oii  =  /i,     OMi  =  0i, 

Oi  :  Oii=  {/ÔM  :  l'ÔMi. 


Si  OM  est  l'unité  de  longueur  adoptée  et  si  l'on  mène  par  le  point 
M  une  parallèle  MN  à  AI,  on  a  la  proportion 


ou  bien 
c'est-à-dire 


om':on  =  ^ôm":  v'ôm'i 
I  :  ON  =  I  :  y'ôMi  , 

ON  =  ^ÔM^. 


S2.  L'extraction  des  racines  au  moyen  des  courbes  potentielles 
ne  nécessite  pas  absolument  la  construction  de  ces  courbes.  On 
peut,  comme  nous  l'avons  déjà  indiqué,  se  borner  à  construire 
leurs  tangentes. 

Cette  observation  sera  mise  en  évidence  par  un  exemple. 

Soit  /  la  longueur  dont  on  veut 
extraire  la  racine,  et  supposons 
qu'il  s'agisse  de  la  racine  cubique . 
Du  centre  O  {Jîg.  89 ),  avec  la 
longueur  /  comme  rayon,  on  dé- 
crit un  cercle  le;  on  mène  arbi- 
trairement un  rayon  OS,  et  l'on 
détermine  la  troisième  puissance 
de  Oi.  Le  point  potentiel  3  ainsi 
obtenu    appartient  à    la   courbe 
potentielle  IIL  On  mène  par  ce  point  la   droite    3T,   perpendicu- 
laire àia  direction  CD  des  normales  et  par  conséquent  tangente  à 
la  courbe  potentielle  111  au  point  3. 
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Le  point  D  est  donné  par  l'équation  (À): 


AD  =  ~ —  OA  =  -  OA. 
3  —  I  2 


A  raison  de  sa  faible  courbure,  la  courbe  diffère  peu  de  sa  tan- 
gente dans  le  voisinage  du  point  de  contact.  Elle  coupe  donc  le 
cercle  k  en  un  point  très  rapproché  du  point  M,  où  ce  cercle 
est  coupé  par  3Ï,  et  la  droite  OM  diflere  très  peu  du  ravon  qui 
donnerait  la  mesure  exacte  de  y  i-  Si  donc  on  élève  OB  à  la  troi- 
sième puissance,  on  obtiendra  un  nouveau  point  potentiel  3,  qui 
>era  en  général  très  voisin  de  M  et  qui  pourra  même  coïncider 
avec  M. 

Si  cependant  cette  première  opération  ne  donnait  pas  un  résultat 
assez  approché,  on  construirait  la  tangente  passant  par  le  nouveau 
point  potentiel  ;  l'intersection  de  cette  tangente  avec  le  cercle  A 
lournirait  un  autre  point  M  qui  pourrait,  plus  exactement  que  celui 
de  la  première  tangente  3T,  être  considéré  comme  point  d'inter- 
section de  la  courbe  potentielle  et  du  cercle  A.  La  construction  de 
la  seconde  tangente  suffira,  dans  tous  les  cas,  à  un  opérateur  quel- 
que peu  exercé,  pour  obtenir,  avec  une  approximation  suffisante, 
le  point  d'intersection  du  cercle  et  de  la  courbe. 

Dans  la  fig.  Sq,  OB  représente  \  7.  Si  la  longueur  /  était  plu* 
petite  que  l'unité,  on  déterminerait  d'abord  la  longueur  réciproque 

/]  =  -  et  on  extrairait  la  racine  cubique  de  I^  ;  la  valeur  réciproque 

de  cette  racine  serait  la  racine  cherchée. 

o3.  Nous  compléterons  l'étude  des  courbes  potentielles  par  la 
recherche  de  l'aire  du  triangle  mixtiligne  compris  entre  la  base 
OA,  le  rayon  OS  et  la  courbe.  Cette  aire,  déduite  du  calcul,  est  re- 
présentée par  l'expression 


?.  ./„     cos-"k 


Mais  l'aire  d'un  triangle  mixtiligne  peut  aussi  être  déterminée  par 
la  méthode  graphique. 

Soit  OEEi  [fig.  4o  )  la  différentielle  de  la  surface  Ox\E.  L'aire 
d'un  triangle  est  égale  au  demi-produit  de  deux  côtés  par  le  sinus 

5 
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de  l'angle  qu'ils  comprennent.  Nous  admettons  que  l'angle  compris 
entre  OE  et  OEj  est  infiniment  petit,   c'est-à-dire  égal  à  da,    et 


([u'on  peut,  sans  erreur  appréciable,  considérer  ûnda.  comme  égal 
à  da.  On  a  donc,  en  représentant  par  dh.  l'aire  différentielle. 


2 


=  -  OE  (  OE  H-  ^/OE  )  (h. 

2  ^  ' 


=  -  OE%/a  4    -  OE .  r/OE .  dy. 
2  2 


En  négligeant  le    second  terme  du  second  membre   comme  infini- 
ment petit  du  second  ordre,  on  a 


dk  =  -  OE  doL. 

2 


Mais,  d'autre  pari. 


OE  =  OB   =;  sec"  a  =: 


conséquemmenl, 


2j^     COS-"  a 

expression  déjà  obtenue  parla  méthode  analytique. 


IX.  —  Courbe  pour  l'extraction  de  la  racine  cubique. 

54.  Le    calcul  graphique  fournit  le   moyen  de   construire   une 
courbe  spéciale  pour  l'extraction  de  la  racine  cubique. 


Fig,  11. 


COURBE    POUR   l'extraction   DE    LA   RACINE   CUBIQUE.  Gj 

Sur  un  segment  OA,  égal  à  l'unité  [fig.  40'  °"  décrit  un  demi- 
cercie.  On  élève  la  perpendiculaire 
AI  sur  OA  au  point  A  ;  on  mène 
un  ravon  quelconque  OB  ;  on  prend 
ODi=OC;  on  mène  D,D  paral- 
lèle à  AI  ;  du  point  O  comme 
centre,  avec  OB  pour  rayon,  on 
décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
DjD  en  D.  Le  point  D  appartient  o^ 
à  la  courbe  clic  reliée. 

Pour  le  déaionlier,  on  mène  DE,  perpendiculaire  à  OD,  jusqu'à 
sa  rencontre  avec  OA  au  point  E.  On  a 


OD"  =  ODi.OE. 

On  sait  (50)  que  OC.  OB  =  i .  On  a  donc 


et  par  suite 

ou  bien 
ou  enfin 


ODi.OD   =1     ou     OD,  —  —, 


OD   =  -  OE, 


OD   =0E. 


ODr^v'OE- 


►n  déterminera  de    la    même    manière   autant  de   points   de  la  ^ 

Pour  extraire  la  racine  cubique  d'une  longueur  donnée  /,  on 
porte  cette  longueur  sur  OA  à  partir  du  point  O.  Sur  OE  =  /, 
comme  diamètre,  on  déci^il  un  demi-cercle  qui  coupe  la  courbe  eu 
un  point  D.  On  a 

OD  =  {  ÔË  =  l'I. 
Quand  /est  plus  petit  que  l'unité,  on  détermine  jr  =  W-  et  l'on 


déduits  /  =  -• 


^JV 

-;^^ 

-'//   ■> 

\  \ 

.••■     // 

\\  '■■-. 

// 

\  \ 

y 

;'/ 

\i 

"^. 

,-'   "■ 

/  '' 

PV 

«'■. 
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X.  —  Extraction  des  racines  par  la  détermination 
de  moyennes  proportionnelles. 

55.   Soit  à  déterminer  la  racine  cai^rée  x  d'un  produit  ah. 

On  peut  effectuer  cette  opé- 
^S'  ^^'  ration  au  moyen  de  la  spirale; 

mais  il  est  plus  simple  de  re- 
courir au  cercle,  comme  pour 
la  détermination  des  moyennes 
proportionnelles. 

On    prend    sur    une    droite 
ijig-  4'^)  -^B  =  b,  puis 

AD=::BC--G. 

Des  points  G   et  D   comme  centres,  avec  «  pour  rayon,  on  trace 
deux  arcs  de  cercle  qui  se  coupent  au  point  E.  On  a  ainsi 

AE—  BE=zx. 

En  effet,  les  triangles  ABE,  ADE,  BCE,  équiangles  et  par  con- 
séquent semblables,  donnent  la  proportion 

AB  _  AE  />  _x 

A  E        AD  j-       a 

d'où 

X  z=  \J ab. 

En  faisant  Z»  =  i ,  on  aurait  x  =  sja. 

On  arrive  au  même  résultat  par  d'autres  constructions  du  même 
genre. 

5(3.   S'il  s'agit  de  construire  une  expression  de  la  forme 
.r  r=  \/ab  -i-  cd, 

,  ,  .  .  ''/h  cd       . 

on  pouiTa  clcterminer  successivement  m  =  -—,  n=^  —  ellamoyenne 

proporlionnelle 
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Mais  il  vaudra  mieux  déterminer,  de  la  manière  qui  vient  d'être 
indiquée,  les  deux  moyennes  proportionnelles 


et  trouver  x  =  \ji>- -r- q'  comme    hypoténuse    d'un    triangle  rec- 
tangle ayant  p  et  q  pour  côtés  de  l'angle  droit. 

57.   Supposons  enfin  qu'on  ait  à  construire  une  expression    de 
la  forme 


/abc    ,    e"  /'  ,    /r'  / 


dans  laquelle  tous  les  termes  placés  sous  le  radical  sont  du  second 
degré  : 


On  posera  d'abord 


af)C  hc           , 

— —  ou      a  —  =  J  :  , 

eV  cf          , 

■ —  ou     e  —  =  Y  :, , 


-      ou     ^.A-^rj. 


On  déterminera  graphiquement,  par  les  procédés  connus, 
bc  ef  h  / 

7^=P-     --/^-    ''j=P^^     h~P'^^ 

et  l'on  aura 

On  déterminera  ensuite 


et  finalement 


^  =  s/z^±jl    ('). 


(')  Nous  ne  croyons  pas  devoir  multiplier  davantage  les  exemples  de  ces  sortes  de 
constructions,  qui  étaient  en  grande  faveur  il  y  a  nn  demi-siècle.  On  pourra  con- 
sulter, pour  plus  de  détails  :  Lehrbitch  der  Geometrie  ziini  Gebrauche  in  gelelirten 
Schulen  limi  Biìdungs-Anstalten,  von  J.-F.  AnnENS.  Nûrnberg,  i83i.  —  Sammlung 
von  Aufgaben  ans  der  Elenientar-Mathematik,  von  G. -AV.  Tenner.  Leipzig,  i833.  — 
Geometrische  Construction  algebraischer  Aiisdriiche,  von  D"'  H.  Classer.  Erlangen, 
i85i.  —  Etc. 
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CHAPITRE  II[. 

INSTRUMENTS  AUXILIAIRES  POUR  LES  OPÉRATIONS  DE  CALCUL. 


Flller,  Télégraphie  Computer.  New-York  (sans  date).  —  Everett,  Universal propor- 
tion Table.  London  (sans  date),  published  by  Longmans,  Green  and  Dyer.  —  La- 
LANNE,  Description  et  usage  de  l'abaque  ou  compteur  uni^'ersel.  Paris,  i845.  —  La- 
LASNE,  Mémoire  sur  les  Tables  graphiques,  etc.  {Jniiales  des  Ponts  et  Chaussées, 
2°  série,  18^6). —  Q.  Sella,  Teoria  e  pratica  del  regolo  calcolatvrio.  Torino,  Stam- 
peria reale,  iSÒg,  traduction  française  par  G.  Montefiobe  Lévy.  Paris,  1869.  —  Rel- 
LAViTis,  Macchina  da  calcolare  {Jtti  dell'  I.  R.  Istituto  veneto,  t.  VI,  s.  IH,  p.  37G- 
377).  Venezia,  i86r.  —  Culmaxn,  Die  graphische  Statih.  Ziirich,  1875,  n°'  6-12.  — 
Tetmayer,  Théorie  und  Gebrauch  des  logarithmisclien  Rechenschiebers,  etc.  Zurich, 
18^,5.  —  Herrmann,  Das  graphische  Einmaleins.  Braunschweig,  iSyS.  —  Steiner, 
Eine  prahtische  Form  des  Curve/i-Lineals  (Jf'ochenschrift  des  Oest.  Ing.  u.  Jrch. 
Vereins.  Marz  1876.  Wien,  p.  i32-i33).  —  Peaixellier,  Note  sur  l'emploi  des  systèmes 
articulés  à  liaison  complète,  en  Géométrie,  en  Mécanique  et  dans  les  sciences  appli- 
quées {Mémorial  de  l'OJficier  du  génie,  \\°  25.  Paris,  1876,  p.  369-389). 

I.  —  Généralités. 

58.  Les  opérations  graphiques  sur  les  logarithmes  ont  une  très 
grande  importance  dans  la  pratique.  Parmi  les  instruments  imaginés 
pour  les  faciliter,  le  plus  en  usage  est  la  règle  logarithmique  ou 
règle  à  calcul (  '  ). 


(')  Certains  aiiteurs  ont  voulu  voir  la   première  idée  de  la  règle  à  calcul  propre- 

ffment  dite,  et  même  des  machines  à  calculer  en  général,  dans  les  bâtons  imaginés  par 

j|  Neper  (1550-1617)  et  décrits  en  détail  dans  sa  Rabdologia  {Rabdologiœ  seu  numera- 

\  tionis  per  virgulas,  etc.    Edimburgi,    1617.   Traduction    italienne  de  Locatello  avec 

additions;  Verona,  1623  ).   Voir  aussi  :  Rabdologia  or  the  art   of  numbring,  cXc,  /irst 

invented  by  the  /o/'t/ Naimer,  baron   of  Marchiston,  etc.,  by  Seth  Partridge.  London, 

1G48.  —    The  art  of  numbring,    etc.,    by  W.  L.,  sans  doute  W.  Leybourne.  London, 

1667.  —  SciiEFFELT,    Nepperianische  Rechenstiiblein.  Ulm,  1699.   Les  bâtons  de  Neper 

{Nepeirs  Dones,  lames  népériennes,  vergettes  numératrices)  ne   sont  en  réalité  qu'un 

perfectionnement  apporté  aux  procédés  de  multiplication  précédemment  enseignés  par 

Pierre  Apian  (i'i95-i552)  (£/«  newe  und  wolgegriiudte,  etc.   Durch  Petrim   Apiamm. 

2*  édition  de  Francfort,  i537),  et  par  d'autres  arithméticiens  du  moyen  âge  et  du 
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A  la  vérité,  les  opérations  qu'on  effectue  à  l'aide  de  la  règle  ne 
sont  pas  graphiques  dans  le  sens  strict  du  mot,  car  elles  ont  pour 


s:' 


\vi' siècle  (Pellos,  Compendion  de  lo  abaco.  —  Oro>CE  Finée,  Arithmetica  practica. 
-^'Peverone,  Arithmetica  practica.  —  Ramcs,  Scholce  mathematicœ.  —  Voir  Cuasles, 
■  Aperçu  historique,  etc.  Paris,  i8-j5,  p.  53.'|,  et  Ridolf  Wolf,  Gesciiichte  der  Astrono- 
ie.  Mûnchen,  1S77,  p.  353).  On  en  retrouve  le  principe  dans  le  suanpan  des  Chinois, 
qui  remonte  à  l'antiquité  la  plus  reculée  (Dchalde,  Ausfùhrliche  Beschreibungen  des 
chinesischen  Reiches,  etc.,  ûbersetzt  von  Mosheim.  Rostock,  17^7,  t.  Ili,  p.  35o.  — 
Libri,  Hist.  des  Se.  math,  en  Italie,  t.  I,  p.  34i.  —  Velser,  Rerum  augustanaritm,  etc. 
Venezia,  iSgS,  p.  q68.  —  L.v  Loccère,  Du  royaume  de  Siam.  Paris,  1691.  —  De  ]Mo- 
LISET,  Cabinet  de  la  Biblioth.  de  Sainte-Geneviève .  Paris,  1692,  p.  23.  —  Hacer,  An 
explanation  of  the  elementary  characters  of  the  Chinese.  London,  1801.) 

Santini  {Atti  dell'  I.  R.  Ist.  lencto,  etc.,  t.  II.  Venezia,  i856-57,  p.  i33)  assure  que 
>'eper  ne  s'en  lint  pas  à  ses  vergettes  et  que,  aussitôt  après  avoir  découvert  les  loga- 
rithmes, il  imagina  d'effectuer  les  opérations  arithmétiques  au  moyen  d'échelles  gra- 
duées. Mais  le  mérite  de  cette  invention  revient  à  Gcster  (i58i-i626)  (Henrion, 
Logocanon  ou  règle  proportionnelle,  etc.  Paris,  1G26.  —  W.  Leydoirne,  The  worhs  oj 
Ed.  Gunter,  etc.  London.  1673.  —  Mostccla,  Hist.  des  Math.,  t.  II.  Paris,  an  VII, 
p.  23.  —  Klïcei.,  Mathem.  TVôrterbuch;  Die  reine  Mathem.  Leipzig,  1808,  p.  587.  — 
Sedlaczer,  Ueber  Visir-  und  Recheninstrumente.  Wien,  i856,  p.  2.  —  Rous,  Instruments 
et  machines  à  calculer.  Paris,  1868,  p.  74. —  Besoit,  La  règle  à  calcul  expliquée.  Paris, 
i853,  p.  v-vi.  —  Heaiher,  A  Treatise  on  mathem.  instruments.  London,  1869,  p.  25. 

—  RcDOLF  Wolf,  Op.  cit.,  p.  354-  —  Tichy,  Logarithmisch-trigonometrische  Tafeln,  etc. 
Wien,  1878).  L'échelle  de  Glnter  {Gunter  s  Une,  Common  Gunter,  Navigation  scale) 
exigeait  l'emploi  du  compas,  qui  introdnisait  des  chances  d'erreur  et  ralentissait 
les  opérations.  Wingate  (i593-i656),  à  qui  la  France  doit  ses  premières  Tables  de  lo- 
garithmes, supprima  le  compas  et  distribua  les  divisions  logarithmiques  sur  deux 
règles  mobiles  juxtaposées  {Construction,  description  et  usage  de  la  règle  de  pro- 
portion; Paris,  1624.  Arithmétique  logarithmique;  Paris,  1626.  Of  naturai  and  arti- 
ftcial  Arithmetic ;  London,  i63o.  —  Voir  aussi  Heilbronner,  Historia  Mutheseos,  etc., 
a  mundo  condito  ad  sac,  P.  C.  N.  XVI.  Lipsiœ,  17(2,  p.  810).  Vers  la  même  époque, 
Occhtred(i574-i66o)  traça  les  divisions  logarithmiques  sur  deux  cercles  concentriques 
munis  de  deux  indices  mobiles  {Circle  of  proportion,  etc.  London,  i632  ;  Oxford,  1660. 

—  Description  and  use  of  the  double  horizontal  dial.  London,  i636;  Oxford,  i652.)E;i 
i65o,  MiLBCRNE  remplaça  les  formes  rectiligne  et  circulaire  par  une  courbe  que  nous 

croyons  être  l'hélice,  bien  que  certains  auteurs  la  désignent  sous  le  nom  de  spirale 
{Historj  of  logarithms,  en  tète  des  Hctto's  mathematicul  Tables,  1811,  p.  36.  —  KlC- 
GEL,  op.  cit.,  p.  587.  —  Benoit,  op.  cit.,  p.  vu.  —  Sedlaczek,  op.  cit.,  p.  3\  — 
Forster  et  Leyboirne  ne  disent  rien  de  celte  disposition,  qui  n'eut  sans  doute  pas 
plus  de  succès  que  les  tiges  articulées  d'HoRNER  (R.  Wolf,  op.  cit.,  p.  354)-  En  1657, 
Seth  Partridge  fit  construire  par  Hatnes  des  échelles  logarithmiques  à  trois  règles, 
dont  l'une  glissait  entre  les  deux  autres,  liées  entre  elles  à  leurs  extrémités.  C'était 
déjà  le  type  de  la  règle  à  coulisse  moderne  (  The  description  and  use  of  an  instru- 
ment called  the  double  scale  of  proportion.  London,  167 1).  C'est  à  partir  de  ce  mo- 
ment que  l'usage  du  nouvel  instrument  se  répandit  en  Angleterre.  Fabriqué  d'abord 
à  Soho,  il  prit  le  nom  de  soho-scale  ou  de  soho-ride.  et  plus  tard  celui  de  sliding- 
rule,  qu'il  a  conservé  (Karl  von   Ott,  Der  logarithmische  Rechenschieber,  etc.  Prag, 
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point  de  départ  des  données  analytiques  et  aboutissent  pareille- 
ment à  des  résultats  analytiques.  Nous  croyons  cependant  utile  de 


1874»  P-  i)-  En  '876,  l'allemand  Biler  supprima  les  indices  d'OccnTRED  et  rendit  le 
disque  intérieur  mobile  autour  de  son  centre  (Leutoi-D,  Schauplatz  der  Rechen-  uni/ 
Mess-Kiinst,  etc.  Lipsise.  1727,  p.  77).  Bientôt  après,  \e  pes  mechaiiiciis,  qui  nécessi- 
tait encore  l'emploi  du  compas,  fut  propose  par  Scdeffelt  {Pes  mechanicus  artificia- 
lis,  etc.  Ulm,  169g),  puis  perfectionné  par  Leupold  {op.  cit.). 

li'Histoire  de  V Académie  des  Sciences  (Paris,  i7'?9,  p.  142)  contient  la  description 
d'un  disque  en  carton,  imaginé  en  1727  par  Clairaut  pour  prendre  les  angles,  faire 
les  calculs  arithmétiques  et  résoudre  les  triangles  rectangles.  Le  même  Recueil  (1740, 
p.  69)  signale  une  modification  des  bâtons  de  Neper,  proposée  en  1780  par  Rocssais. 
En  1741,  Camus  proposa  un  instrument  propre  à  jauger  les  tonneaux  et  autres  vais- 
seaux, etc.  Cet  instrument  consistait  en  un  bâton  à  rainures  dans  lequel  glissait  une 
règle  {Mémoires  de  l' Acad.  des  Sciences.  Paris,  1744»  P-  385  à  402).  M.  Rots  affirme 
{op.  cit.,  p.  7.5),  sans  toutefois  s'appuyer  sur  aucun  document,  que  le  sliding-rulc 
proprement  dit  fut  inventé  en  1760  par  Leadretter,  et,  d'autre  part,  M.  Benoit  {op. 
cit.,  p.  viii)  estime  que  Leadretter  ne  fit  qu'expliquer  {royal  gaiiger)  la  jauge  de 
Camus,  dans  laquelle  il  faudrait  voir  le  point  de  départ  d'un  grand  nombre  de  règles 
spéciales  et  même  le  type  primitif  de  la  règle  à  tiroir  actuelle.  Nous  ne  pouvons  que 
maintenir,  à  l'encontre  de  ces  opinions,  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  touchant 
les  inventions  de  Win&ate  et  de  Setu  Partridge. 

En  176T,  Lambert  {Beschreibung  und  Gebraucli  der  logarithmiscltcn  Rechenstcihe.  etc. 
Augsburg,  1761,  1772)  fit  construire  deux  règles  jumelles  de  4  pieds,  avec  graduations 
en  regard,  glissant  l'une  contre  l'autre  et  fournissant  des  résultats  approchés  au  demi- 
millième  {Encyclopédie  méthodi(jue,  article  de  iv.K's  Bernoui.li.  Rapport  de  VlXKiiCOVxïi, 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  d'encouragement,  ^o"  année,  p.  77). 

La  plupart  des  instruments  logarithmiques  que  nous  venons  d'indiquer  ont  été 
décrits  d'une  manière  plus  ou  moins  complète,  et  quelquefois  avec  des  variantes,  par 
BouGBER  {Traité  de  navigation;  Paris,  1698),  Savérien  {Dictionn.  universel,  etc..  t.  1: 
Paris,  1753,  p.  3o5),  Lemosnier  {Abrégé  du  pilotage  ;  Paris,  1766),  Pêzeîsas  {Nouveaur 
essais  pour  déterminer  les  longitudes,  etc.;  Paris,  1768),  Robertson  {Trcatisc  on  ma- 
them.  instruments;  London,  1775),  Fortin  {Atlas  céleste  de  Flamsteed,  1776),  et  La- 
lande  {Encyclop.  méth.,   au  mot  Echelle  anglaise). 

Nous  avons  dit  ailleurs  {Géom.  de  position,  p.  xx  )  que  la  loi  du  18  germinal  an  III 
prescrivit  l'établissement  d'échelles  métriques  pour  la  réduction  sans  calcul  des  me- 
sures anciennes  en  mes\ircs  nouvelles.  L'article  XIX  de  cette  loi  est  ainsi  conçu  :  «  Au 
lieu  des  tables  de  rapports  entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  mesures,  qui  avaient 
été  ordonnés  par  le  décret  du  8  mai  1790,  il  sera  fait  des  échelles  graphiques  pour 
estimer  ces  rapports  sans  avoir  besoin  d'aucun  calcul.  L'agence  est  chargée  de  leur 
donner  la  forme  la  plus  avantageuse,  d'en  indiquer  la  méthode  et  de  la  répandre 
autant  qu'il  sera  nécessaire  ».  On  doit  à  cette  disposition  V  Arithmétique  linéaire  do 
PoucnET  et  sans  doute  aussi  le  cadran  logarithmique  proposé  en  1795  par  Lerlonu 
{Cadrans  logarithmiques  appliqués  aux  poids  et  mesures;  Paris,  1799).  Ce  cadran, 
reproduit  en  1798  par  Gattey  sous  le  nom  A'arithmographe  {Instruct.  sur  l'usage 
des  cadrans  logarithm.;  Paris,  1799.  —  Explication  de  la  jauge  logarithm.  ;  l'aris. 
1806.  —  Explication  et  usage  de  l'arithmographe  ;  Paris,  iSio.  —  Usaqc  du  calcu- 
lateur, etc.;  Paris,  1819.  —  Société  d'encouragement,    ij°  année,  p.  49),  ne  différait 


ÉCHELLES   MOBILES.  78 

donner  ici,  à  l'exemple  de  Culmann,  quelques  notions  essentielles 
sur  la  théorie  de  la  règle  et  sur  son  emploi.  Nous  voudrions  pou- 
voir contribuer  ainsi  à  la  vulgarisation  d'un  instrument  qui  est 
appelé  à  rendre  de  grands  services.  Sans  doute,  les  calculs  par  la 
règle  ne  comportent  pas  l'exactitude  presque  absolue  à  laquelle  on 
peut  atteindre  par  l'emploi  des  logarithmes;  mais  ils  fournissent 
en  beaucoup  moins  de  temps  des  résultats  approchés  à  —^  ou  à 
j^,  ce  qui  est  presque  toujours  suffisant  dans  la  pratique  indus- 
trielle ('). 

II.  —  Échelles  mobiles. 

o9.  Avant  d'entrer  dans  les  détails  relatifs  à  la  règle  à  calcul  cl 
à  son  usage,  nous  expliquerons  comment  on  peut  effectuer  l'addi- 
tion et  la  soustraction  au  moyen  de  deux  échelles  graduées  glissant 
l'une  contre  l'autre. 


par  aucune  disposition  essentielle  des  cercles  d'OccuTREO,  mod;fiés  par  Bilî.r.  Moins 
complet  que  le  carton  de  Cl.mral'T,  il  était,  d'après  M.  Rois  {op.  cit.,  p.  75),  l'exacte 
reproduction  d'une  roue  arithmétique  imaginée  par  Glover.  A  cette  catégorie  d'in- 
struments circulaires  se  rattachent  les  boîtes  à  calculer  d'HoY.vu,  divisées  logaritlimi- 
quement  sur  leur  périphérie  cylindrique  {Bulletin  de  la  Société  d' encouragement , 
iSiH,  p.  i5o).  Toutes  ces  dispositions  eurent  peu  de  succès,  et  la  règle  à  tiroir  ne 
tarda  pas  à  entrer  définitivement  dans  la  pratique  française.  Jom.vrd  contribua  beai:- 
coup  à  ce  résultat.  Ayant  importé  d'.Angleterre,  en  iSi.t,  la  règle  que  les  frères  JoNrs 
y  construisaient,  il  fit  (i8îi)  exécuter  par  Lesoir,  d'après  ce  type,  des  instruments 
précis,  à  la  vulgarisation  desquels  il  sut  intéresser  la  Société  d'encouragement  {^Bul- 
letin de  la  Société  d'encouragement,  i4"  année,  p.  179:  20"  année,  p.  /|  et  77;  23=  an- 
née, p.  129).  Les  instruments  de  calcul  ont  revêtu  depuis  des  formes  d'autant  plus 
variées  qu'on  s'est  attaché  à  répondre,  par  des  dispositions  spéciales,  aux  iesoinspai- 
ticuliers  des  diverses  industries.  Nous  décrirons  plus  loin  quelques-uns  de  ces  instru- 
ments et  nous  fournirons  une  nomenclature  aussi  complète  que  possible  des  autres. 
Qu'il  nous  suflise  d'ajouter  ici  que  la  règle  à  calcul  fut  adoptée  en  Autriche  vers 
1840,  par  les  soins  des  professeurs  Adam  Bi;rg  et  Schulz  von  Strassmcki  (Sedlaczek. 
op.  cit.,  p.  4),  et  qu'on  doit  à  Qcistino  Sella  {op.  cit.)  d'en  avoir  introduit  l'usag' 
en  Italie  quelques  années  plus  tard. 

(')  La  règle  logarithmique  est  surtout  répandue  en  Angleterre.  Les  commerçants, 
'es  industriels,  les  hommes  techniques,  l'ont  adoptée  pour  les  opérations  de  calcul 
plus  ordinaires,  bien  que  son  emploi  soit  forcément  exclu  d'un  grand  nonibn- 
d'applications  dans  un  pays  oii  le  système  décimal  n'a  pas  encore  été  introduit.  Kous 
citerons,  à  ce  propos,  le  passage  suivant  d'une  Lettre  qui  nous  a  été  écrite  par  II.  le 
professeur  J.-D.  Everett,  de  Belfast  :  «  Slide  rules  ^ill  be  much  more  useful  in 
France  and  Italy  than  in  England  on  account  of  the  grealer  prevalence  of  décimal 
Systems.  » 
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Supposons  d'abord  que  ces  deux  échelles  portent  des  divisions 
égales,  gradures  dans  le  même  sens,  et  que  le  déplacement  relatif 
des  divisions  correspondantes  ait  été  opéré  dans  les  conditions  de 
la  fig.  43.  Les  nombres  inscrits  sur  les  divisions  qui  se  trouvent 

Fig.  43. 
?  s  io         .      15  p,2o  as  îo 


I  ;  ■ 
b  A) 


en  regard  l'une  de  l'autre  présentent  alors  une  différence  constante 
qui,  dans  notre  cas  particulier,  est  égale  à  y. 

Si  Ton  désigne  par  n,  h^c,  . .  .  les  nombres  inscrits  sur  les  divi- 
sions de  l'échelle  supérieure  et  par  n^,  Z»,,  c,,  ...  les  nombres 
marqués  sur  les  divisions  en  regard  de  l'échelle  inférieure,  on  a 
évidemment 

a  —  a^zi^  b  —  biT=  c  —  Cj  =:  ...  ^  00)  =  const. 

Si  l'on  considère  Tune  de  ces  grandeurs,  b  par  exemple,  comme 
inconnue,  on  a 

(«)  h  -=0  —  Cli-n-  l'i, 

par  où  l'on  voit  que  les  échelles  permettent  de  retrancher  d'un 
nombre  a  un  autre  nombre  <7i  et  d'ajouter  un  troisième  nombre  h^ 
à  la  différence. 

Posons,  par  exemple,  comme  l'indique  \îï  fig.  43, 

0A  =  «:=i3,     Oi  A,z=:  <7, .— 6,      Oi  B,  — ^  ^1  =  12, 

On  retranche  le  segment  OA,  du  segment  OA,  en  mettant,  par  le 
déplacement  relatif  des  échelles,  les  divisions  A  et  A,  en  face  l'une 
de  l'autre  ;  on  obtient  ainsi  la  différence  n  —  a^  =  y,  et,  comme 
0|  B,  :^  Z»,  r=  I  3,  on  a  b  =  OB  =  19. 

La  position  des  échelles  ne  doit  donc  subir  aucun  changement 
tant  que  les  deux  premiers  termes  n  et  n^  de  l'équation  (a)  ne 
sont  pas  modifiés,  et  on  lit  immédiatement  la  somme  b  correspon- 
dant à  une  valeur  quelconque  de  bf. 

CO.   Supposons  maintenant  que,  l'une  des  échelles  restant  fixe, 
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l'autre  soit  renversée.  On  voit,  par  la  fig.  44  >  ^^^^  ^^  somme  de 
deux  nombres  placés  en  regard  est  alors  constante  (17  dans  le  cas 

Fig.  44. 


de  la  figure),  et  l'on  a 

a  -+-  ûi  =  ù  -\~  b i  =  c  -i-  Cl  =  00,  =  const. 

Si  Ton  prend  une  de  ces  grandeurs,  b  par  exemple,  comme 
inconnue,  on  a 

6  =  a  -I-  <7j  ^j. 

On  peut  donc,  en  déplaçant  deux  échelles  renversées  de  divi- 
sions égales,  ajouter  à  un  nombre  quelconque  a  un  autre  nomljre  rt| 
et  retrancher  un  troisième  nombre  Z»,  de  la  somme  des  deux 
premiers. 

La  position  des  échelles  reste  invariable  tant  que  a  et  <7,  ne 
changent  pas,  et  l'on  peut  lire  directement  la  somme  Z»  corres- 
pondant à  une  valeur  quelconque  de  b^. 

61.  On  peut  aussi  accoupler  dans  le  même  sens  ou  en  sens  in- 
verses des  échelles  de  graduations  différentes.  Le  plus  souvent,  en 
ce  cas,  les  divisions  sont  dans  le  rapport  de  i  à  2  ou  de   i  à  3. 

Dans  \ajig.  4^,  l'échelle  inférieure  est  double  de  la  supérieure; 


I  ^  .  .  I  .  .  .  .  I .  .^^ 


il  faudra  donc  multiplier  les  nombres  de  la  première  par  deux, 
avant  de  les  composer  avec  les  nombres  de  la  seconde.  Si  les 
nombres  appartenant  aux  deux  échelles  sont  respectivement  affectés 
des  indices  2  et  1 ,  on  aura  pour  deux  échelles  de  même  sens  les 
différences  constantes 

et,  considérant  b^  comme  inconnue, 

b,^=i  a,  —  ici.T-~-  ib^. 
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S'il  s'agit  de  déterminer  Z»2,  on  aura 

Quand  les  deux   échelles  sont   inversement  placées,  on  a  les 
sommes  constantes 

<7,  -f-  2  rt,  z-^  b^  -h  2  />>2  =  r,  -h  2C,  r=7  .  .  . , 
et  par  suite 

En  général,   si  les  divisions  des  échelles,  au  lieu  d'être  dans  1*^ 

,  ,         ,  /?z  .  , 

rapport  -,  sont  clans  le  rapport— 5  on  a  respectivement,  pour  les 

échelles  de  même  sens  et  pour  celles  de  sens  inverses, 

mn^  —  na.,  ^  mb^  —  nb.^  r-r  /«Tj  —  «r,  r—  .  .  .  :—  const., 
w<7i  -t-  /?«2  —  mb^  -t-  iib.^  1=  /?«•]  4-  nc^  -  ;  .  .  .  =  const., 


d'où  l'on  déduit 


"  "     r 

b^  =  r/, a,  M A,, 


//^ 


W,  :=  r/j  4 (7., ■  b.,. 

m     ~        m     ' 

Si  les  segments  0(ABC  ...  et  0|)A,  B,  C|  ...  des  deux 
échelles,  au  lieu  d'être  proportionnels  aux  nombres  a,  b,  c,  ...  et 
(7|,  b^,  c,,  ...,  étaient  proportionnels  aux  logarithmes  de  ces 
nombres,  les  valeurs  logrt,  log/j»,  loge,  ...  de  l'une  des  échelles 
correspondraient  respectivement,  sur  l'autre,  aux  valeurs  logrt,, 
by,  logr,, 

m.  —  Description  de  la  règle  logarithmique. 

62.   La  règle  logarithmique,  dans  sa  forme  la  plus  usitée,  pré- 
sente les  dispositions  suivantes  ('). 

Une  règle  en  bois,  de  o'",26,  porte  sur  toute  sa  longueur  une 


(')  On  poiirra  suivre  ces  explications  sur  la  règio  coiistruitc  par  ■rAvi;RNn;R-GRAVEi 
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rainure  dans  laquelle  glisse  à  frottement  doux  une  languette  appelée 
lii-oir.  Sur  le  flanc  supérieur  de  la  règle,  ordinairement  en  biseau, 
est  une  échelle  de  o'",25  de  longueur,  divisée  en  centimètres  et 
millimètres,  graduée  de  zéro  à  25,  et  dont  chaque  extrémité  est 
séparée  du  bout  voisin  de  la  règle  par  un  intervalle  non  divisé 
de  o",oo5.  Le  flanc  inférieur  vertical  porte  une  seconde  échelle 
divisée  de  la  même  manière,  mais  graduée  de  zéro  à  26  sur  toute 
la  longueur  de  la  règle.  Au  fond  de  la  rainure  est  une  troisième 
échelle  divisée  comme  la  précédente,  mais  graduée  de  26  à  52. 

La  face  de  la  règle  porte  en  outre,  sur  les  rives  de  la  rainure, 
deux  échelles  dites  inférieure  et  supéiicniie. 

Les  divisions  de  l'échelle  inférieure  marquent  des  intervalles  qui 
vont  en  décroissant  de  la  gauche  vers  la  droite,  suivant  uiie  loi  que 
nous  allons  d'abord  indiquer. 

On  sait  que,  si  deux  nombres  décimaux  ne  diffèrent  que  par  la 
position  de  la  virgule,  leurs  logarithmes,  dans  le  système  vulgaire, 
ont  la  même  partie  décimale  ou  mantisse  et  ne  diffèrent  que  par 
la  caractéristique.  Ayant  pris  comme  unité,  et  par  suite  comme 
expression  linéaire  du  logarithme  de  10,  la  longueur  totale  de  l'é- 
chelle inférieure,  soit  o"",  200,  on  obtient  les  divisions  de  cette 
échelle  en  portant  de  gauche  à  droite,  à  partir  de  son  origine,  des 
longueurs  proportionnelles  aux  logarithmes  des  nombres  compris 
entre  i  et  10,  c'est-à-dire  proportionnelles  aux  mantisses  logarith- 
miques en  général.  Les  divisions  principales,  correspondant  aux 
logarithmes  des  nombres  entiers  i,  2,3,  • . .,  9,  10,  sont  marquées 
I,  2,  3,  . .  .,  9,  10  sur  l'échelle.  La  division  marquée  i  est  évidem- 
ment à  l'origine.  Les  intervalles  entre  deux  divisions  principales 
consécutives,  entre  3  et  4  par  exemple,  sont  subdivisés  en  dix  in- 
tervalles secondaires,  qui  correspondent  aux  logarithmes  des 
nombres  3, 10,  3,  20,  3,3o,  .  .  .  3,90,  et  qui  décroissent  par  con- 
séquent suivant  la  même  loi  que  les  intervalles  principaux.  Les 
intervalles  secondaires  devraient  être  eux-mêmes  subdivisés  en  dix 
intervalles  de  troisième  ordre;  mais,  pour  éviter  toute  confusion, 
on  se  borne  à  les  subdiviser  en  dix  entre  les  divisions  principales  1 
et  2,  en  cinq  entre  les  divisions  2  et  3,  3  et  4,  et  en  deux  entre 
les  divisions  5  et  10.  Il  en  résulte  que  les  subdivisions  effective- 
ment tracées  sur  l'échelle  sont  au  nombre  de  cent  entre  les  divisions 
principales  1  et  2,  de  cinquante  entre  les  divisions  2  et  3,  3  et  4> 
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et  de  vingt  entre  deux  divisions  consécutives  quelconques  au  delà 
de  4-  Les  divisions  ainsi  disposées  correspondent  aux  nombres 

1,  1,01,   1,02,    ....,   1,10,   1,11,   1,12,    ')98,   i>99i 

2,  2,02,  2,04,    ....,  2,10,  2,12,    ....,  2, 98,      3,      3,02,    .    ,  3,g8, 
4,  4'^'^'  4'io,  4'i5j    ••••'  4'95'      5>      5,o5,   ....,  9,95,     10, 

La  distance  entre  l'origine  de  l'échelle  et  la  division  qui  cori'es- 
pond  à  l'un  quelconque  A  de  ces  nombres,  c'est-à-dire  la  mantisse 
grapliique  commune  au  logarithme  de  A  et  aux  logarithmes  des 
produits  de  A  par  toutes  les  puissances  de  10,  est  égale  au  pro- 
duit qu'on  obtient  en  multipliant  le  logarithme  de  A  par  la  lon- 
gueur totale  de  l'échelle.  Ainsi,  la  distance  entre  l'origine  i  et  la 
division  4i65  étant  de  o™,  1669,  la  longueur  de  l'échelle  étant  de 
0^,1^0  et  le  logarithme  de  4;^^  étant  0,6674,  on  vérifie  que 

o'",  1669  ■=  o"\  25o.  log4'.65  =  o'",  25o  X  0,6674- 

On  lit  exactement  sur  l'échelle  les  nombres  qui  correspondent 
aux  divisions  tracées,  et  par  suite  aussi  les  multiples  et  sous-mul- 
tiples décimaux  de  ces  nombres.  Quant  aux  nombres  qui  corres- 
pondent à  des  points  compris  entre  deux  divisions  consécutives  de 
l'échelle,  on  en  fait  l'estimation  approximativement  et  à  simple 
vue. 

L'échelle  d'île  super ieia^ey  tracée  sur  l'autre  rive  de  la  rainure, 
se  compose  en  réalité  de  deux  échelles  identiques  situées  à  la  suite 
l'une  de  l'autre  et  ne  différant  de  l'échelle  inférieure  qu'en  ce  quo 
leur  longueur,  prise  comme  unité  et  comme  expression  linéaire  du 
logarithme  de  10,  est  de  o™,.i25  au  lieu  de  o'",  i5o.  L'origine  de  la 
première  échelle  supérieure  et  l'extrémité  de  la  seconde  corres- 
pondent respectivement  à  l'origine  et  à  l'extrémité  de  l'échelle 
inférieure.  Chacune  des  échelles  supérieures  est  partagée  en  neuf 
intervalles,  limités  par  dix  divisions  principales  qui  sont  numé- 
rotées de  1  à  10,  de  la  gauche  vers  la  droite.  Ces  intervalles  sont 
subdivisés  en  dix  parties,  et  la  loi  de  décroissance  des  divisions 
principales  et  secondaires  est  exactement  celle  qui  a  servi  de  base 
a  la  construction  de  l'échelle  inférieure.  Quant  aux  subdivisions 
de  troisième  ordre,  elles  devraient  être  aussi  au  nombre  de  dix; 
mais,   pour  ne   pas  surcharger  la  règle,  on  les  a  réduites  à  cinq 
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entre  les  divisions  principales  i  el  2,  à  deux  entre  les  divisions 
2  et  3,  3  et  4?  4  et  5,  et  on  les  a  supprimées  entre  les  divisions  5 
et  10.  A  cette  différence  près  dans  le  nombre  des  divisions  de  troi- 
sième  ordre  effectivement  tracées,   les  échelles  supérieures  sont 

semblables  à  l'éclielle  inférieure  et  le  rapport  de  similitude  est-- 

2 

La   distance   entre    deux  divisions  quelconques,    tracées  ou   non 

tracées,  de  chacune  des  échelles  supérieures,  est  donc  égale  à  la 

moitié  de  la  distance  comprise  entre  les  divisions  homologues  de 

l'échelle  inférieure,   et  les  logarithmes  des  mêmes  nombres  sont 

représentés  sur  celle-ci  par  des  longueurs  doubles  de  celles  qui  les 

l'eprésenlent  sur  chacune  des  deux  autres.  Ainsi,  la  distance  entre 

la  division  i  et  la  division  2  est  o'°,0752  sur  l'échelle  inférieure  et 

o'",o376  sur  les  échelles  supérieures. 

On  vient  de  voir  que  le  défaut  d'espace  ne  permet  pas  d'insérer 

sur  les  échelles  supérieures  autant  de  subdivisions  que  sur  l'échelle 

inférieure.  La  première  échelle  supérieure  à  gauche  ne  porte,  en 

effet,  que  les  divisions  correspondant  aux  nombres 


0,00, 


Les  divisions  de  la  seconde  échelle  supérieure,  à  droite,  corres- 
pondent aux  nombres 


1,02, 

1,04,    .. 

1,10, 

1,12, 

.  .  .  .  , 

1*98, 

2,00, 

2,o5, 

2,10, 

..        2,95, 

3,00, 

3,o5, 

4.95» 

5 

5,10, 

5,20,         .. 

,  .  ,        .  .  .  .  , 

. .  .  . , 

9»9^^» 

10. 

10, 

10,2, 

10,4, 

...     II, 

11,2, 

'9^8, 

20, 

20,5, 

21, 

21,5,      .. 

.,     29,5, 

3o, 

■  •  j 

49'5, 

5o, 

5i, 

52, 

53, 

, .,     .  .  .  ., 

.  .  .  . , 

98, 

99' 

100 

On  peut  donc  lire  sur  l'échelle  supérieure,  considérée  dans  son 
ensemble,  tous  les  nombres  compris  entre  i  et  100.  Les  nombres 
de  I  à  10  se  lisent  sur  la  première  moitié  de  l'échelle,  les  nombres 
de  lo  à  100  sur  la  seconde  moitié. 

Le  tiroir  est  gradué  sur  la/rtceet  snrie revers.  La  face,  située  dans 
le  même  plan  que  celle  de  la  règle,  porte  sur  chacune  de  ses  arêtes 
des  divisions  identiques,  qui  sont  l'exacte  répétition  de  l'échelle 
supérieure  de  la  règle.  Le  revers  porte  diverses  graduations  que 
nous  allons  successivement  indiquer. 
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L'échelle  inférieure,  dite  des  parties  égales,  a  la  même  longueur 
que  l'échelle  inférieure  de  larègle,  soilo'",25o,et  est  divisée  en  cinq 
cents  parties  égales,  d'un  demi-millimètre  chacune.  Mais  elle  est 
graduée  de  zéro  à  looo,  comme  si  elle  portail  un  nombre  double  de 
divisions.  La  graduation  est  dirigée  de  droite  à  gauche,  et  la  dis- 
position est  telle  que,  si  l'on  fait  coïncider  l'origine  de  l'échelle  de 
face  du  tiroir  avec  l'origine  commune  aux  échelles  de  face  de  la 
règle,  l'extrémité  droite  de  celle-ci  marque  exactement,  sur  le 
revers  du  tiroir,  l'origine  de  l'échelle  des  parties  égales.  Si  l'on 
déplace  ensuite  le  tiroir  jusqu'à  ce  que  l'origine  de  son  échelle  de 
face  coïncide  avec  une  division  quelconque  de  l'échelle  inférieure 
de  la  règle,  la  quantité  de  ce  déplacement  sera  lue  exactement  sur 
!a  dernière  division  à  découvert  de  l'échelle  des  parties  égales.  Le 
nombre  fourni  par  celte  lecture  sera  le  logarithme  du  nombre 
marqué  sur  l'échelle  inférieure  de  la  règle  par  l'origine  de  l'échelle 
de  face  du  tiroir. 

Le  tiroir  présente,  à  la  partie  supérieure  de  son  revers,  une 
seconde  graduation,  dite  échelle  logaritlivii(/ue  des  sinus,  qu'on 
obtient  en  portant,  à  partir  de  son  origine,  des  longueurs  propor- 
tionnelles aux  logarithmes  des  sinus  des  arcs  ajant  pour  rayon 
cent  fois  l'unité. 

Celte  échelle  a  son  origine  et  son  extrémité  respectivement  en 
regard  de  l'extrémité  et  de  l'oi'igine  de  l'échelle  des  parties  égales; 
sa  chiffraison  va  donc  croissant  de  gauche  à  droite.  L'origine  cor- 
i-espond  naturellement  à  l'arc  donile  sinus  a  pour  logarithme  zéro. 
Ce  sinus,  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  au  centième  du  rayon,  est 
donné  par  l'arc  de  34' 33",  7.  L'extrémité  de  l'échelle  correspond  à 
l'arc  de  90",  dont  le  sinus, -égal  au  rayon,  soit  à  100  unités,  a  pour 
logarithme  2.  Ce  logarithme  étant  graphiquement  représenté  par 
la  longueur  totale  de  l'échelle,  soito"\25o,  le  logarithme  i  lésera 
par  o,i25;  d'où  il  suit  que  la  même  unité  linéaire  détermine  les 
longueurs  des  logarithmes  sur  l'échelle  supérieure  delà  règle  et  sur 
l'échelle  des  sinus  et  que,  si  l'on  met  ces  deux  échelles  en  regard, 
le  sinus  d'un  angle  quelconque  a  pour  valeur  la  centième  partie 
du  nombre  de  l'échelle  supérieure  qui  correspond  à  la  graduation 
du  même  angle  sur  l'échelle  des  sinus.  Les  divisions  effective- 
ment tracées  sur  celle  dernière  échelle  procèdent  de  10'  en  10' 
depuis  40'  jusqu'à  10",  de  20'  en  20' entre    10°  cl  20",  de  3o'  en 
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3o  'entre  20°  et  3o",  de  degré  en  degré  entre  3o°  et  60",  de  2°  en  -iP 
entre  60**  et  70°;  au  delà  de  70",  trois  divisions  sans  intercalaires 
correspondent  à  70°,  à  80°  et  à  90".  Mais  ces  divisions  ne  sont 
chiffrées  que  de  degré  en  degré  jusqu'à  10",  de  5"  en  5°,  entre  10" 
et  20",  et  de  10"  en  10°  entre  20"  et  90°. 

Le  tiroir  présente  enfin,  sur  l'axe  longitudinal  de  son  revers,  une 
troisième  échelle,  dite  des  tangentes,  construite  de  la  même  manière 
que  l'échelle  des  sinus  et  avec  la  même  unité  linéaire.  Son  extré- 
mité correspond  en  effet  à  l'arc  de  4j°>  dont  la  tangente,  égale  au 
ravon  100,  a  pour  logarithme  le  nombre  2,  représenté  ici,  comme 
dans  l'échelle  des  sinus,  par  la  longueur  totale  o™, 200.  L'échelle 
des  tangentes  porte  quarante-cinq  divisions  principales  correspon- 
dant aux  arcs  de  1",  2°,  3",  .  .  .,  ^^^.  Les  divisions  intermédiaires 
procèdent  de  10'  en  10'  depuis  40'  (division  voisine  de  l'origine) 
jusqu'à  10°,  de  20'  en  20' jusqu'à  20",  de  3o'  en  3o' jusqu'à  4-5", 
c'est-à-dire  jusqu'à  l'extrémité  de  réchelle. 

Sur  ces  échelles  trigonomélriques,  comme  sur  les  échelles  des 
nombres,  on  doit  apprécier  à  vue  la  position  des  points  intermé- 
diaires, qui  correspondent  à  des  angles  compris  entre  deux  divi- 
sions consécutives. 

Nous  avons  admis  jusqu'ici  que  le  tiroir  restait  en  position  directe, 
c'est-à-dire  que  les  divisions  de  son  échelle  de  face  et  les  divisions 
des  échelles  de  la  règle  procédaient  dans  le  même  sens.  Mais  on 
peut  retirer  le  tiroir  de  sa  rainure  et  l'y  introduire  de  nouveau, 
après  l'avoir  retounié,  de  telle  sorte  que,  sa  face  restant  toujours 
visible,  les  deux  séries  de  divisions  considérées  soient  en  sens 
contraire.  On  dit  alors  que  le  tiroir  est  en  position  inverse.  Tous  les 
instruments  ne  sont  pas  disposés  de  façon  à  permettre  ce  renver- 
sement, qui  n'a  d'ailleurs  d'utilité  que  pour  certaines  opérations 
effectuées  au  moyen  de  l'échelle  des  sinus. 

IV.  —  Théorie  et  usage  de  la  règle. 

63.  Nous  supposerons  d'abord  le  tiroir  en  position  directe  et 
ouvert  dans  une  mesure  quelconque.  Soient  alors  «,  ^,  ...  les 
nombres  qui  marquent  une  suite  de  divisions  sur  l'échelle  supérieure 
de  la  règle  et  «i,  Z»,,  ...  les  nombres  qui  marquent  les  divisions 
en  regard   sur  l'échelle  du  tiroir.   Les  deux  échelles  sont  dans  la 

6 
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position  indiquée  par  Idijig.  43,  et  l'on  a  (S9) 

logZ»  r=  Ioga  —  logrti  +  log/ji, 
d'où 

«1 

La  différence  entre  les  logarithmes  de  deux  nombres  en  regard 
reste  constante,  et,  par  suite,  le  rapport  de  ces  nombres  reste  con- 
stant quand  on  maintient  invariable  la  position  relative  des  deux 
échelles.  On  lit  donc  immédiatement  sur  l'échelle  supérieure  le 

produit  b  de  —  par  un  nombre  quelconque  Z»,.  Sachant  d'ailleurs 

que  o  est  le  logarillime  de  i,  on  pourra  poser  «i  :=  i  ou  Z»,  =  i  et 

obtenir  le  produit  b  =  abi  ou  le  quotient  ^  =  —  • 

Soit,  par  exemple,  à  déterminer  Z>  =  f3.  On  fera  coïncider  la 
division  4  du  tiroir  avec  la  division  6  de  l'échelle  supérieure.  Deux 
nombres  quelconques,  placés  en  regard  sur  les  deux  échelles,  seront 
alors  dans  le  rapport  |  =  i ,  5  ,  et,  en  particulier,  le  nombre  mar- 
quant la  division  de  l'échelle  supérieure  qui  coïncide  avec  la  divi- 
sion 3  du  tiroir  sera  le  produit  cherché  ^  =  4>5o.  De  même,  les 
produits  de  i,5o  par  8,  par  9,  etc.,  se  liront  sur  l'échelle  supérieure 
en  regard  des  divisions  marquées  8,  9,  ...  sur  le  tiroir.  Les  divisions 
des  deux  échelles  coïncideront  deux  à  deux  dans  l'ordre  suivant  : 

Echelle  supérieure ....      i      i  ,  5o     4  '  '^'^     ^      '  "      '  ^      1 3  ,  5o 
Tiroir i  3        4  ^  9 

64.  Supposons  maintenant  que  le  tiroir  soit  en  position  inverse. 
L'échelle  supérieure  et  l'échelle  du  tiroir  sont  alors  graduées  en 
sens  opposés,  ce  qui  est  le  cas  précédemment  considéré  de  la 
fig.  44)  et  nous  avons  (60) 

iogb  —  log«  +  log«i  —  log^i, 

d'où 

/;  =  —  rt,. 
bi 

La  somme  des  logarithmes  de  deux  nombres  en  regard  reste  con- 
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Stante  et  par  conséquent  le  produit  de  ces  nombres  reste  constant, 
si  l'on  maintient  le  tiroir  fixe  dans  sa  position.  On  lit  donc  immé- 
diatement sur  l'échelle  supérieure  le  (piolient  de  aa,  par  un  nombre 
quelconque  h^,  et,  selon  que  Ton  luit  b^   ou  «,  égal  à  l'unité,  ou 

détermine  h  =  a^,  ou  h=  —. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  Z>  =  |3.  On  fera  coïncider  la  di\i- 
sion  3  du  tiroir  avec  la  division  9  de  l'échelle  supérieure,  et  on  lii  a 
sur  cette  même  échelle,  en  regard  de  la  division  4  du  tiroir,  le 
résultat  h  =6, '^5.  Si  l'on  veut  ensuite  calculer  Z-  =  ^3,  on  main- 
tiendra le  tiroir  dans  sa  position  et  on  lira  le  résultat  i3,Jo  sur 
l'échelle  supérieure,  en  regard  de  la  division  2  du  tiroir.  Les  deux 
échelles  sont,  dans  ce  cas,  disposées  de  la  manière  suivante  : 

Échelle  supérieure i      6,75     9      10      i3,5o 

Tiroir 43  21 

65.  Nous  n'avons  fait  usage  jusqu'ici  que  de  l'échelle  supérieure 
et  du  tiroir.  Nous  allons  maintenant  rétablir  ce  dernier  dans  la 
position  directe  et  faire  intervenir  l'échelle  inférieure,  en  convenant 
de  désigner  par  ao,  h.,  .  .  .  les  nombres  qui  marquent  les  divisions 
de  cette  échelle  placées  respectivement  en  regard  des  divisions  a 
et  rt,,  Z>  et  Z»,,  ...  des  deux  échelles  précédemment  considérées. 

L'échelle  supérieure  et  celle  du  tiroir  étant  l'une  et  l'autre  à  l'é- 
chelle inférieure  dans  le  rapport  de  i  à  2,  ce  qui  est  le  cas  indiqué 
par  \sifig.  4^"^,  on  a  (61) 

\oga  -  logr/j  =  2  log./,  -  logr/j  =  logi  -  W^b,  =  3  hr^b,  -  log  b,=    ... 

d'où 

«  b  a\  i>\ 


et  par  suite 


"\        l>\        (h         6, 


b,  =  'lLb='^b]='llb] 
«;  a      -        ai     - 


(U        — 


En  faisant  dans  ces  expressions  l'une  des  trois  lon-^ucurs  é"alc 
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à  l'unité,  ou  deux  longueurs  simultanément  égales  à  l'unité,  ou 
Jeux  longueurs  égales  entre  elles,  on  obtiendra  des  expressions 
nouvelles  permettant  d'effecluer,  au  moven  de  la  règle  à  calcul, 
l'élévation  des  nombres  au  carré  et  au  cube,  la  division  des  nombres 
simples,  des  carrés  et  des  cubes  par  des  nombres  simples  et  par  des 
carrés,  l'extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres  simples  et  des 
nombres  élevés  au  cube,  et  par  conséquent  la  formation  de  la  puis- 
sance T,  la  division  des  puissances  par  une  racine  carrée  et  la  déter- 
mination des  movennes  proportionnelles. 

66.  Les  divisions  des  échelles  correspondent,  comme  on  l'a  vu, 
aux  mantisses  des  logarithmes,  et  sont  indépendantes  des  caracté- 
ristiques, qu'il  est  dès  lors  nécessaire  de  calculer  séparément.  On 
fait  ordinairement  ce  calcul  de  tête. 

Il  arrive  souvent  que  l'opération  nécessite  un  ensemble  d'addi- 
tions et  de  soustractions  de  maiitisses,  conduisant  à  une  somme 
algébrique  plus  grande  que  l'unité.  L'extrémité  de  la  mantisse 
linéaire  qui  correspond  à  cette  somme  tombe  alors  sur  la  seconde 
échelle  supérieure,  au  delà  de  la  division  lo,  et  le  logarithme  du 
résultat  cherché  doit  avoir  à  sa  caractéristicjue  une  unité  de  plus 
que  le  nombre  calculé  d'après  la  seule  considération  des  cai'acté- 
ristiques  partielles.  La  caractéristique  du  résultat  devrait  être,  au 
contraire,  diminuée  d'une  unité,  si  l'expression  numérique  à  cal- 
culer avait  à  son  dénominateur  un  nombre  assez  élevé  pour  que 
l'extrémité  de  la  dernière  mantisse  tombât  en  un  point  de  la 
première  échelle  supérieure. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  Z»  =|  j  au  moyen  des  échelles  ainsi 
disposées  : 

Échelle  supérieure i  Ç)      lo      15,^5 

Tiroh" I     4  7 

La  somme  des  caractéristiques  est  évidemment  nulle  dans  ce  cas; 
mais  les  mantisses  linéaires  qui  entrent  dans  le  calcul,  et  qui 
doivent  être  portées  sur  l'échelle  stqiérieure,  à  partir  de  l'origine, 
aboutissent  en  un  point  de  la  seconde  échelle  et  déterminent  fina- 
lement une  mantisse  plus  grande  que  l'unité.  On  ajoutera  donc  i 
à  la  caractéristique  o  et  l'on  composera  de  deux  chifires  la  partie 
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entière  du  résultat,  c'est-à-dire  qu'on  lira  15,^5  sur  réchelK- 
supérieure. 

La  même  position  des  échelles  permet  de  calculer  Z»  =  ^^oo. 
La  somme  des  caractéristiques  étant  i  —  9-)-2-!-i  =  5,  ona  pour 
résultat  iSjSoo. 

Soit  maintenant  à  calculer  h  =|3,5.  Les  échelles  doivent  être 
ainsi  disposées: 

É(  belle  supérieure.  ...      i  n8      lo     ?.  lo 

Tiroir i      35  g      lo 

La  mantisse  du  résultat  ayant,  dans  ce  cas,  son  extrémité  en  un 
point  de  la  première  échelle  supérieure,  la  somme  nulle  des  carac- 
téristiques partielles  doit  être  diminuée  d'une  unité.  La  caractéris- 
tique du  résultat  est  donc  —  i ,  et  ce  résultat  doit  être  lu  o,  78. 

La  même  position  des  échelles  permet  de  calculer  h  =  ^.o,o35. 
Le  résultat  ne  diffère  du  précédent  que  par  la  position  de  la  virgule, 
et  cette  position  est  déterminée  par  la  caractéristique 


On  lira  donc  o,oooooy8. 

Si,  dans  la  détermination  des  caractéristiques,  il  intervient  des 
nombres  au  carré,  on  double  les  caractéristiques  des  logarithmes 
de  ces  nombres  et  l'on  opère  d'ailleurs  comme  il  vient  d'être  dit. 

Soit  à  calculer  h^  =  ^  1,^.  L'opération  comporte  l'usage  des 
trois  échelles  ainsi  disposées  : 

Echelle  supérieure.  .      1 

Tiroir ' 

Echelle  inférieure. .  .      i 

On  détermine  cette  position  en  plaçant  la  division  4  du  tiroir  sous 
la  division  9  de  l'échelle  supérieure,  et  on  lit  le  résultat  3  sur  le 
tiroir  en  regard  de  la  division  2,6  de  l'échelle  inférieure.  La  somme 
des  caractéristiques  étant  nulle,  on  aura,  d'après  la  règle  précé- 
demment indiquée,  è|  =  3,oo.  (Un  calcul  numérique  rigoureux 
aurait  donné  3.oo44-) 


9 

10 

10 

I 

4 

10 

10 

I       3 

10 

1,2 

3 

10 

2,6 

3 

5,2 

8,22 

10 
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La  même  position  des  échelles  permet  de  calculer  b^  =^52. 
l.c  résultat  est  fourni,  sauf  la  position  de  la  virgule,  par  la  divi- 
sion 1,3  du  tiroir,  située  au-dessus  de  la  division  5,2  de  l'échelle 
inférieure.  Dans  ce  cas,  la  somme  des  caractéristiques  devant  être 
augmentée   d'une   unité,    on   a   pour    caractéristique   du  résultat 

I  —  9-f-2Xi-l-i  =  J,  et  par  suite  b^  =  \  20000.  Le  résultat  exact 
est  i2oij8. 

On  calculera  encore,  sans  déplacer  les  échelles,  l'expression 

La  caractéristique  étant  o,  on  lit  le  résultat  2,6  sur  l'échelle  infé- 
rieure, en  regard  de  la  division  3  du  tiroir.  Le  calcul  rigoureux 
aurait  donné  bo=  2,  5q8. 

La  somme  des  caractéristiques  relatives  aux  nombres  placés  sous 
le  radical  doit  être  divisée  par  2.  Lorsque  cette  somme  est  un 
nombre  pair,  la  caractéristique  entière  du  résultat  est  exactement 
iournie  par  la  division.  Lorsque  la  somme  est  un  nombre  impair, 
le  quotient  de  la  division  par  2  doit  être  diminué  d'une  demi-unité. 

Si,  dans  ce  cas,  on  prend  pour  échelle  logarithmique  l'échelle 
inférieure  de  la  règle,  les  longueurs  prises  sur  les  deux  autres 
échelles  [\/a,  yV^f,,  sjbf)  doivent  être  considérées  comme  des  demi- 
logarithmes,  et  la  fraction  j  représente  la  longueur  de  l'échelle 
supérieure  ou  de  l'échelle  du  tiroir  qui  doit  être  ajoutée  au  résultat 
logarithmique  fourni  par  l'échelle  inférieure. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  b-^  =  \/|  3o.  La  caractéristique  est 
(o —  o  -{-  1)  =:  ^,  et,  en  se  conformant  à  la  règle  que  nous  venons 
cl  indiquer,  on  lira  le  résultat  8,22  sur  l'échelle  inférieure,  en  re- 
gard de  la  division  3  du  tiroir. 

Si  les  données  de  l'opération  conduisaient  à  dépasser  les  limites 
de  l'échelle  inférieure,  on  pourrait  encore  lire  le  résvdtat  sur  cette 
échelle,  à  la  condition  d'ajouter  l'unité  à  la  somme  des  caractéris- 
tiques, c'est-à-dire  de  former  i  —  ^  -k  la  place  de  ^. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  Z'o  =  y  jHo.  On  disposera  ainsi  les 
échelles  : 

Echelle  supérieure i  10  10 

Tiroir i  8         10  10 

Echelle  inférieure 1      1842  10  10 
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La  caractéristique  étant  i,  on  lira  le  résultat  i3,42. 

L'échelle  inférieure  étant  simple,  il  n'est  pas  toujours  possible 

d'arriver  au  résultat  par  une  seule  lecture.  Si,  par  exemple,  l'échelle 

supérieure  et  l'échelle  du  tiroir  marquent  le  rapport  |,  on  ne  peut 

pas  lire  en  même  temps,  sur  le  tiroir  et  sur  l'échelle  inférieure,  les 

4-4  I  I  4-4 

rapports  compris  entre  — ^  et        ^  )  entre  ^  et  ^—~  • 

1.5  4.74  '■ 

On  peut  déterminer  le  cube  d'un  nombre  A  en  plaçant  le  tiroir, 
soit  en  position  directe,  soit  en  position  inverse. 

Dans  le  premier  cas,  on  amène  l'origine  du  tiroir  au-dessus  du 
nombre  A  de  réchelle  inférieure  et  on  lit  le  résultat  sur  l'échelle 
supérieure,  au-dessus  de  la  division  A  du  tiroir. 

Dans  le  second  cas,  on  place  en  regard  l'une  de  l'autre  les  divi- 
sions A  de  réchelle  inférieure  et  du  tiroir  et  on  lit  le  cube  sur  l'é- 
chelle supérieure,  en  regard  de  l'origine  de  l'échelle  du  tiroir. 
Lorsque  A  est  plus  petit  que  \  10  =  2,  i54,  le  résultat  est  lu  sur  la 
première  échelle  supérieure  et  la  caractéristique  est  égale  au  triple 
du  nombre.  Lorsque  A  est  compris  entre  2,i54  et  Vioo  =  4?^4^i 
le  résultat  est  lu  sur  la  seconde  échelle  supérieure  et  la  caractéris- 
tique est  égale  au  triple  du  nombre  H-  i .  Pour  des  nombres  plus 
grands  que  4>642,  la  lecture  se  ferait  sur  la  troisième  échelle  et  la 
caractéristique  serait  égale  au  triple  du  nombre  -+-  2. 

On  extrait  les  racines  cubiques  en  opérant  à  l'inverse  de  ce  qui 
vient  d'être  dit  pour  l'élévation  à  la  troisième  puissance. 

Soit  à  calculer  b.2  =  \  (^tfif  ^\  a^.a^.  Le  tiroir  étant  placé  en 
position  inverse,  on  fait  coïncider  son  origine,  son  milieu  ou  son 
extrémité,  avec  la  division  de  l'échelle  supérieure  qui  correspond 
au  nombre  dont  on  cherche  la  racine  cubique.  Cette  racine  a  pour 
valeur  celle  des  nombres  égaux  entre  eux  qui  se  trouvent  en  regard 
sur  le  tiroir  et  sur  l'échelle  inférieure.  On  devra  chercher  ces 
nombres  en  regard  entre  zéro  et  2,  i5  si  la  caractéristique  ne  con- 
tient pas  de  fraction,  entre  2,1 5  et  4>^4i  si  la  caractéristique 
résulte  d'un  nombre  entier  augmenté  de  | ou  diminué  de  |,  et  entre 
4.64  et  10,  si  la  caractéristique  résulte  d'un  nombre  entier  aug- 
menté de  I  ou  diminué  de  -j. 

Soit  à  calculer,  par  exemple, 


b^  =  V  '4  X  9  —  v^4  X  3-  —  v/2-  X  9. 


4 

9     ' 

3.6 

'     9 

4 

1 

1.532 

'     9 

4 

3.3 

I       7.12 

)  .532 

o 

3 

3.3 

G       7  •  I  ?■ 
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Les  échelles  seront  ainsi  disposées  : 

Échelle  supérieure.  . 

Tiroir  renversé.  .  . 

Échelle  inférieure.  .  . 

et  l'on  aura 

y'3,ò=  1.532,   a  caractéristique  étant  o, 
v/36   =3.3,  ..  |, 

|/36o  =  7.12,  «  f. 

On  doit,  dans  l'évaluation  des  dernières  décimales,  tenir  compte 
de  ce  que  les  petites  différences  numériques  égales  correspondent 
à  des  différences  de  longueurs  qui  sont,  sur  l'échelle  inférieure, 
doubles  de  ce  qu'elles  sont  sur  l'échelle  du  tiroir.  Si  donc  on  Ht, 
tout  près  d'un  point  oii  deux  nombres  égaux  doivent  coïncider, 
deux  nombres  un  peu  différents  en  regard  l'un  de  l'autre,  la  diffé- 
rence entre  ces  deux  nombres  et  celui  d'exacte  coïncidence  varie 
du  simple  au  double,  selon  qu'on  la  relève  sur  l'échelle  inférieure 
ou  sur  le  tiroir.  Si  l'on  fait  coïncider,  par  exemple,  les  nombres  9, 
on  a 

Tiroir 9.1        9     8,9 

Echelle  inférieure ^-95     9     9i05 

et  l'on  observe  que  le  nombre  9  est  placé  :  d'une  part,  au  tiers  de 
la  distance  entre  9,o5  et  8,9,  à  partir  de  9,o5;  d'autre  part,  au 
tiers  de  la  dislance  entre  8,95  et  9,  i,  à  partir  de  8,9?). 

67.  Nous  avons  vu  plus  haut,  en  décrivant  les  échelles  trigono- 
métriques  du  tiroir,  la  relation  qui  existe  entre  les  sinus  des  angles 
marqués  sur  l'échelle  dite  des  sinus  el  les  nombres  correspondants 
de  l'échelle  supérieure  de  la  règle,  lorsque,  le  tiroir  étant  retourné, 
on  fait  coïncider  les  origines  et  les  extrémités  de  ces  deux  échelles. 
Mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  retourner  le  tiroir  pour  obtenir  le 
sinus  d'un  angle. 

Soit  a  l'angle  donné.  On  fera  glisser  le  tiroir  vers  la  droite  jus- 
qu'à ce  que  la  division  de  l'échelle  des  sinus  correspondant  à  cet 
.ingle  vienne  coïncider  avec  l'extrémité  de  la  règle.   L'extrémité 
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de  l'échelle  supérieure  de  la  règle  marquera  alors,  sur  l'échelle  de 
face  du  tiroir,  un  nombre  a  dont  la  centième  partie  sera  égale  à 
sin  a.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  la  partie  de  l'échelle 
des  sinus  qui  reste  dans  la  rainure  est  égale  à  la  partie  de  l'échelle 
de  face  du  tiroir  qui  est  comprise  entre  son  origine  et  la  divisions. 
Les  nombres  <2,c,  i  de  l'échelle  de  face  du  tiroir  correspondant 
respectivement  aux  nombres  loo,  Z»,  m  de  l'échelle  supérieure  de 
la  règle,  on  a 

1  100        h       m 

siu«  a  c  1 

et  par  conséquent  coséc  y.^=m. 

On  déterminera  le  sinus  d'un  angle  plus  grand  que  50°  en 
prenant  le  sinus  de  son  supplément  et  le  cosinus  d'un  angle  quel- 
conque en  prenant  le  sinus  de  son  complément.  On  déterminera 
aussi  la  sécante  d'un  angle  en  considérant  qu'elle  est  l'inverse  du 
cosinus. 

On  procède  d'une  manière  analogue  avec  l'échelle  des  tangentes, 
construite,  ainsi  (ju'on  l'a  vu,  d'après  le  même  principe  que  celle 
des  sinus.  C'est  ainsi  que,  pour  déterminer  tangoron  amène  la 
division  a  de  l'échelle  des  tangentes  à  coïncider  avec  l'extrémité 
de  la  règle;  l'extrémité  de  l'échelle  supérieure  de  la  règle  marque 
alors  sur  l'échelle  de  face  du  tiroir  la  division  «,  telle  que 


On  a  par  suite 


a 

^  100 


I  1 00        m 

cotangK  =  =  =  —  =2  m. 

tiUllîK  f  I 


Pour  trouver  l'angle  dont  le  sinus  est  égal  à  y,  on  placera  la 
division  5  de  l'échelle  de  face  du  tiroir  sous  la  division  y  de  l'échelle 
supérieure  de  la  règle,  et  l'extrémité  de  la  règle  marquera,  sur  l'é- 
chelle des  sinus,  l'angle  cherché  qui  est  de  45°35'. 

Pour  trouver  l'angle  qui  a  pour  tangente  ^,  on  placera  l'origine  de 
l'échelle  de  face  du  tiroir  sous  la  division  2  de  l'échelle  supérieure 
et  on  lira  l'angle  de  26"  35'  au  point  de  l'échelle  des  tangentes 
marqué  par  l'extrémité  de  la  règle. 

Si  l'angle  cherché  est  plus  grand  que  45",  c'est-à-dire  si  la  tan- 
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genie  donnée  est  plus  grande  que  i,  et,  par  exemple,  égale  à  j4, 

on  remarque  que 

,  ,       17 

cotango;  =  tang(90° —  .t.]  =  -^ 

et  de  l'angle  90° —  x  =  23°  on  déduit  jc  =  67°. 

Les  développements  dans  lesquels  nous  sommes  entrés  permet- 
tront d'effectuer  les  opérations  plus  complexes  dans  lesquelles  les 
lignes  trigonométriques  interviennent. 

On  déterminera,  par  exemple,  le  produit  a:  =  3  ,47  X  sin4o°3o' 
en  faisant  venir  la  division  40"  3o'  de  l'éclielle  des  sinus  à  l'extré- 
mité de  la  règle  et  en  lisant,  sur  l'échelle  de  face  du  tiroir,  le 
nombre  2,26  placé  sous  le  nombre  3,47  ^®  l'échelle  supérieure. 

On  déterminera  le  quotient  x=:=  -^ — rr— ;  enlisant,  dans  la  même 

^  SU)  40"  00 

position  des  échelles,  le  nombre  de  l'échelle  supérieure  placé  au 

dessus  de  la  division  3,47  ^^^^  tiroir. 

„  ,      ,  45 .5  X  sin  9.0"  ,       .      .         , 

On  calculera  x= -. — ^ en  retournant    le   tiroir,  pla- 

SU137''  ^ 

çant  37"  de  l'échelle  des  sinus  en  face  de  4^,5  de  l'échelle  supé- 
rieure et  lisant  le  résultat  25,8  sur  l'échelle  supérieure  au-dessus 
de  la  division  marquée  20". 

^        ,         ,      ,,,          •                           taini;37°  X  16,8  ^  „    ,, 

On  résoudra  1  équation  tang\r  =  — - — y — -^ en  amenant  07 

de  l'échelle  des  tangentes  sous  4^i7  et  lisant  sur  la  même  échelle 
le  résultat  x  =  ly^  au-dessous  du  nombre  i(),8  de  l'échelle  supé- 
rieure. 

Ces  exemples,  que  nous  crovons  inutile  de  multiplier,  conduisent 
immédiatement  à  l'emploi  de  la  règle  logarithmique  pour  la  réso- 
lution des  triangles. 

68.  On  a  aussi  étendu  l'usage  de  la  règle  à  la  résolution  numé- 
rique des  équations. 

Considérons  d'abord  l'équation  du  second  degré 

A-(,r— />)=7, 

dont  les  racines  sont  l'une  positive  et  l'autre  négative.  On  placera 
l'origine  du  tiroir  en  position  inverse  au-dessous  du  nombre  (/  de 
l'échelle  supérieure  de  la  règle,  et  l'on  cherchera  sur  cette  échelle 
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et  sur  celle  du  tiroir  deux  nombres  correspondants  dont  la  diffé- 
rence soit  p.  Le  plus  grand  de  ces  nombres  sera  la  valeur  positive 
àex,  et  le  plus  petit,  affecté  du  signe  — ,  en  sera  la  valeur  négative. 

L'équation  x [x  -{- p)  =  r/  se  résout  comme  la  précédente,  mais 
la  racine  qui  est  positive  dans  l'une  est  négative  dans  l'autre  et 
vice  versci. 

En  appliquant  ce  qui  précède  à  l'équation  x(x  —  8)  =  i4,  on 
trouve  les  racines  ^.-'=9,48  et  x"=  — 1,48.  Pour  l'équation 
x[x  -h  ~)^=  4"^,  on  trouve  x'=  3,87  et  a;"=  —  10,87. 

Considérons  maintenant  l'équation  du  troisième  degré 

jo^  —  j) .r-  —  q  =z  o      ou      .r-  ( ,r  —  p^  :=  q . 

Son  unique  racine,  positive  et  plus  grande  que  p,  sera  déter- 
minée en  plaçant  l'origine  du  tiroir  en  position  inverse  au-dessous 
du  nombi'e  q  de  l'échelle  supérieure  et  en  lisant  sur  l'échelle  infé- 
rieure le  nombre  qui  surpasse  de  la  quantité  p  celui  qui  lui  cor- 
respond sur  le  tiroir. 

S'il  s'agit  de  l'équation  x'^  -I-  px-  4-  7  =  o,  qui  n'a  pas  de  racines 
positives,  on  changera  a:  en  —  z  et  on  aura  la  nouvelle  équation 

Z^  —  pz"^  —  q  zz^  O, 

qui  est  de  la  première  forme. 

Si  l'équation  donnée  est  x^  -h  px  4-  </  =^  o,  on  pose  x  =z -■> 

on  divise  par  q,  et  l'on  obtient  la  nouvelle  formej-(j)'  —  p)^^  (]'i 
qu'on  résout  comme  il  vient  d'être  expliqué.  Les  racines  de  l'équa- 
tion donnée  sont  les  valeurs  de correspondant  aux  valeurs  y 

de  l'équation  transformée  ('). 


(•)  Voit*  pour  plus  de  détails  sur  cette  question  :  Bocr,  Resolution  des  é(jnations 
numériques  du  troisième  degré  an  moyen  de  la  règle  à  calcul,  dans  les  Comptes  rendus 
des  séances  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris,  t.  XLIV,  1807,  p.  12-20  ;  A.  L.vbosne, 
Instruction  sur  la  règle  à  calcul,  etc.;  Paris,  1872,  p,  20-82.  On  se  trouve  assez  rarement 
dans  le  cas  d'avoir  à  résoudre  des  équations  du  troisième  degré,  et,  lorsque  ce  cas 
se  présente,  on  ne  peut  pas,  le  plus  souvent,  se  contenter  du  petit  nombre  de  déci- 
males que  la  règle  fournit.  Le  procédé  indiqué  par  Bolr  a  cependant  l'avantage  de 
]>rocurer  sans  calcul  une  première  approximation.  Après  cette  recherche,  qui  exige 
ordinairement  un  assez  grand  nombre  de  tentatives,  on  a  recours  aux  procédés 
algébriques,  s'il  y  a  lieu. 
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V.  —  Modifications  apportées  à  la  règle  logarithmique. 

69.  On  trouve  dans  le  commerce  des  règles  de  o"',52,  dans 
lesquelles  certaines  échelles  s'écartent  de  la  disposition  qud  nous 
avons  précédemment  décrite.  La  face  du  tiroir,  au  lieu  de  présenter, 
sur  chacun  de  ses  bords,  une  reproduction  de  l'échelle  supérieure 
de  la  règle,  porte  deux  échelles  différentes,  respectivement  pareilles 
aux  échelles  de  la  règle  qui  leur  font  vis-à-vis.  Sur  le  revers  du 
tiroir,  l'échelle  des  parties  égales  est  placée  entre  les  deux  autres, 
et  la  graduation  de  l'échelle  des  sinus  est  renversée  par  rapport  à 
la  graduation  de  l'échelle  des  tangentes. 

Ces  grandes  règles  sont  toujours  munies  d'un  indicateur.  Elles 
comportent  un  plus  grand  nombre  de  divisions  et  permettent,  dès 
lors,  de  calculer  avec  plus  d'exactitude.  Le  degré  d'approximation, 
en  ce  qui  touche  la  multiplication,  la  division  et  les  proportions, 
est  notablement  accru  par  l'adjonction  sur  la  face  du  tiroir  d'une 
échelle  égale  à  l'échelle  inférieure  de  la  règle.  On  arrive  en  effet, 
grâce  à  celte  modification,  au  même  degré  d'approximation  qu'avec 
une  règle  du  type  ordinaire,  mais  dont  la  longueur  serait  qua- 
druplée. 

70.  Une  modification  apportée  à  la  règle  logarithmique  par 
M.  Mannhelm  (')  permet  d'obtenir,  non  seulement  pour  la  multl- 
[)llcatlon  et  pour  la  division,  mais  encore  pour  les  proportions,  les 
carrés,  les  cubes,  les  racines  carrées  et  cubiques,  etc.,  des  résultais 
deux  fois  plus  approchés  qu'avec  une  règle  ordinaire  de  mémo 
longueur.  Dans  la  nouvelle  règle,  dite  à  échelles  repliées,  la  règle 
proprement  dite  porte  deux  échelles  égales,  dont  les  divisions 
s'étendent  de  i  à  lo.  La  face  du  tiroir  porte  également  deux 
échelles.  L'inférieure  est  divisée  en  parties  égales,  de  i  à  5oo.  La 


(')  Voir  HisELEn,  Anweiiuu^  f'ùr  die  von  AI.  Maïuiheuii  verhessertcii  licchriistàbc 
(sans  date);  A  Mannheim,  lièif/e  à  calcul  à  échelles  repliées  ;  iiiscructioit  abrégée  (i85i). 
Le  principe  de  la  règle  h  échelles  repliées  a  été  appliqué  sur  une  règle  cylindi'ique  doni 
le  moilèlc  est  exposé  dans  les  galeries  du  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers.  (;<>  modèle, 
de  0",  i3ó  de  longueur,  permet  d'obtenir  le  produit  de  deux  nombres  avec  rajiproxima- 
tion  que  donnerait  une  ancienne  règle  ordinaire  de  2'".  {Nocice  sur  les  tra^-aux  mathé- 
matiques de  M.  Mannheim,  etc.,  Paris,   1875,  p.  33). 
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supérieure  reproduit  les  divisions  des  échelles  de  la  règle,  à  cette 
différence  près  que,  au  lieu  de  porter  le  nombre  i  à  l'origine  et  le 
nombre  lo  à  l'extrémité,  elle  porte  le  nombre  i  en  son  milieu.  La 
disposition  est  celle  qu'on  obtiendrait  en  supprimant  les  deux 
quarts  extrêmes  d'une  échelle  double,  étendue  de  i  à  loo,  et  en 
conservant  la  moitié  intermédiaire,  formée  de  deux  parties  symé- 
triques par  rapport  à  la  division  lo.  Les  points  où  l'échelle  double 
se  trouverait  ainsi  coupée  correspondent  à  y'io  et  à  loy/io,  car 

log  y/ IO  =  -  et  log  10  y/ 10  =::;  I  H 

Les  nombres  doivent  être  lus  sur  la  moitié  du  tiroir  à  droite  ou 
sur  la  moitié  à  gauche,  selon  que  leurs  premiers  chiffres  signifi- 
catifs sont  inférieurs  ou  supérieurs  aux  premiers  chiffres  de  y/Tô. 
Le  revers  du  tiroir  est  disposé  comme  si  une  échelle  simple, 
graduée  de  i  à  lo,  mais  deux  fois  plus  longue  que  les  pi'écédenles, 
avait  été  divisée  en  deux  parties  égales,  dont  on  aurait  placé  la 
première  au  bord  supérieur  du  revers  et  la  seconde  au  bord  infé- 
rieur (  '  ). 


(')  Nous  empruntons  à  l'instruction  rédigée  par  M.  Mannlieim  quelques  brèves 
indications  sur  l'emploi  de  cet  instrument. 

Multiplication. —  Amener  le  i  milieu  du  tiroir  en  regard  de  l'un  des  nombres  et  lire 
le  produit  sur  le  tiroir  en  regard  de  l'autre  nombre.  Le  i  milieu  étant  amené  sous  2, 
on  trouve  au-dessus  de  3  le  produit  6  =  i  X  3.  S'il  s'agit  de  multiplier  !\  par  3,  le  i 
milieu  amené  sous  4  ne  permet  pas  de  lire  le  produit  au-dessous  de  3  ;  on  l'amùne 
alors  au-dessous  de  3,  et  le  produit  12  est  lu  en  regard  du  4  du  tiroir. 

Division. — Amener  le  dividende  lu  sur  le  tiroir  en  regard  du  diviseur;  lire  le  quotient 
en  regard  de  l'un  des  i  de  la  règle.  Pour  diviser  9  par  2,  on  amène  9  sous  2,  et  le 
quotient  4)5  est  lu  en  regard  du  i  gauche  de  la  règle.  Pour  diviser  9  par  4,  on  amène 
g  sous  4)  et  le  quotient  2,25  est  lu  en  regard  du  1  droite  de  la  règle. 

Proportions.  —  Mettre  en  regard  les  termes  du  rapport  connu  et  lire  la  valeur  do 
l'inconnue  en  l'ace  du  terme  connu  du  second  rapport.  Les  numérateurs  doivent  être 
lus  sur  la  môme  ligne  et  les  dénominateurs  pareillement.  11  est  quelquefois  nécessaire 

de  transformer  la  proportion  donnée.  Dans  la  proportion  --=:—,  par  exemple,  on 

4        X 

ne  peut  pas  lire  x  sur  le  tiroir  après  avoir  lu  2  sur  la  règle.  On  place  alors  2  du  tiroir 

en  regard  de  4  de  la  règle,  et  l'on  trouve  sur  la  règle  .r  =  24  en  regard  de  12.  On  peut 

toujours  donner  à  une  proportion  la  forme  qui  permet  d'obtenir  le  résultat  pur  un 

seul  mouvement  du  tiroir. 

Carrés  et  racines  carrées. —  Retourner  le  tiroir  pour  faire  usage  de  l'échelle  repliée, 
et  faire  coïncider  les  divisions  1  de  cette  échelle  avec  les  divisions  i  de  la  règle.  Les 
nombres  lus  sur  la  règle  sont  alors  les  carrés  des  nombres  lus  en  regard  sur  le  tiroir, 
et  vice  versa.  , 

Cubes  et  racines  cubiques.  —  Renverser  l'échelle  repliée.  Pour  déterminer  le  cube  de 
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La  règle  est  munie  d'un  curseur,  dont  on  fait  usage  quand  le 
résultat  ne  peut  être  fourni  que  par  une  suite  d'opérations. 

La  règle  à  échelles  rej)liées  permet  d'obtenir,  à  dimensions 
égales,  des  résultats  plus  approchés.  Ses  inconvénients  tiennent  à 
l'absence  des  échelles  trigonométriques  et  à  la  réduction  du  nombre 
des  opérations  qu'on  peut  mener  à  fin  sans  déplacer  le  tiroir. 

7J.  M.  L.  Lalanne  a  fait  construire  des  règles  en  carton,  com- 
prises entre  deux  lames  de  verre.  La  table  supérieure  contient 
quatre  échelles,  qui  sont  comme  l'échelle  des  sinus,  l'échelle  des 
tangentes,  l'échelle  supérieure  et  l'échelle  inférieure  de  la  règle 
ordinaire,  et  qui  se  succèdent,  de  haut  en  bas,  dans  l'ordre  où 
nous  venons  de  les  énumérer.  Deux,  coupures  pratiquées  dans  le 
carton,  l'une  entre  les  deux  premières  échelles,  l'autre  entre  les 
deux  dernières,  laissent  voir,  sur  la  face  d'un  tiroir  glissant  au- 
dessous  du  carton  fixe,  deux  nouvelles  échelles,  qui  ne  différent 
en  rien  de  l'échelle  placée  sur  la  face  du  tiroir  dans  la  règle  ordi- 
naire. Les  revers  de  la  règle  et  du  tiroir  portent  des  échelles 
pareilles  à  l'échelle  inférieure  de  la  règle  ordinaire. 

La  règle  en  carton  est  très  utile,  à  raison  surtout  de  ce  qu'on 
peut  faciliter  un  grand  nombre  de  calculs  pratiques  en  inscrivant 
divers  facteurs  constants  sur  ses  échelles.  Son  principal  inconvé- 
nient consiste  dans  la  fragilité  de  l'enveloppe  (  *  ). 


3,  par  exemple,  amener  3  du  tiroir  en  regard  de  3  de  la  règle  et  lire  le  résultat  27 
sur  la  règle  en  regard  de  1  du  tiroir.  Inversement,  pour  déterminer  la  racine  cubique 
de  37,  amener  i  du  tiroir  en  regard  de  ce  nombre  et  chercher  les  deux  divisions  e.i 
regard,  réelles  ou  fictives,  qui  sont  affectées  du  même  nombre  3. 

Logarithmes. —  Lire  les  nombres  sur  l'échelle  repliée,  retournée,  mais  non  renversée, 
et  les  lo[;arilhmes  au  revers  du  tiroir,  en  regard  du  trait  marqué  dans  une  encoche 
derrière  la  règle.  2  du  tiroir  étant  amené  au-dessous  de  i  gauche  de  la  règle,  on  lit 
derrière  celle-ci  log2  =  o,3oi.  Lorsque  le  nombre  est  lu  sur  le  tiroir  en  face  du 
I  de  l'échelle  inférieure  de  la  règle,  on  ajoute  5  au  premier  chiffre  de  la  partie 
décimale  du  logarithme.  Si  l'on  a  amené,  par  exemple,  le  4  du  tiroir  en  regard  du  i 
gauche  de  la  règle,  on  lit  0,102  au  revers,  et  l'on  écrit  log'i  zio,Go2. 

(')  M.  Lalan.ne  a  rapporté,  dans  une  publication  récente,  les  circonstances  qui  i'oiU 
amené  à  adopter  cette  disposition  :  «  L'usage  de  la  règle  à  calcul  venait,  dit-il,  d'être 
introduit  dans  l'enseignement  secondaire  et  figurait  dans  les  programmes  des  con- 
naissances exigées  pour  l'admission  à  l'École  Polytechnique  et  à  l'École  militaire; 
mais  les  instruments  de  ce  genre  manquaient,  et  la  plate-forme  qu'un  habile  con- 
structeur (M.  Gravet,  .successeur  de  Lcnoir)  montait  à  grands  frais  exigeait  encore 
un  long  travail.  C'est  dans  ces  circonstances  que  la  règle  à  enveloppe  de  verre  l'ut 
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VI.  —  Universal  proportion  Table. 

72.  Nous  devons  mentionner  tout  particulièrement,  parmi  les 
instruments  auxiliaires  de  calcul,  V universal  propoilioii  Tahlv. 
du  professeur  Everelt. 

Cette  Table  se  compose  (P/.  7)  de  deux  cartons  A  et  B,  con- 
tenant chacun  une  double  suite  continue  de  nombres.  Les  chifires 
employés  à  la  graduation  sont  de  deux  sortes.  Les  uns,  en  gros 
caractères,  accouplés  deux  à  deux,  représentent  les  deux  premiers 
chiffres  des  nombres  et  sont  placés  en  regard  des  divisions  princi- 
pales. Les  autres,  en  caractères  plus  petits  et  isolés,  représentent 
le  troisième  chiffre  des  mêmes  nombres  et  sont  placés  en  regard 
des  divisions  de  second  ordre.  Les  nombres  ainsi  représentés 
peuvent  être  entiers  ou  fractionnaires,  aucune  différence  n'exis- 
tant, quant  aux  chiffres  significatifs,  entre  un  nombre  quelconque 
et  son  produit  ou  son  quotient  par  lo. 

La  première  division  principale  de  la  première  colonne  à  gauche 
du  carton  Best  marquée  10  et  peut  représenter,  selon  les  cas,  looo, 
loo,  lo,  I,  o,i,  o,oi,  ...  La  division  de  second  ordre  immé- 
diatement inféineure  est  marquée  i  et  peut  représenter  loio,  loi, 
io,i,  I  ,oi,  .  .  .  Viennent  ensuite  les  divisions  de  second  ordre 
marquées  2,  3,  ...  ,9  et  aboutissant  à  la  division  principale  IL  Les 
distances  entre  les  divisions  secondaires  marquées  i ,  2  , ...  ,9  sont 
à  leur  tour  subdivisées  par  neuf  traits  de  troisième  ordre,  non 
chiffrés,  en  dix  intervalles  égaux. 

A  partir  de  la  division  principale  11  et  jusqu'à  la  division  prin- 
cipale 21,  les  intervalles  de  troisième  oi'dre  sont  réduits  de  dix  à 


imagiuée.  Au  moyen  d'une  gravure  exécutL'C  avec  précision,  M.  Lalanxe  put  faii'tî 
livrer  en  quelques  semaines,  aux  établissements  d'instruction  publique,  des  centaines 
de  règles  glissantes,  d'une  précision  généralement  égale  à  celle  de  la  règle  en  bois, 
d'une  lecture  plus  facile,  donnant  plus  de  résultats,  et  dont  le  prix  ne  surpassait  pas 
le  tiers  du  prix  de  celle-ci  »  {Notice  sur  les  travaux  et  titres  scientifiques  de  M.  Léon 
Lalasne,  etc.;  Paris,  1876,  p.  3'i).  M.  Lalanne  a  expliqué  l'usage  de  sa  règle  dans  une 
brochure  intitulée  Instruction  sur  les  resles  èi  calcul  et  particulièrement  sur  la  nou- 
velle règle  à  enveloppe  de  verre  (iSji,  i85'|  et  j86j;.  Cette  brochure  a  été  traduite  en 
anglais  (  A  Treatise  on  the  slide  mie  with  description  of  Lalanne' s  glass  rulc,  by 
the  Rev.  W.  Elliot,  London,  i85i),  en  allemand  {Gebrauclis-Anweisung  fitr  Rechen- 
stàbe,  etc.,  Paris,  iSóa)  et  en  espagnol  [Instruccion  sobre  las  reglas  de  calcolo,  etc., 
Paris,  it-52). 
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cinq,  d'où  11  suit  que,  si  II  représente  le  nombre  i  100,  les  quatre 
traits  diviseurs  compris  entre  11  et  11 1,  par  exemple,  ne  repré- 
sentent pas  I  101 ,  1 1  02,  I  io3  et  i  io4,  mais  bien  i  102,  i  io4,  i  106 
et  1 108.  Les  divisions  comprises  entre  11  et  le  pied  de  la  première 
colonne  représentent  dès  lors  tous  les  nombres  pairs,  depuis  1 100 
jusqu'à  1260  ;  les  divisions  de  la  seconde  colonne  représentent  les 
nombres  pairs  depuis  1208  jusqu'à  i586;  celles  de  la  troisième 
colonne  représentent  les  nombres  pairs  depuis  i584  jusqu'àiggô. 
La  quatrième  colonne  commence  à  1994  et  donne  tous  les  nombres 
pairs  jusqu'à  2100.  Au  delà  de  ce  nombre,  les  intervalles  de  troi- 
sième ordre,  qui  avaient  décru  par  degrés  imperceptibles  depuis  11 , 
augmentent  subitement  en  étendue,  et  leur  nombre  entre  deux  divi- 
sions successives  de  second  ordre  se  trouve  réduit  à  deux.  Par  suite, 
les  divisions  comprises  entre  21  et  le  pied  de  la  colonne  marquent 
2100,  2io5,  21 10,  21 15,  ....  Les  divisions  de  la  cinquième  colonne 
représentent  les  nombres  de  cinq  en  cinq,  depuis  20 1  o  jusqu'à  3 1 65. 
De  même,  celles  de  la  sixième  colonne,  depuis  3 160  jusqu'àSgSo,  et 
celles  de  la  septième  depuis  8980  jusqu'à  4800.  A  partir  de  4800, 
les  divisions  de  troisième  ordre  disparaissent;  les  petits  caractères 
qui  représentaient  jusque-là  les  troisièmes  chiffres  des  nombres 
disparaissent  aussi;  les  neuf  divisions  intermédiaires  de  second 
ordre  sont  maintenues,  bien  qu'elles  cessent  d'être  chiffrées,  et  les 
nombres  croissent  de  dizaine  en  dizaine  jusqu'à  la  fin  de  la  sep- 
tième colonne,  c'est-à-dire  jusqu'à  0020,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  d'unité  en  unité  depuis  480  jusqu'à  5o2.  Ce  système  de 
division  et  de  graduation  se  poursuit  jusqu'à  la  fin  de  la  dixième 
colonne,  c'est-à-dire  jusqu'au  nombre  1000. 

Les  divisions  et  chiffralsons  des  dix  autres  colonnes  de  B  répètent 
les  dispositions  que  nous  venons  de  décrire.  Chaque  nombre  figure 
donc  deux  fois  sur  le  carton,  et  un  nombre  quelconque,  pris  dans 
l'une  des  dix  premières  colonnes,  se  trouve  répété,  à  la  même  hau- 
teur, dans  la  dixième  colonne  à  droite  de  celle  que  l'on  considère. 

Les  colonnes  du  carton  B  alternent  avec  des  lumières  rectangu- 
laires, à  travers  lesauelles  on  peut  faire  apparaître  les  colonnes 
divisées  et  chiffrées  du  carton  A. 

Les  nombres  figurent  aussi  deux  fois  sur  ce  carton,  mais  avec 
une  disposilion  dKfércnte.  La  moitié  inférieure  de  chaque  colonne 
est  exactement  reproduite  dans  la  [)remière  moitié  de  la  colonne 
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suivante.  Celte  disposition  s'applique  même  à  la  vingtième  et 
dernière  colonne,  considérée  comme  précédant  immédiatement  la 
première. 

Indépendamment  des  divisions  que  nous  venons  d'indiquer, 
chaque  carton  porte  une  série  de  droites  tracées  dans  toute  son 
étendue  et  seulement  interrompues,  dans  le  carton  B,  par  les 
vides  à  travers  lesquels  doivent  apparaître  les  chiffres  du  carton  A. 
Ces  droites  ont  pour  objet  de  faciliter  l'adaptation  des  cartons 
lorsque  A  est  recouvert  par  B.  Le  désir  d'éviter  toute  confusion 
nous  a  conduit  à  ne  pas  les  représenter  sur  la  figure. 

On  superpose  les  cartons  de  telle  sorte  que  les  colonnes  de  divi- 
sions et  les  chiffres  de  A  soient  visibles  à  travers  les  vides  de  B  ;  on 
établit  ensuite  une  correspondance  parfaite  entre  les  divisions,  en 
faisant  coïncider  les  droites  dont  nous  venons  de  parler.  Tous  les 
nombres  de  l'un  des  cartons  sont  alors  proportionnels  à  ceux  qui 
leur  font  face  sur  l'autre.  Par  exemple,  si  16  sur  A  a  été  mis  en 
face  de  48  sur  B,  ce  qui  est  le  cas  de  \^  fig-  4^>  chacun  des  nombres 

de  A  sera  les  7-5  ou  le  ^  du  nombre  coi'respondant  de  B.   On  dis- 
40  o  ^ 

pose  ainsi  d'une  Table  qui  comprend  tous  les  nombres  possibles  et 

qui  fournit  tous  les  rapports  possibles  entre  ces  nombres. 

On  ne  peut  effectuer  directement  que  des  règles  de  trois  au 
moyen  des  cartons.  Pour  obtenir  la  quatrième  proportionnelle  entre 
trois  nombres  donnés,  il  faut  placer  le  second  terme  de  B  en  face 
du  premier  terme  de  A  :  le  nombre  cherché  se  trouve  sur  B,  en 
face  du  troisième  terme  de  A. 

La  Table  d'Everett  permet  de  résoudre  très  simplement  les  pro- 
blèmes suivants  :  multiplication,  division,  réduction  d'échelles  ou 
de  valeurs,  formation  de  Tables  de  correspondance  entre  deux 
quantités  variant  dans  un  rapport  constant,  mesure  des  aires  et  des 
volumes,   élévation   aux  puissances,  recherche    de  la  valeur  des 

expressions  de  la  forme  «/■«  ou  —  j  extraction  des  racines,  déter- 
mination du  logarithme  d'un  nombre  quelconque,  etc. 

VII.  —  Fuiler's  computing  telegraph. 

73.  Bien  que  les  divers  systèmes  précédemment  décrits  réalisent 
de  grands  avantages,  on  doit  reconnaître  que  la  forme  circulaire 
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/bonvient  mieux  à  une  règle  logarithmique.  Un  instrument  de  cette 
/forme,  proposé  en  Amérique  par  John  Fuller  ('),  a  acquis  en 
I  Angleterre  un  succès  mérité.  On  peut  adopter,  dans  sa  construc- 
tion, diverses  dispositions,  parmi  lesquelles  nous  signalerons  la 
suivante. 

Deux  disques  superposés,  de  o™,  i  de  rayon,  tournent  autour 
de  leur  axe  commun.  Le  limbe  de  chacun  d'eux  porte  une 
échelle  logarithmique  disposée  de  telle  sorte  que  la  circonférence 
entière  représente  le  logarithme  de  lo.  Les  petits  arcs  marqués 
par  les  divisions  du  limbe  correspondent  aux  mantisses  des  loga- 
rithmes des  nombres  loo,  loi,  102,  jusqu'au  nombre  1000,  qui 
coïncide  avec  100.  Pour  un  rayon  de  o™,ioo,  le  développement  de 
la  circonférence  est  de  o",G28,  et  les  2""",  n  qui  séparent  100  de  101 
peuvent  être,  à  vue  d'œil,  divisés  au  moins  en  trois  parties.  Au 
delà  de  3oo,  la  graduation  est  faite  de  deux  en  deux  unités  et  porte 
les  nombres  3o2,  3o4,  3o6,  . .  .,  jusqu'à  5oo  (différence  ()'",ooi). 
De  5oo  à  1000,  la  graduation  est  faite  de  cinq  en  cinq  unités  et 
donne  5o5,  5io,  ...,  995,  1000  (différence  1™'",-). 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  diviser  100  par  1,43,  on  fera  tourner 
l'un  des  disques  jusqu'à  ce  que  sa  division  i45  corresponde  à  la 
division  100  de  l'autre  disque  :  la  division  100  du  premier  disque 
correspondra  alors  au  nombre  689,75  ou  68,9-5  du  second,  c'est- 
à-dire  au  quotient  de  100  par  i,45.  On  lira  de  la  même  manière 
le  quotient  correspondant  à  tout  autre  nombre.  L'ei'reur  ne  dépasse 

L'instrument  de  Fuller  a  été  construit  à  un  point  de  vue  pure- 
ment commercial  et  en  dehors  de  toute  préoccupation  scientiiique. 
Sa  vulgarisation  rendrait  accessibles  à  tous  des  opérations  qui  ne 
peuvent  être  effectuées  que  par  un  petit  nombre  de  personnes. 

VIII.  —  Arithmographe  circulaire. 
74.  Sur  trois  échelles  circulaires  concentriques  {_fig- 4~),  deux 


(')  Tclrgrophic  computer,  a  inosC  wonderful  and  extraordinary  iiislnimvnt,  by 
which  business  (juestions,  of  every  possible  variety ^  arc  inslantly  perjormed  :  a  saje 
and  speedy  check  to  avoid  vexations  errors,  affording  at  the  sanie  tiine  a  grcater 
ainount  of  practical  business  hnowledge,  than  can  be  obtained  for  len  limes  the  cost 
of  the  work.  Sold  only  by  subscription,  John  E.  Fullf.k,  proprictor,  New- York. 
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sont  supposées  fixes  et  présentent,  à  partir  d'un  même  ra\on,  des 
graduations  respectivement  semblables  à  celles  , 

des  échelles  inférieure  et  supérieure  de  la  règle 
logarithmique  ordinaire.  La  troisième  échelle       ^,0- 
circulaire,  comprise    entre  les  deux  autres  et     vf/^// 
formant  tiroir,  est  graduée  comme  l'échelle  su- 
périeure de  la  règle  et  tourne  autour  du  centre      yy 
commun. 

Soient  M,  N,  P  et  M,,  N,,  P,  deux  séries  de 
nombres  correspondant  à  des  divisions  qui  coïncident  dans  une 
certaine  position  de  l'échelle  mobile.  On  aura 


P, 


SI 


:p  —  n=p, 


Fis.  48- 


m  et  7//1  étant  les  nombres  de  chiffres  de  M  et  de  M,  ou  ces 
nombres  diminués  d'une  unité  selon  qu'on  lit  M  et  M,  sur  la  pre- 
mière ou  sur  la  seconde  partie  du  cercle  extérieur;  p  et  />,  étant 
les  nombres  de  chiffres  de  P  et  de  P|  ;  enfin  ji  et  7/1  étant  les 
nombres  de  chiffres  de  N  et  de  N,  lorsque  N 
et  Ni  sont  lus  en  dehors  de  l'intervalle  compris 
entre  l'origine  des  échelles  fixes  et  l'origine  de 
l'échelle  mobile.  Si  au  contraire  l'un  de  ces 
nombres,  Nj  par  exemple,  se  trouve  placé  dans 
cet  intervalle  (  voir  \a  Jig.  48,  où  le  sens  de  la 
graduation  est  indiqué  par  une  flèche),  77,  est 
supérieur  d'une  unité  au  nombre  de  chiffres 
deN,. 

L'arithmographe  circulaire  fournit  les  produits,  les  quotients  et 
les  quatrièmes  termes  des  proportions  avec  la  même  approximation 
qu'une  règle  ordinaire  dont  la  longueur  serait  égale  au  double  de 
la  circonférence  de  contact  de  l'échelle  intérieure  et  de  l'échelle 
intermédiaire. 


7o.    Parmi  les    diverses    dispositions    qu'on   peut   donner    aux 
échelles  circulaires,  nous  citerons  encore  celle  qui  consiste  à  les 
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tracer  sur  un  cvlindrc.  La  partie  de  la  surface  cylindrique  qui  porte 
l'échelle  intermédiaire  tourne  alors  autour  de  l'axe. 


& 


S 


IX.  —  Spiral  slide  rule  de  Fuller. 

76.   Le  professeur   Georges   Fuller,    de    Belfast,   a   récemment 
imaginé  sous  ce  nom  V hélice  à  calcul  que  nous  allons  décrire  (M. 
j,-j     /  Un   cylindre  d   {Jig.  4y),   monté   sur  un    manchon 

concentrique  /',  est  susceptible  d'un  mouvement  de 
rotation  autour  de  son  axe  et  d'un  mouvement  de 
translation  suivant  le  même  axe.  Une  échelle  losrarith- 
mique  ordinaire  est  enroulée  en  spirale  autour  du  cv- 
lindre.  Un  indice  b  est  fixé  par  une  tige  à  la  poignée 
e  du  manchony.  Une  seconde  tige  rattache  deux  autres 
indices  a  et  c  à  l'arbre  g,  qui  glisse  à  frottement  doux 
dans  le  manchon^.  La  distance  ac  est  égale  au  segment 
de  génératrice  cylindrique  compris  entre  l'origine  de 
la  spirale  et  son  extrémité.  Les  mouvements  relatifs 
des  trois  pièces  concentriques  permettent  de  placer  les 
indices  a  et  c  en  regard  de  tous  les  points  du  cylindre 
(I.  Deux  arrêts  o  et  p  sont  respectivement  fixés  à  d  et 
à  y,  de  telle  sorte  que,  si  on  les  fait  buter  l'un  contre 
l'autre,  l'indice  b  marque  l'origine  de  l'échelle  loga- 
rithmique. L'appareil  porte  encore  deux  échelles  :  l'une 
rectiligne,  n,  tracée  sur  la  tige  ac  des  indices  mobiles; 
l'autre  circulaire,  ni,  placée  à  la  base  supérieure  du  cvlindrc  d. 

Cette  disposition  permet  d'avoir  une  échelle  logarithmique  très 
développée  sur  un  appareil  de  dimensions  restreintes.  L'échelle 
spirale  étant  d'ailleurs  unique,  chacune  de  ses  unités  de  longueur 
correspond  à  deux  unités  de  l'échelle  rectiligne  pratiquée  sur  la 
règle  ordinaire.  La  spirale,  donila  longueur  totale  eslde  5oo  pouces 
soit  de  12"', 70,  équivaut  donc  à  une  règle  droite  de  25"\4o  ou  à 
un  appareil  circulaire  de  4™7"38  de  diamètre.  Elle  fournit  des 
résultats  approchés    au   dix-millième  et  présente  des   intervalles 


(')  Spiral  slide  rule,  équivalent  lo  a  straii^lit  slide  rule  83  feet  !\  incites  lonff,  or, 
a  circiilar  rule  l'i /cet  3  incites  in  diameCer,  George  Filier,  M.  Iiist.  C.  E.,  protessor 
of  engineering  in  Ihe  Qucen's  University,  lieland.  London,  1878. 
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de  o™,ooo552  entre  deux  nombres  consécutifs  de  quatre  cliifTres. 

Son  développement  permet  d'imprimer  en  i^egard  des  divisions 
les  trois  premiers  chiffres  des  nombres,  alors  que  le  premier  chiffre 
seulement  peut  trouver  place  sur  la  règle  ordinaire.  Enfin,  les 
opérations  effectuées  au  moyen  des  indices  deviennent  purement 
mécaniques  et  n'exigent  aucun  effort  d'esprit. 

Les  intervalles  entre  deux  divisions  principales  consécutives  de 
l'échelle  sont  subdivisés  en  dix  parties  depuis  l'origine  jusqu'au 
nombre  65o  et  en  cinq  parties  seulement  depuis  65o  jusqu'à  looo; 
d'où  il  suit  que  les  nombres  de  quatre  chiffres  sont  tantôt  marqués 
directement  sur  l'échelle,  tantôt  complétés,  quant  au  quatrième 
chiffre,  par  le  point  de  l'échelle  qui  occupe  le  milieu  entre  deux  di- 
visions consécutives.  C'est  ainsi  que  le  nombre  5285,  par  exemple, 
correspond  exactement  à  une  division  tracée,  tandis  que  le 
nombre  8853  doit  être  lu  au  milieu  de  l'intervalle  qui  sépare  8852 
de  8854. 

Les  intervalles  de  second  ordre  ont  d'ailleurs,  dans  la  plus 
grande  partie  de  l'échelle,  une  amplitude  suffisante  pour  qu'on 
puisse  facilement  apprécier  à  l'œil  de  nouvelles  subdivisions  et  lire 
des  nombres  de  cinq  chiffres.  Comme  dans  tous  les  instruments  à 
division  logarithmique,  les  nombres  marqués  sont,  à  volonté, 
entiers  ou  fractionnaires,  les  résultats  absolus  étant  les  mêmes  pour 
un  nombre  donné  et  pour  le  produit  ou  le  quotient  de  ce  nombre 
par  une  puissance  quelconque  de  lo. 

Pour  effectuer  une  multiplication  au  moven  de  l'hélice  calcula- 
trice, on  place  l'indice  fixe  b  en  regard  de  loo  et  l'un  des  indices 
mobiles  («  ou  c)  en  regard  du  multiplicande.  On  fait  ensuite 
mouvoir  le  cvlindre  â  jusqu'à  ce  que  le  multiplicateur  soit  marqué 
par  l'indice  fixe,  et  on  lit  le  produit  sous  l'un  des  indices  mobiles 
(c  ou  a). 

S'il  s'agit  d'une  division,  on  place  l'indice  fixe  sur  le  diviseur,  et 
l'on  amène  en  regard  du  dividende  l'indice  mobile  supérieur  c  ou 
l'indice  inférieur  «,  selon  que  le  premier  chiffre  du  diviseur  est 
plus  grand  ou  plus  petit  que  le  premier  du  dividende.  On  déplace 
ensuite  le  cylindre  d  de  façon  à  ramener  l'indice  h  à  l'origine  de 
l'hélice,  c'est-à-dire  à  loo,  et  on  lit  le  quotient  en  face  de  l'un  des 
deux  indices  mobiles. 

Pour  effectuer  simultanément  une  multiplication  et  une  divi- 
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Sion,  c  cst-a-dire  pour  trouver  le  qualricme  ternie  x  =         dune 

proportion,  on  amène  Tindice  fixe  en  regard  du  dénominateur, 
puis  l'un  des  indices  mobiles  en  regard  de  l'un  des  facteurs  du 
numérateur,  et  l'on  déplace  le  cylindre  juscju'à  ce  que  le  second 
facteur  soit  marqué  par  l'indice  fixe.  Le  quatrième  terme  de  la 
proportion  est  alors  fourni  par  le  point  de  l'échelle  en  regard  duquel 
se  trouve  l'un  des  deux  indices  mobiles. 

Pour  obtenir  directement  le  produit  mnp  de  trois  nombres,  on 
amène  l'indice  fixe  à  loo  et  l'indice  mobile  à  iii\  on  met  le 
cvlindre  en  mouvement  jusqu'à  ce  que  l'indice  mobile  marque 
l'extrémité  de  l'échelle;  on  place  ensuite  l'indice  mobile  en  regard 
de  n  et  on  fait  de  nouveau  mouvoir  le  cylindre  jusqu'à  ce  que 
l'indice  fixe  se  trouve  en  face  de  /;.  On  lit  alors  le  produit  lunp 
en  regard  de  l'indice  mobile. 

Pour  l'élévation  aux  puissances  et  pour  l'extraction  des  racines, 
on  place  l'indice  mobile  supérieur  c  en  regard  du  nombre  donné; 
on  détermine,  au  nioven  des  échelles  auxiliaires  m  et  u,  la  man- 
tisse du  logarithme  de  ce  nombre;  on  ajoute  la  caractéristique,  et, 
selon  le  cas,  on  multiplie  par  l'indice  de  la  puissance  ou  l'on 
divise  par  l'indice  de  la  racine.  On  amène  ensuite  le  cylindre  d  à 
la  position  qui  permet  de  lire  sur  les  échelles  m  et  n  la  partie 
décimale  du  produit  ou  du  quotient  ainsi  obtenu.  La  puissance  ou 
la  racine  est  alors  marcjuée  par  l'indice  c  sur  l'hélice. 

Lorsque  ces  dernières  opérations  doivent  porter  sur  des  fractions 
décimales,  on  évite  l'emploi  des  caractéristiques  négatives  et  les 
erreurs  qui  pourraient  en  être  la  conséquence  en  effectuant  la 
transformation  des  fractions  décimales  en  fractions  ordinaires. 

L'hélice,  comme  tous  les  instruments  analogues,  se  prête  à  un 
grand  nombre  d'opérations,  telles  que  les  calculs  d'intérêts, 
simples  ou  composés,  les  déterminations  d'aires,  etc. 

X.  —  Abaque  de  M.  L.  Lalanne. 

77.  h'nhaf/uc  ou  coniptcnr  luiivevsel  de  M.  Lalanne  est  une 
Table  extrêmement  ingénieuse,  fondée  sur  le  même  principe  que 
^  Jigle  lo^arUhmiquc  (').  Elle  consiste  [fig.  5o,  Planche)  en  un 

(')  Voir  L.  Lalanne,  Description  et  nuage  île  l'abaque,  etc.  (iS/|5;   2"  édit.,   i85i; 
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carré  de  o"",  20  de  côté,  dont  la  base  et  le  còle  gauche  vertical 
sont  divisés  en  90  parties,  proportionnelles  aux  logarithmes  des 
go  nombres  compris  entre  10  et  100,  ou  plutôt  aux  excès  de  ces 
logarithmes  sur  Tunité.  Le  nombre  i  est  à  l'origine,  le  nombre  2  à 
la  dixième  division,  3  àia  vingtième,  4  à  la  trentième,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  la  quatre-vingt-dixième  division,  en  regard  de  la- 
quelle se  trouve  le  nombre  10.  Par  les  points  de  division  sont  tracées 
des  droites  horizontales  et  verticales,  parallèles  aux  côtés  du  carré, 
et  des  droites  parallèles  à  l'une  des  diagonales. 

Toutes  les  propriétés  dont  jouit  l'abaque  se  déduisent  du  prii 
cipe  fondamental  en  vertu  duquel  le  produit  de  deux  nombres  se^ 
trouve,  comme  dans  la  Table  de  Pythagore,  à  la  rencontre  de  deux 
droites,  l'une  horizontale,  l'autre  verticale,  correspoqdant_ 
deux  facteurs  (  '  ).  La  valeur  de  ce  produit  est  indiquée  par  le  chifll'C 
de  l'oblique  qui  passe  par  le  point  de  rencontre.  Ainsi,  l'horizon- 
tale 3  et  la  verticale  2  se  coupent  sur  Toblique  <)  ;  l'horizontale  3,  6 
et  la  verticale  4?"  se  coupent  à  peu  près  sur  l'oblique  16,9,  et, 
comme  le  dernier  chiffre  à  droite  du  produit  est  un  2,  ce  produit 
est  exactement  16,92. 

La  division  s'upèic  à  l'inverse  de  la  multiplication.  Pour  diviser 
6  par  2,  on  suisra  l'horizontale  2  jusqu'à  la  rencontre  de  l'oblique 
6,  et  le  quotient  3  sera  indiqué  par  le  rang  de  la  verticale  sur 
laquelle  on  tombe.  Pour  diviser  10, 4  par  i,ij  on  suivra  l'horizon- 


3*  édit.,  i863).  Traduction  aiiijlaise  :  Explanation  and  iute  of  the  abaciis  oi-  frencli 
universal reckoner  ;  London,  1846.  Traduction  allemande  :  Beschreibuns;  uiid  Gebraiichs- 
atiweisung  des  Abacns  oder  der  allgeineineii  Rechniuigstafel ;  Leipzijj,  iS'jG.  Voir 
aussi  Société  d'encouragement  pour  l'industrie  nationale,  Rapport  fait  par  M.  Théod. 
Olivier,  au  nom  du  Comité  des  arts  mécaniques,  sur  un  abaque  ou  compteur  universel, 
par  M.  Leon  Lalanne,  Paris,  i"  avril  i8'|6;  Jules  de  la  Gournerie,  Traite  de  Géomé- 
trie descriptive,  Paris,  1860,  p.  igG-aoS. 

(')  Nous  avons  tenu  à  placer  dans  ce  Cliapitre  même,  tout  entier  consacré  aux  in- 
struments de  calcul,  la  partie  dn  Mémoire  précité  de  i843  qui  se  rapporte  à  la  descrip- 
tion et  à  l'usaje  de  Vabaque.  On  verra  plus  loin  que  l'abaque  est  une  application 
spéciale  du  principe  général  de  transformation  proposé  par  M.  Lalanne  sous  le  nom 
d'anamorphose  géométrique.  La  simple  traduction  graphique  de  la  Table  de  Pytha- 
gore, c'est-à-dire  de  l'équation  xj^z,  aurait  fourni,  dans  l'espèce,  un  Tableau  com- 
posé des  hyperboles  équilatères  .r/  =  a,  xy  =  b,  ....  La  graduation  des  coordonnées, 
non  plus  suivant  les  valeurs  de  x  et  de^r,  mais  suivant  les  valeurs  de  x,  =  logx  et 
de  >',  =  logr,  a  permis  de  remplacer,  dans  le  Tableau,  les  hyperboles  a-j-=  z  par  les 
droites  parallèles   r,  -t-j>',  =:  c,. 
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taie  4?4  jusqu'à  l'oblique  i5,4;  le  point  de  rencontre  est   sur  la 
verticale  3,5,  ce  qui  donne  le  quotient  cherché. 

Pour  élever  un  nombre  au  carré,  on  opère  plus  simplement  que 
sj\  s'agissait  d'une  multiplication  ordinaire,  en  observant  qu'une 
horizontale  et  une  verticale  qui  portent  le  même  numéro  se  coupent 
toujours  sur  la  diagonale  du  .carré  (leia  ligure.  Ainsi,  pour  avoir 
le  carré  de  20,  il  faut  suivre  la  verticale  2,5  jusqu'à  la  rencontre 
de  cette  diagonale,  qui  porte  l'inscription  de  carrés;  on  y  tombe 

sur  l'oblique  6,'io  :  donc  25   =  625. 

Réciproquement,  on  obtient  la  racine  carrée  d'un  nombre  en 
cherchant  sur  la  ligne  des  carrés  ce  nombre  (ou  son  produit  par 
une  puissance  positive  ou  négative  de  100)  et  en  lisant  le  numéro 
de  la  verticale  correspondante.  Ainsi,  les  racines  carrées  des 
nombres  4,  Ç),  16,  25,  .  . . ,  pris  sur  la  ligne  des  carrés,  sont  2,  3, 
4,5,...,  numéros  des  verticales  coiTCspondantes.  Si  l'on  voulait 
avoir  y/36241,  on  prendrait  le  nombre  3,62  sur  la  ligne  des  carrés, 
et  l'on  verrait  qu'il  correspond  à  la  verticale  1,90,  d'où 


^^^36241  =  190 

(approximativement). 

Le  logarithme  d'un  cube  se  compose  du  logarithme  de  la  racine 
et  du  double  de  ce  même  logarithme.  C'est  pour  ce  motif  que  la 
ligne  des  cubes,  qui  part  de  l'origine,  est  inclinée  à  2  de  hauteur 
pour  I  de  base.  Cette  ligne  sortirait  du  cadre  à  sa  partie  supérieure  ; 
mais,  en  vertu  de  la  symétrie  de  la  figure,  on  a  rapporté  dans  le 
bas  la  portion  qui  serait  sortie  dans  le  haut,  de  sorte  qu'une 
seconde  ligne  des  cubes,  inférieure  à  la  première,  sert  dans  le  cas 
où  celle-ci  vient  à  manquer. 

La  lecture  sur  ces  lignes,  tant  pour  l'élévation  au  cube  que  pour 
l'extraction  de  la  racine,  se  fait  comme  sur  la  ligne  des  cari'és. 
Toutefois,  dans  l'extraction  de  la  racine  cubique,  il  faut  n'opérer 
que  sur  des  nombres  compris  entre  i  et  100.  On  ramène  tout 
nombre  à  ces  limites  en  le  multipliant  ou  en  le  divisant  par  une 
puissance    convenable   de    1000.    Ainsi,    pour   trouver   la  racine 

cubique  de  l 'joS  248,  on  divisera  par  1000  et  on  lira  i,'-i  sur  la 
première  ligne  des  cubes.  Ce  nombre  correspond  à  la  verticale 
I,  195  ;  on  posera  donc  y  1708248  =  1 19,5. 
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En  suivant  l'analogie,  il  sera  facile  de  tracer  sur  la  Table  les  lignes 
qui  servent  à  élever  aux  puissances  ou  à  extraire  les  racines  d'un 
degré  quelconque.  Ainsi,  la  quatrième  puissance  doit  se  trouve^ 
sur  l'une  des  trois  transversales  que  Ton  peut  tracer  sur  la  figure; 
à  I  de  base  pour  3  de  hauteur;  la  cinquième  puissance  est  sur 
l'une  des  quatre  transversales  inclinées  à  i  de  base  pour  4  de  hau- 
teur, et  ainsi  de  suite. 

Pour  une  puissance  de  certain  degré,  la  première  de  ces  trans- 
versales partira  toujours  de  l'angle  du  cadre  qui  est  en  bas  et  à 
gauche;  la  deuxième  commencera  au  pied  de  la  verticale  en  haut 
de  laquelle  se  termine  la  première;  la  troisième  commencera  au 
pied  de  la  verticale  en  haut  de  hiquelle  se  termine  la  deuxième, 
et  ainsi  de  suite. 

L'élévation  aux  puissances  fractionnaires  plus  grandes  que  l'unité 
se  ferait  à  l'aide  de  transversales  tracées  sur  l'abaque  d'après  les 

3      ..       .     . 
mêmes  principes.  Ainsi,  pour  la  puissance  -■>  l'inchnaison  de  la 

transversale  serait  de  i  de  base  pour i  ou  -  de  hauteur. 

Orla  première  ligne  des  cubes  est  inclinée  sur  le  bord  à  gauche, 

.3 
précisément  comme  devrait  l'être  la  ligne  des  puissances  -  sur  le 

inférieur  du   cadre.   On  se  servira  donc   de   cette  ligne  des 


ubes  pour  trouver  les  puissances  —  • 

3 

On  demande,  par  exemple,  la  puissance  -  de   5.   Partons  du 

nombre  5,  pris  sur  le  bord  à  gauche  dû  cadre,  et  suivons  l'horizon-  \ 
taie  correspondante  jusqu'au  point  de  rencontre  de  la  première  ■ 
ligne  des  cubes.  L'oblique  que  l'on  peut  imaginer  par  ce  point  por- 

terait  le  nombre  11,2a  ses  extrémités.  On  posera  donc  5  '  =  1 1 ,  2.'    1 

La  détermination  du  terme  inconnu  dans  une  proportion  n'exige 
qu'une  multiplication  et  une  division.  L'abaque  est  donc  essen- 
tiellement applicable  au  calcul  de  ce  terme.  Seulement,  l'ordre 
dans  lequel  ces  opérations  sont  effectuées  pourra  varier.  La  mé- 
thode la  plus  commode  est  fondée  sur  ce  qu'une  proportion  doit  \ 
être  considérée  comme  l'assemblage  de  deux  rapports  éga*HU  Si 
donc  on  lit  les  deux  antécédents  sur  les  obliques  et  les  deux  con- 
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séquents  sur  les  horizontales  de  la  figure,  les  points  de  rencontre 
de  chaque  oblique  avec  Thorizontale  coiTCspondante  sont  sur  une 
même  verticale. 

La  règle  dite  de  /rois,  les  règles  de  société,  d'intérêt  simple 
et  d'escompte  se  réduisent  à  des  multipHcations  et  à  des  divisions 
successives,  cjue  la  Table  permet  d'effectuer.  Les  calculs  i^ intérêt 
composé,  âi'fnnortissement,  etc.,  se  font  au  moyen  des  racines  et 
des  puissances  que  la  Table  fournit. 

/La  Table  se  prête  aussi  à  la  conversion  des  poids  et  des  mesures. 
fUne  quantité  quelconque  étant  numériquement  exprimée  en  fonc- 
tion d'une  certaine  mesure  prise  pour  unité,  on  la  rapporte  à  une 
autre  mesure  en  multipliant  le  nombre  qui  la  représente  par  le 
rapport  de  la  première  unité  de  mesure  à  la  seconde.  11  suffit  de 
mar([uer  ce  rapport  constant  par  un  trait  sur  l'un  des  côtés  du 
cadre  pour  effectuer  toutes  les  conversions  relatives  aux  mesures 
considérées.  On  lit  au  bord  du  cadre,  du  côté  gauche,  en  regard 
d'un  certain  nombre  de  traits,  des  notations  abrégées  f[ui  se  rap- 
portent à  divers  cas  usuels  de  conversion.  On  opère  les  conver- 
sions inverses  en  employant  comme  diviseurs  les  nombres  qui 
servent  de  multiplicateurs  dans  les  opérations  directes. 

Pour  faciliter  les  opérations  où  le  nombre  ir.  entre  comme  mul- 
tiplicateur ou  comme  diviseur,  on  a  tracé  dans  l'intérieur  du  cadre 
une  horizontale  qui  passe  par  le  point  6,  :î8  de  la  graduation  du 
bord  à  gauche.  On  obtiendra  donc  à  vue,  Irès-promptement,  la 
circonférence  dont  on  connaît  le  ravon  ou  le  rayon  d'une  circon- 
férence de  longueur  donnée. 

Les  transversales  marquées  nr-  sont  tracées  parallèlement  à  la 
ligne  des  carrés.  Elles  servent  à  trouver  immédiatement  l'aire  d'un 
cercle  dont  on  donne  le  rayon  ou  le  rayon  d'un  cercle  dont  on 
connaît  l'aire. 

Les  trois  transversales  tracées  parallèlement  aux  lignes  des  cubes 

et  désignées  par  -  Tir^  servent  à  résoudre  les  problèmes  relatifs  au 

volume  de  la  sphère. 

D'autres  traits,  marqués  sur  les  bords  du  cadre  ou  qu'on  jieut 
y  ajouter,  permettent  de  lire  immédiatement  un  grand  nombre  de 
résultats  utiles,  tels  que  l'aire  d'un  polygone  régulier  dont  on  con- 
naît le  còte,  le  poids  d'un  corps  dont  on  connaît  la  densité  et  le 
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volume,  les  proportions  de  divers  corps  enlrant  dans  une  combi- 
naison cliimiquc,  les  éléments  de  calcul  des  formules  relatives 
à  la  chute  des  corps,  à  l'écoulement  des  liquides,  aux  oscilla- 
tions pendulaires,  etc.,  dans  lesquelles  les  quantités  g,  ig,  sjg,.  .  . 
entrent  comme  facteurs. 

Les  deux  échelles  quintuples  placées  l'une  au-dessus,  l'autre  au- 
dessous  du  Tableau,  servent  à  mettre  les  lignes  trigonométriqucs 
dont  elles  portent  les  noms  en  correspondance  avec  les  nombres 
marqués  sur  le  bord  inférieur  de  Tabaque.  Ces  nombres  et  leurs 
divisions  sont  reproduits  dans  la  bande  qui  sépare  les  divisions  tri- 
gonométriqucs sur  chacune  des  deux  échelles.  Grâce  à  cette  dispo- 
sition, on  peut  effectuer  avec  l'abaque  tous  les  calculs  dans  lesquels 
les  lignes  trigonométriqucs  n'entrent  que  comme  multiplicateurs 
ou  comme  diviseurs,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire. 

L'abaque,  fixé  sur  un  carton  et  accompagné  d'un  style  qui 
permet  d'en  suivre  les  diverses  lignes,  donne  les  résultats  des  opé- 
rations avec  autant  d'exactitude  qu'une  règle  logarithmique  qui 
aurait  une  longueur  égale  à  deux  fois  le  côté  du  cadre  ('). 

78.  Le  professeur  Ilerrmann  a  récemment  proposé,  sous  le  titre 
de  Graphisc/ies  Eininaleins,  une  Table  réputée  nouvelle,  mais  qui 
est,  en  réalité,  la  reproduction  fidèle  de  l'abaque  Lalanne  (-), 
ainsi  qu'on  en  peut  juger  par  le  seul  exposé  du  principe. 


(')  Voir,  au  Rapport  précité  d'Oi.iviEn,  p.  4-')>  "ne  intéressante  étude  comparative 
des  résultats  fournis  par  la  règle  logarithmique  et  par  l'abaque. 

(')  Une  seule  différence,  purement  matérielle,  consiste  en  ce  que  M.  Heurmann  a 
divisé  sa  table  en  deux  parties,  pour  en  faciliter  le  pliage  et  le  déplacement  [Das 
qidi'lusche  Eiiunaleiiis,  Brauiischvveig,  i8-5,  p.  i3,  note).  Il  est  permis  de  trouver 
surprenant  que,  dans  les  vingt-deux  pages  qui  composent  son  Instruction,  M.  Herrmann, 
professeur  à  l'Ecole  polytechnique  d'Aix-la-Chapelle,  n'ait  pas  une  seule  fois  laissé  tomber 
de  sa  plume  le  nom  de  M.  Lalanne.  Cet  oubli  pai-ait  d'autant  moîlis' excusable  que, 
dès  l'année  18^6,  ainsi  que  nous  l'avons  indiqué,  une  publication  allemande  de 
L'abaque  Lalanne  a  été  faite  à  Leipzig.  Par  un  contraste  d'ailleurs  remarquable,  tandis 
que  M.  Lalanne  se  montrait  prodigue  de  son  invention  et  favorisait  ou  autorisait 
toutes  les  reproductions  propres  à  la  vulgariser,  M.  Herrmann  déclarait,  dans  son 
rraphisches  Elnmaleins,  que  les  contrefacteurs  seraient  poursuivis  {Nadidruch  wird 
<^rfoigt). 

L'a/>a//ue  de  M.  Lalanne  a  été  reproduit  aussi  par  Vogler  dans  les  Sec/is  qrnph/sc/ie 
Taf  ehi  zuni  Schnellrechnen  uiul  zum  Schnellquotiren,  etc.,  ncbst  Gebrauclisainveisung. 
Berlin,  1877.  —  Voir  l'importante  publication  de   Vo&ler  ayant  pour  titre  Anleitun<y 
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Soit  A  [fig-  5i)  un  point  quelconque  donné  pai' ses  coordonnées 
orthogonales  AB  et  AC.  On  mène  par  ce  point  une  droite  DAE, 


Fig.  5, 
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dite  diagonale,  qui  fait  avec  chacun  des  deux  axes  un  angle  dc4;^"- 
On  a 

OD  =::  OE  =  CA  +  BA  =  OC  -I-  OB; 

et  par  suite 

OC  =  OE— OB;     OB  =  OD  — OC; 

c'est-à-dire  que  l'une  des  coordonnées  d'un  point  quelconque  est 
égale  à  la  différence  entre  le  segment  déterminé  sur  les  axes  par 
la  diagonale  de  ce  point  et  la  seconde  coordonnée  du  même  point. 
Imaginons  que  les  axes  portent  des  divisions  logarithmiques,  de 
telle  sorte  qu'on  ait 

OC  =  logrt     et     OB  —  log  h. 

Il  est  clair  que  la  diagonale  DE  déterminera  sur  les  axes  des  seg- 

Cts  OD,  OE  égaux  à  la  somme  des  logarithmes  de  a  et  de  Z>, 
X  par  coiiséquent  aulû^axijiime-xl-u  pxodjiUjïZ».  La  règle  pour 
la  multiplication  de  deux  nombres  peut  donc  être  ainsi  formulée  : 
on  cherche  les  facteurs  sur  les  axes,  et  la  diagonale  qui  passe  par  le 
point  correspondant  à  ces  facteurs  coupe  sur  les  mêmes  axes  le 
produit  cherché. 


zum  Entwcrfeii  griipJiìscìier  Tiifeln  und  zu  dcren   Gchinitcli  bciiii  Schitcllrcclinen,  etc. 
Berlin,  1877. 
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La  règle  de  la  division  est  tout  aussi  simple.  Pour  diviser  un 
nombre  d  par  un  autre  c,  on  cherche  le  dividende  d  sur  l'un  des 
axes  et  l'on  mène  la  diagonale  correspondante.  On  cherche  pareil- 
lement le  diviseur  c  sur  l'un  des  axes,  celui  des  Y  par  exemple,  et 
par  le  point  correspondant  on  mène  à  l'axe  des  X  une  parallèle  que 
l'on  prolonge  jusqu'à  son  point  de  rencontre  avec  la  diagonale  pré- 
cédemment tracée.  L'abscisse  de  ce  point  est  le  quotient  demandé. 

On  peut  donc  prendre  le  diviseur  sur  l'un  quelconque  des  axes 
et  l'on  trouve  le  quotient  sur  l'autre.  Il  est  d'ailleurs  évident  que 
tous  les  points  d'une  même  diagonale  DE  correspondent  au  môme 
produit  et  à  la  môme  somme  de  coordonnées  OC  -\-  OB  =  OD. 

De  là  résulte  la  possibilité  de  combiner  une  multiplication  avec 
une  division.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  d'obtenir  la  va- 
leur de  — r'  On  prend  a  sur  l'un  des  axes,  b  sur  l'autre  ;  on  mène  la 

diagonale  du  point  A  ainsi  déterminé;  on  porte  ensuite  sur  l'un 
des  axes,  celui  des  Y  par  exemple,  l'ordonnée  OF  =^f-  La  parallèle 
FH  à  l'axe  des  X  coupe  la  diagonale  au  point  H,  dont  l'abscisse  OG 

est  la  valeur  "•  =  -v- 

^     y 

Si  l'on  avait  encore  à  multiplier  ce  quotient  par  un  nombre  /,  le 
point  d'intersection  A  de  HG  et  de  la  parallèle  aux  X  menée  par  I 
donnerait,    par  sa  diagonale,   le  point  L,  extrémité   du  segment 

/  =  i  -^  •  Ji,t  ainsi  de  suite. 

On  effectue  très  simplement  de  la  même  manière  l'éléyjXiQ.n  aux 
puissances  et  l'extraction  des  racines. 

Menons  par  l'origine  O  une  droite  OR,   telle  que  ^Pv  =  -OY. 

Le  coefficient  d'inclinaison  de  cette  droite  ou  la  tangente  de  son 
angle  d'inclinaison  sur  l'axe  OX  est  2.  Si  par  un  point  quelconque  N 
de  cette  transversale  on  mène  trois  droites  NM,  NP,  QiSX  respec- 
tivement parallèles  à  l'axe  des  X,  à  l'axe  des  Y  et  aux  diagonales, 
on  a 

(i)  OM  1=  2OP     ou     OP  =  -  OM. 

S'il  s'agit  d'élever  un  nonibi^/uîui. carré,  on  cherche  ce  nombre 
sur  l'axe  des  X,  et  du  point  P  qui  lui  correspond  on  mène  aux  Y 
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une  parallèle  qu'on  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  transver- 
sale en  N.  On  mène  par  ce  point  une  parallèle  aux  X  jusqu'à  la 
rencontre  des  Y  au  point  M  qui  détermine  le  carré  cherché.  On 
trouve  d'une  manière  analogue  la  racine  carrée  d'un  nombre  m. 

(2)  OQ=^0X  =  3OP     (.11     OP  =  -^OQ  =  ^OX. 

Pour  élever  un  nombre  p  ix  la  troisième  puissance,  on  mène  par 
le  point  cori'espondant  P  de  l'axe  des  X  une  parallèle  à  l'axe  des  Y  ; 
par  le  point  N,  où  cette  parallèle  rencontre  la  transversale  OR,  on 
mène  la  diagonale  qui  détermine,  soit  le  point  Q  sur  les  Y,  soit  le 
point  X  sur  les  X.  Ces  points  correspondent  au  cube  cherché. 
L'opération  inverse  fournit  la  racine  cubique  d'un  nombre  pro-S 
posé  : 

(  3  ]  OQ  ^  OX  =  -  OM     ou     OM  =  ^  OQ  ==  ^  OX. 

^     '  2  6  6 

On   obtiendra    d'une    manière   analogue  les  \aleurs   de  [sJiuY^ 

(yp)': 

..Jiest  d'ailleurs  aisé  de  voir  qu'on  pourra  déterminer  les  puissances 

lél  les  racines  d'un  degré  quelconque  en  traçant  des  transversales 

convenablement  inclinées  par  rapport  aux  axes  (  '  ). 


(')  Sevlkczek  (Ueber  Visìr  itnd  Recheniiistriaiiente,  Wicii,  i856,  p.  3-.'|  )  comptait,  eu 
dehors  de  la  règle  ordinaire  et  de  la  Gunter's  Une,  seize  sortes  d'instruments  à  divi- 
sion logaritlimique,  savoir: 

\ .  Slidiiii^  rule.  —  2.  Règle  d'.^£sTKRLE. —  3.  Règle  à  calcul  de  Le.noip.. —  4.  Règle  de 
ScuWLND.  —  5.  Eitgineers  slidiiig  iule.  . —  6.  Règle  de  L.-C.  Scuulz.  —  7.  Inverted  slide 
ride.  —  8.  Règle  de  Higgison.  —  9.  Improi'cd  calculatiitg  ride.  —  10.  For  mill 
wrights.  —  11.  For  juaiiiic  use.  —  12.  For  timhcr  mensuring.  —  13.  Dr.  Roget  sliding 
ride  for  involiitioii  and  évolution.  —  14.  Sliding  ride  p3ur  le  calcul  des  prix.  — 
15.  Règle  chimique  [sans  doute  l'instrument  proposé  par  Wollaston  dans  son 
Mémoire  A  synoptic  scale  of  ciieniical  équivalents  ;  Pìiilosopìiical  Transactions  de  la 
S.  R.  de  Londres,  i8i/|,  et  Journal  des  Mines  (t.  XXXVII,  p.  101 ,  i8i5  )].  —  16.  Règle 
de  Seolaczer  pour   les  calculs  d'interpolation. 

Cette  nomenclature,  qui  parait  viser  les  règles  proprement  dites,  à  l'exclusion  des 
autres  formes,  devrait  être  augmentée  aujourd'hui  d'un  très  grand  nombre  d'autres 
instruments,  parmi  lesquels  nous  nous  bornerons  à  signaler  les  suivants  : 

17.  Règle  de  Huabe  (  Tlie  slide-rule  and  liow  la  use  it,  etc.,  by  Cuarles  Hoaue, 
London,  1875).  —  18.  Palmer's  Computing  scale  {Ntiw-York,  i8'|3}.  —  19.  Filler'^ 
Computing  telegraph.  —  20.  Disque  logarithmique  de  Sonne  [Ànn.  du  génie  civil, 
i86'i;  Instruments  et  mach,  à  calculer,  Paris,  i838,  p.  75).  —  21.  Arithiuoplaniniètrc 


SYSTEME    PEAUCELLIER. 


XI.  —  Système  Peaucellier. 


79.  Nous  ne  terminerons  pas  ce  Chapitre,  consacré  aux  instru- 
ments de  calcul,  sans  parler  du  Système  de  pièces  rigides  articulées 
à  liaison  complète,  appelé  système  Peaucellier,  du  nom  de  son  in- 
venteur (  '  ). 


do  Lalanxe  [Comptes  rciuliis  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  avril  et  mai  i8'|0, 
et  Annales  des  Ponts  et  C/iatissées,  iS^o).  —  22.  Règle  à  envelojipe  de  vene  de  La- 
lanxe.   —   23.    Abaque   de    Lalaxse.    —   24.    Règle  à   échelle    repliée  de   Manniieim. 

—  25.  Rechenknecht  d'HERR.MANX  (Herrmann's  Rechenknecht  von  Wiesenthal  und  C'* 
in  Aachen,  1878).  —  2G.  Règle  de  Soldati  [Redolo  logaritmico  per  calcoli  di  celeri- 
niensura, etc.  Voir  Atti  della  Società  degli  ingegneri  e  degli  industriali  di  Torino, 
Torino,  1872,  p.  82).  —  27.  Arithmographe  polychrome  de  Dubois  [Comptes  rendus 
des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  août  1860,  p.  273.  —  Atti  dell'  Inip.  Reg. 
Istituto  veneto,  etc.,  Venezia,  1860-1861,  p.  376).  —  28.  Arithmographe  circulaire 
[Teoria  e  pratica  del  regolo  calcolatore,  per  Quintino  Sella,  Torino,  iSSg,  p.  112). 

—  29.  Arithmographe  cylindrique  [La  Tacheometrie,  etc.,  par  J.  Porro,  Turin,  i85o, 
p.  74»  et  Quintino  Sella,  op.  cit.,  p.  ii4).  —  30.  Stéréomètre  de  Puscariu  [Das  Ste- 
reometer.Prii'ilegirtes  Kòrper-Messinstrument,  \on  Johann  Ritler  von  Puscaric.  Buda- 
pest, 1877). —  31.  Universal  proportion  Table  d'EvERETT(  London,  published  by  Long- 
nians,  Green  and  Dyer).  —  32.  Cercleà  calcul  de  Boucher  (Note  de  J.  Bertillon  dans/a 
JVature,  8  juin  1878,  n°  262,  p.  3i-32).  —  33.  RoutledgeV  Slide  mie.  —  34.  Hawtiiorn'.j 
Slide  rule,  —  35.  Builder'^  Calcidating  slide  rute  [Catalogue  of  instruments  manu- 
factured,  by  W.-F.  Stanley,  London,  1877,  p.  3o).  —  36.  Règie  à  calcul  Tavernier 
ViNAY  et  Tavernier Gravet  [Die graphische  Statik  von  G.  Culmann,  Zurich,  1875,  p.  58). 

—  37.  Goggesuall'^  Sliding  rule  (London,  i8-'ì4).  —  38.  Bradford'^  Sliding  rule 
(London,  i8'|5).  —  39.  Échelles  logarithmiques  centésimales  de  Porro  (J.  Porro,  op. 
cit.,  p.  75).  —  40.  Règle  anglaise  à  deux  languettes  (Culmann,  op.  cit.,  p.  78).  — 
41.  Règle  à  calcul  à  deux  réglettes  de  E.  Peraux  {Instruction  de  l'inventeur,  Nancy, 
avril  1866,  et  Annales  du  Génie  c/V//,  juin  187:^  ).  —  42.  Rechenstab  de  Dennert  et  Pape 
[Deutsche  Bauzeitung,  Bd.  8,  187^,  p.  i36).  —  43.  Rechenstab  de  Eschmann,  perfec- 
tionné par  Wild  {Der  topographische  Distanzmesser  mit  Rechenschieber  von  J.  Stam- 
BACH,  Aarau,  1872).  —  44.  Règle  logarithmique  pour  la  tacheometrie,  de  Moinot  {Levée 
de  plans  à  la  stadia,  par  I.  Moinot,  Paris,  18; 7,  p.  '11-67).  —  '^"^-  -^'ithmographe  de 
Casticliano  {Descrizione  ed  uso  di  un  nuovo  aritniografo,  etc.  Voir  L'Ingegneria 
civile  e  le  Arti  industriali,  voi.  VII,  p.  71.  Torino,   1881). 

(')  On  a  vu  d'abord  dans  la  découverte  du  colonel  Peaucellier  une  propriété  ciné- 
matique permettant  de  produire  un  mouvement   parfaitement  rectiligne,  au  moyen 
djiû^  système  de  tiges  rigides  articulées  et  de  centres  fixes,  sans  le  secours  de  rainures, 
^rouages  ou  guides  quelconques.  On   sait  que,   dans  le   système    du  balancier  et  du\ 
[parallélogramme  de  Watt,  généralement  adopté  pour  la  transformation  du   mouve-^j 
\meut  rectiligne  alternatif  en  mouvement  circulaire  continu,  l'articulation  de  la  tige  y 
osCHIante  ne  décrit  pas  exactement  une  droite,  mais  un  arc  de  courbe  presque  rec- 
tiligne. Bien  que  cette  solution  approximative  ne  présenté  dans  la   pratique  aucun 
inconvénient  sérieux,  les  géomètres  ont  fréquemment  cherché  à  réduire  encore  la 
déviation  de  la  tige  oscillante.  Tciiebiciieif  (  Uémuires  des  Savants  étrangers  de  T.^ca- 
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Ce  système  se  prête  en  elFct  à  de  nombi'euses  et  importantes  ap- 
plications, relatives  au  tracé  des  courbes  et  aux  procédés  méca- 
niques de  Calcul  (  '  ).  C'est  à  ce  dernier  point  de  vue  seulement  que 
nous  nous  proposons  de  le  considérer. 

I-'ig.  53.  Fip.  J3 


L'appai'cil  [fig-  ya  et  53)  consiste  essentiellement  en  un  losange 
formé  de  quatre  tiges  égales,  articulées  entre  elles  à  leurs  extré- 

(lémie  de  Saint-Pétersbourg,  i85:^,  et  Bulletin  de  la  même  Académie,  1862)  conclut  à 
l'impossibilité  d'obtenir  une  solution  rigoureuse  du  problème  par  un  système  articulé 
de  cinq  pièces.  Diverses  combinaisons  de  tiges  articulées  ont  permis  à  M.  Peaucellier 
de  réaliser  mathématiquement  la  transformation  de  mouvement  dont  il  s'agit  {Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques,  2°  série,  t.  Ili,  186^,  p.  4i4)-  Après  avoir  donné  ma- 
tière à  deux  Communications  de  M.  Mannueim  [Société pidloniathique  Aq  Paris,  1867), 
cette  découverte  a  été  développée  par  l'auteur  lui-même  {Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques, 2'  série,  t.  XII,  p.  71-78,  et  note  citée  au  sommaire  bibliographique  du  pré- 
sent Chapitre).  M.  Peaucellier  a  d'ailleurs  établi  (voir  Revue  scicntijique,  3o  avril  1875, 
p.  gôi-gSa)  que  la  prétendue  démonstration  de  Tchebiciieff  repose  sur  une  base 
erronée.  On  trouve  aussi  d'utiles  renseignements  sur  ce  sujet  dans  les  publications 
de  \'  Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  Congrès  de  Lille  (  voir  Revue 
scientifique,  2  janvier  187.5,  p.  C^o-C'ii).  Il  semble  établi,  toutefois,  que  M.  Liciine, 
élève  de  Tciiebicheff,  a  donné  du  problème  une  solution  indépendante  de  celle  du 
colonel  Peaucellier.  M.  Liguixe  a.  exposé  ses  recherches  dans  le  Bulletin  de  Saint' 
Pétersbuurg  de  1S71  et  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Matlicmatiques  (2°  série,  t.  XIV, 
Paris,  1875,  p.  629-560).  La  Communication  adressée  à  ce  dernier  Recueil  a  été  repro- 
duite en  substance  dans  le  Repertoriu/n  der  literarischen  Arbciten  ans  dent  Cebiete  der 
reinen  und  angewandten  Mathematik{¥.v%'Lev  Band,  Leipzig,  1877,  p.  95-101). 

(')  Voir  :  Des  systèmes  articulés  simples  et  multiples  et  de  leurs  applications,  par 
M.  Saint-Loup,  dans  les  Mémoires  de  la  Société  d'émulation  du  Doubs,  1875.  —  Over 
stangenstelsels  meer  in  het  byzonder  over  het  zesstangenstelsels  of  de  mit  -van  Peaucel- 
lier, door  J.-D.-C.-M.  de  Rocs,  dans  le  Tijdschrift  van  het  konijnklijk  Istituted  van 
Ingénieurs,  1875-1876,  Te's  Gravenhage,  1876,  traduit  en  français  par  M.  Alb.  Kavteyn 
et  inséré  dans  la  Revue  universelle  des  Mines  (1877)  sous  le  litre  suivant  :  Aperçu 
cinématique  de  différents  systèmes  de  tringles  articulées,  et  en  particulier  du  dispositif 
de  M.  le  colonel  Peaucellier.  —  Einige  mededeelingen  en  Opnerknigen  over  stangens- 
telsels door  J.-D.-C.-M.  de  Rocs,  dans  le  Tijdschrift,  etc.,  1876-1877,  Te's  Gravenhage, 
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mités  A,  B,  A',  C.  Les  sommets  opposés  A  et  A'  sont  en  outre  liés  à 
articulation  aux  extrémités  de  deux  tirants  d'égale  longueur,  qui 
ont  leur  commune  origine  sur  le  pivot  de  rotation  O.  Les  tirants 
peuvent  être  plus  longs  [fig.  52)  ou  plus  courts  {fig.  53)  que  les 
tiges  et,  selon  que  l'une  ou  l'autre  condition  se  trouve  réalisée,  le 
point  O  est  intérieur  ou  extérieur  au  losange.  Les  segments  OB, 
Oc.  sont  de  même  sens  dans  le  pix^iiier  cas  et  de  sens  opposés 
djujâ,  Je,s.ccond . 

Abaissons  du  sommet  A  la  perpendiculaire  AEsurBC,  désignons 
par  m  la  longueur  des  tirants,  par  /i  celle  des  tiges  et  posons,  dans 
le  cas  de  ^^Jig-  32,  OB  =^-\-  u,  OC  =  -h  t^.  A'ous  aurons 


2  2  ^ 


m^z=  AE    H- 


«  +  ;("-")]' 


d'où 

(i)  m-  —  n-=  u\\ 

Faisons,    dans    le    cas  de   idi  Jïg.   53,    OB  =  —  u,   OC  =  -|- 
Nous  aurons  alors 

2  1  ' 


m-z=k¥.    + 


[i(.+.)-"]^ 


n-  =Ae'  +7 
4 


et  par  suite 


/f  jOn  voit  parles  équations  (i)  et  (2)  que  le  produit  des  segments 
Q,^^_.OC^sU:onstant,  quel  que  soit  le  mouvement  du  système.  L 
difi'érence  m- —  n-  est  appelée  ;noJi/?e.  Elle  est  positive  ou  négative 
et  le  système  lui-même  est  positif  on  négatij,  selon  que  le  point  O 


0 


0i  intérieur  ou  extérieur  au  losange. 


On  trouve  souvent  commode  de  multiplier  l'équation  (2)  par  —  i 

8 
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et  de  considérer  le  module  eomme  une  difTérence  toujours  positive, 
exprimée  par  ni- —  /i-  ou  par  ii- —  m-,  selon  que  îji  est  plus  grand 
ou  plus  petit  que  //.  La  différence  entre  les  deux  systèmes  positif 
eL^'gatif  consiste  donc  uniquement  dans  la  communauté  ou  lop- 
position  de  sens  des  segments  OB  etO^Q.-Si  l'on  représente  le  mo- 
dule par^^,  on  aura,  pour  l'un  et  l'autre  cas, 

(3)  iw=ia\ 

Avant  de  passer  aux  applications  de  ces  deux  systèmes,  nous 
donnerons  quelques  indications  touchant  l'appareil  modifié  que 
M.  Sylvester  a  nommé  extracteur  binôme  (juadratic/ue.  Cet  appa- 
reil permet  de  simplifier  notablement  l'exécution  mécanique  d'une 
partie  des  opérations  de  calcul  dont  nous  aurons  à  nous  occuper 
plus  loin. 

Supposons  que,  dans  la /z^.  as,  on  trans- 
porte les  côtés  AC  et  A'G  du  losange  paral- 
lèlement à  eux-mêmes,  jusqu'à  ce  que  leur 
point  d'intersection  vienne  occuper  une 
\  \  nouvelle  position  cjuelconque  E'  {Jig.  54) 
/^'  /  sur  la  droite  BC.  Si  l'on  accouple  alors  les 
quatre  tiges  en  F  et  en  F',  comme  l'indique  la 
figure,  on  obtient  un  nouveau  losange  dans 
lequel  BF=BF'=7i',   0E'=  p,   BE'=  y, 


Fig.  5'i. 


et  l'on  a 


d'où 


lîE'  _  BF 
BC  ^LÂ 


p=:  u  -h  q 


-  Il  -\-  —  (i'  —  H 

n  ^ 


et  par  suite 

f-  —  'î"  =  "' 


=^  «  +  2 


q  =  H 
1- 


u 
2  —  in> 
II 


I  —  2  — 


+  2—  u.^ 
n 


Si  le  point  E'  vient  à  coïncider  avec  le  point  d'intersection  E  des 
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diagonales  du  losange  {Jig-  55),  on  a 


et 

(4) 


P'-T  = 


Si  l'on  opère  la  même  modification  sur  la/t^».  j3,  pour  passer  à 
isijig-  56,  il  faut  remplacer  /;- —  (/-  par  c/-  —  fï-,  à  moins  qu'on  ne 
veuille  attribuer  à  u.-  une  valeur  néirative. 


Fig  55. 


Li'une  des  plus  simples  applications  du  svstènie  articulé,  positif   \ 
pu  négatif,  est  celle  quicou^tc,  à  déterminer  le  rapport, inverse    — 
d^UBj:appûi±jdûnné.  Supposons  qu^IrrâtTâptelÎTâ  droite  ÒC  une 
échelle  dont  le  zéro  soit  au  point  O  et  dont  l'unité  de  longueur  soit 
égale  à  p..  Le  point  C  marquera  la  longueur  inversê^îe~CrB.X'équa- 
tion  (  3  )  donne  en  effet 


OB  X  OC  =  -J? 


,,..,.             ,             ,       OC         ,,.                ,     OB 
d  ou  il  suit  que  le  nombre  —  est  1  inverse  de 

y.  y. 

iie  Système  disposé  en  vue  de  cette  application  prend  le  nom  de 
i^^iprocateur . 

Le  système  négatif  comporterait  que  l'échelle  fût  prolongée  de 
droite  à  gauche  au  delà  de  zéro. 

Si    l'on  adoptait  une  nouvelle   unité  de   longueur  ).,   la  valeur 

de  OC  représenterait  (  V  )    fois  la  valeur  inverse  de  OB. 
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Eli  se  fondant  sur  réquation  (4)  transformée,  soit 


OE  =  V  Eb'  -f  y.^'. 


et  en  faisant  usage  de  l'appareil  indiqué  par  Va  Jig.  55,  on  effec- 
tuera d'une  manière  analogue  l'extraction  de  la  racine  carrée  d'un 
'^binôme  quadratique  à  une  variable.  Dans  ce  cas,  toutefois,  le 
point  E  doit  coïncider  avec  le  zéro  de  l'échelle,  et  les  tirants 
doivent  être  disposés  de  telle  façon  que  la  valeur  de  OC  puisse 
varier  avec  leur  longueur.  On  peut  prendre  d'ailleurs  pour  unité 
de  l'échelle  une  grandeur  quelconque.  Il  suffit  que  ^  soit  exprimé 
en  fonction  de  cette  unité. 

L'élévation  au  carré  et  l'extraction  de  la  racine  carrée  exigent 


Fiîî.  5-. 


une  combinaison  assez  complexe,  dans  laquelle  entrent  quatre  élé- 
ments simples  de  Peaucellicr  et  trois  éléments  modifiés  de  Sjl- 
vester.  Nous  ne  croyons  pas  utile  d'entrer  dans  les  détails  de  celte 
disposition,  qui  présente  un  intérêt  purement  théorique  ('). 

L'extraction  de  la  racine  cubique  peut  être  faite  au  moyen  d'un 
système  beaucoup  plus  simple,  composé  de  trois  éléments  {fig.  5'j).\ 
\Ces  éléments  ayant  le  même  module  (j.-,  si  l'on  fait  OA  =  .r,  on' 


(')  Voir  lU-iuc  sciciuifiquc,  /j"  année,.!''  série,  2i  novembre  187^1,  p.^OO-.'iyS. 
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a  successivement 

y,- 

AB  =  - 

./; 

BC 
AD 


w  U.-.V 

ÔB  ~  ,r-  —  y. 
'j.-  .r 


OB  =  OA  —  AB 
AC  =  BC  —  AB 


./•,  j.-  —  '/- 


donc 


et,  pour  fi  =  I , 


-(,/2— v.^i,      OD— OA  +  AD^- 


OD  _  /.r 

IL  yj.  j 

OD  =  .r.\ 


XII. 


Gabarit  de  Steiner. 


80.  Nous  signalerons  enfin  un  instrument  simple  et  commode, 
imaginé  par  M.  le  professeur  Fried.  Steiner  pour  faciliter  la  con- 
s^uclÏQJideJa  sph;ale  logarithmique  et  l'application  de  cette  courbe 
au    calcul    graphique.     La    fjg.     58    représente    cet    instrument 


Fig.  58. 


réduit  à  l'échelle  de  j.  Le  centre  de  la  courbe  peut  être  marqué 
sur  le  papier  au  moyen  d'une  pointe  qu'on  fait  passer  à  travers 
une  petite  lumière  pratiquée  au  point  O.  Au  centre  de  gravité  K 
est  un  bouton  de  prise.  L'appareil  sert  à  divers  usages  : 

1°  La  courbe  présente  une  série  de  courbures  dont  les  ravons 
croissent  avec  continuité,  et  elle  se  prête  mieux  que  toute  autre 
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forme  aux  raccordements  qu'on  peut  avoir  à  cffocluer  entre  des 
courbes  quelconques. 

2**  Une  portion  de  courbe  étant  donnée,  on  en  peut  ti'ouver 
/rapidement  le  centre  de  courbure  sans  se  servir  du  compas.  Si,  par 
©«.empie,  la  courbe  du  dessin  est  couverte  en  A  par  celle  de  Tin- 
slrument,  on  mènera  du  point  A  la  tangente  AC  au  plus  prochain 
contour  du  gabarit  et  le  point  de  contact  C  sera  le  centre  de  cour- 
bure cherché.  On  déterminera  le  point  C  avec  une  exactitude  com- 
plète, soit  en  élevant  sur  AC  la  perpendiculaire  CD,  tangente  au 
plus  prochain  contour  de  Finstrument,  soit  en  considérant  cpie  OC 
est,  par  construction,  perpendiculaire  sur  AO. 

3°  On  peut  construire  rapidement  la  développée  d'une  courlje 
donnée,  sans  faire  usage  du  compas  et  de  la  règle. 

4**  On  peut  utiliser  le  gabarit  comme  instrument  de  calcul. 
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CHAPITRE  IV. 

TRANSFORMATION  DES  AIRES  A  CONTOUR  RECTILIGNE, 


CocsiNERT.  Le  Calcul  par  le  trait.  Paris,  iS^o,  p.  64-82.  —  Culmann.  Die  graphische 
Statih.  Zurich.  i8J6  el  1S75,  n"  5-7.  —  Scdlesincer.  Vortràge  iiber  gra/isclies  Rech- 
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I.  —  Principe  des  signes  appliqué  aux  aires  (  ';. 

81.  Un  point  qui  se  meut  d  un  mouvement  continu  dans  un 
plan  décrit  un  circuit  ou  périmètre  fermé  lorsque  sa  dernière  posi- 
tion vient  coïncider  avec  sa  position  initiale. 


^-(')  La  règle  des  signes  appliquée  aux  aires  a  été  établie  pour  la  première  fois,  dans 
fioute  sa  généralité,  par  Môbils  (Der  barycentrische  Calcul,  etc.,  Leipzig,  1827,  §  17,) 
\J8  eX passim.  — Lehrbuch  der  Statik,  Leipzig,  iSSy,  §  34).  On  trouve,  toutefois,  d'iiv^ 
téressants  matériaux  pour  l'étude  de  cette  question  dans  un  Mémoire  de  MoscE 
(XY'  Cahier  du  Journal  de  FEcole  Polytechnique,  p.  G8).  Les  premières  notions  sur 
les  signes  des  aires,  spécialement  dans  les  figures  à  périmètres  croisés,  on  été  données 
par  Meister  (^Generalia  de  genesi  Jigurarum  planarum  et  independentibus  earum  af- 
fection ibus ,  dans  les  Novi  Commentarii  Societatis  regiœ  Scientiarum  Gottingensis, 
t.  I,  ad  a.  HDCCLXix  et  Mdcclxx,  p.  i5o).  —  Lexell  {Solutio  problematis  geometrici 
ex  doctrina  sphœricorum,  dans  les  Acta  Académies  Scientiarum  imperi  dis  Petropoli- 
tanœ, i-^Si,  1,  p.  126  et  suiv.)  et  L'Hlillier  (De  relatione  mutua  capac  tatis  et  termi- 
norum  Jigurarum  Geometrice  considerata, \a.rso\ix,  17S2,  p.  28}  ont  aussi  jeté  quelque 
lumière  sur  ce  sujet. 

C'est  ici  le  cas  de  rappi^ler  la  célèbre  formule  de  Gaiss,  au  iiioyen  de  laquelle, 
connaissant  les  coordonnées  des  sommets  j-,  i;x',  y';  x",r";  . . .,  .r"-', /""',  on  peut 
calculer  l'aire  de  tous  les  polygones  déterminés  par  l'équation 

A  =i[x(v'- )"-•)-+- x'(v"-i)  +  x"(v"'-v')  +  ...+  x"-'(.)-^"-^)]. 
Cette  formule  a  été  publiée  pour  la  première  fois  dans  la  traduction  allemande  de  la 
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Le  circuit  est  polygoiidl  ou  j'ccti/igne  quand  il  est  formé  de 
segments  de  droites  ayant  chacun  son  origine  à  l'extrémité  du  seg- 
ment qui  le  précède  et  son  extrémité  à  l'origine  du  segment  qui 
le  suit. 

Le  circuit  peut  être  tel  que  le  j)oint  mobile  qui  le  décrit 
n'occupe  jamais  deux  fois  une  même  position. quelconque.  Mais  il 
peut  arriver  aussi  que  le  circuit  se  coupe  lui-même.  Il  prend  alors 
le  nom  de  circuit  c/'oisé  ou  c/it/'clncé  cl  les  points  d'intersection 
sont  appelés  nœuds. 

Si  le  mobile,  partant  d'un  certain  point  A,  passe  successive- 
ment par  les  points  B,  C,  D  du  circuit  avant  de  revenir  à  son 
point  initial,  on  désigne  le  chemin  parcouru  par  ABCD.  Si  le  mo- 
bile rencontre  les  mêmes  points  dans  l'ordre  D,  C,  B,  on  désigne 
par  ADCB  le  chemin  parcouru  en  sens  opposé  sur  le  même 
circuit. 

Tout  point  du  plan,  constamment  situé  à  la  droite  de  l'observa- 
teur qui  parcourt  iin  segment  déterminé  de  l'un  des  deux  chemins, 
est  constamment  à  la  gauclie  de  l'oljservateur  qui  parcourt  le  même 
segment  dans  le  sens  de  l'autre  chemin. 

L'origine  du  mouvement  étant  arijitraire,  les  expressions  ABCD, 
BCDA,  ...  désignent  un  seul  et  même  chemin,  opposé  de  sens  à 
celui  qu'on  peut  désigner  indifféremment  par  ADCB,  DCBA,  .... 

Un  périmètre  fermé  et  sans  nœuds  circonscrit  une  portion  finie 
du  plan,  qui  lui  est  intérieure,  et  la  sépare  de  toute  la  partie  exté- 
rieure, qui  s'étend  à  l'infini.  La  mesure  de  la  partie  intérieui^e 
constitue  Vaire  du  circuit. 

Lorsqu'une  droite  pivote  dans  un  plan  sur  un  de  ses  points  O 
supposé  fixe  et  lorsque,  par  suite,  un  autre  point  A  de  la  droite 


Géoinctrie  de  position  de  Carsot  [Geometrie  (1er  Stelluiig  odcr  liber  die  Anweiidung  der 
Analysis  auf  Geometrie,  deutsch  v.  ScfifiiMACriEn,  2.  Theil,  Alloua,  1810,  p.  3G2).  Mais 
c'est  encore  dans  les  travaux  de  Môdius  qu'il  faut  chercher  la  première  étude  com- 
plète sur  les  signes  des  aires  dans  les  fijjures  à  contours  croisés  (voir,  outre  les  deux 
Ouvrages  cités  plus  haut,  Théorie  der  elemeiitaren  Verwandtsciiaft,  dans  les  Berichte 
iiber  die  Veriiandliuigen  der  Siichsischeii  Gcsellsehaft  der  Wissenschnfteii,  t.  15,  p.  [\i 
et  suiv.  et  Ueber  die  fìestimmiuig  des  Inhaits  eiiies  Poiyëders,  dans  le  même  Recueil, 
t.  17).  Consulter  sur  la  môme  question  :  Die  Elemente  der  Mathematik,  von 
D'  KicuAnn  IUltzer,  II.  Hd.,  dritte  verb(!ssorle  Audane,  I,ci[)zi[j,  J870,  p.  6.5-68,  cl  î'cr- 
misclite  Untersurliungen  fi'ir  Gesehiclite  der  mathematisclien  if'isseiischaflen,  von 
D'  SiECMUSD  Gcntiieh,  Leipzig,  18-6,  p.    1-9?. 
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mobile  décrit  une  circonférence,  on  convient  de  considérer  comme 
positifs  ou  comme  négatifs,  d'une  part  l'arc  circulaire  décrit 
par  le  point  A,  d'autre  part  l'aire  décrite  par  la  droite  OA,  selon 
qu'un  observateur  placé  au-dessus  (hi  ])lan  verra  cette  droite  se 
mouvoir  dans  le  même  sens  que  les  aiguilles  d'une  montre  ou 
dans  le  sens  opposé.  Le  premier  des  deuv  mouvements  détermine, 
par    convention,  le  sciis  positij   du  plan,  l'autre    le  sens  négatif. 

82.  Soient  A,  B,  C  les  sommets  d'un  triangle,  placés  de  telle 
façon  qu'un  observateur,  parcourant  le  périmètre  dans  le  sens 
positif  et  à  partir  de  A,  passe  par  B  avant  d'arriver  à  C.  L'obser- 
vateur aura  constamment  à  sa  droite  l'aire  ABC,  que  l'on  convient 
de  considérer  comme  positi\e.  Si  le  mouvement  avait  lieu  dans  le 
sens  négatif  du  plan,  l'observateur  aurait  à  sa  gauche  l'aire  néga- 
tive ACB,  égale  et  opposée  à  la  première. 

L'aire  positive  ABC  peut  être  considérée  comme  engendrée  par 
la  droite  AB,  de  longueur  variable,  pivotant  sur  le  sommet  A 
et  dans  le  sens  positif  du  plan,  pendant  que  le  point  B  parcourt 
le  chemin  rectiligne  BC.  L'aire  égale  et  opposée  ACB  sera  pareil- 
lement décrite  par  la  droite  AC,  pivotant  dans  le  sens  négatif  sur 
le  même  point  A,  pendant  que  le  point  C  parcourt  le  chemin  CB. 

83.  Soit  O  un  point  quelconque,  pris  dans  le  plan  du  triangle 
ABC.  On  a  identiquement,  en  observant  les  règles  que  nous 
venons  de  poser, 

OAB  +  OBC  +  OCA  r=  ABC. 

Cette  propriété  apparaît  immédiatement  lorsque  le  point  O  est 
pris  à  l'intérieur  du  triangle  ABC,  car  les  triangles  partiels  OAB, 
OBC,  OCA  sont  de  même  signe  et  leur  somme  est  égale  à  ABC. 

Si  le  point  O  est  dans  l'angle  BAC,  mais  en  dehors  du  triangle 
donné  et  dans  la  partie  du  plan  séparée  du  sommet  A  par  la  droite 
BC,  les  aires  des  triangles  OAB,  OCA  sont  de  même  sens  et  celle 
du  triangle  OBC  est  de  sens  contraire,  en  sorte  qu'on  a,  d'après 
la  règle  des  signes, 

OAB  H-  OBC  4-  OCA  =r  OAB  —  OCB  +  OCA  =  ABC. 

Enfin,  si  le  point  O  est  dans  l'angle  opposé  par  le  sommet  à  BAC, 
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+  OCA  =z  —  OBA  +  ORC  —  OAC  =  ABC. 


11  suit  de  là  qu'on  pcul  considérer  lalrc  du  triangle  ABC 
comme  engendrée  par  le  mouvement  d'un  ravon  de  longueur 
variable,  doni  un  point  O  reste  fixe,  tandis  cjue  son  extrémité 
décrit  le  périmètre  du  triangle  d'un  mouvement  continu  et  dans 
le  sens  donné. 

La  propriété  qui  précède  s'étend  aux  cas  où  des  arcs  de  courbe 
seraient  substitués  à  un  ou  à  plusieurs  des  côtés  rectilignes. 

8i.  Soit  ABC  .  .  .  MNA  un  circuit  polvgonal  quelconque,  plan 
et  fermé.  Les  aires  des  triangles  déterminés  par  ses  divers  côtés 
et  par  un  j^oint  O  du  ])lan  forment  une  sonime  constante,  quel 
que  soit  O. 

En  effet,  P  étant  un  autre  point  du  plan,  on  a  (82) 

PAB  =  OAB  +  OBP  H-  OPA, 
PBC  =  OBC  +  OCP  -i-  OPB, 


PiMN  =  OMN  -^  ONP  +  OPM, 
PNA  --  ors  A  4-  OAP  +  OPN. 


Si  l'on  additionne  ces  égalités,  en  supprimant  dans  le  second 
membre  les  termes  égaux  et  de  sens  opposés,  il  vient 

PAB  H-  PBC  -^  .  .  .  -^  PMN  -f-  PNA 
r=z  OAB  -V-  OBC  H- .  .  .   h  OMN  +  ONA  =  ^. 

On  peut  considérer  l'aire  constante  Z  comme  engendrée  par  le 
mouvement  d'un  rayon  de  longueur  variable,  pivotant  sur  le 
point  O,  pendant  que  son  extrémité  décrit  le  contour  donné  dans 
le  sens  donné. 

85.  Tout  circuit  fermé  et  croisé  divise  le  plan  en  un  certain 
nombre  de  parties  finies  et  conliguës,  (p,,  cfo?  "^3?  •••'  limitées 
chacune  par  un  circuit  partiel,  fermé  et  non  croisé.  La  totalité  du 
[)lan  de  la  figure  se  compose  de  ces  parties  et  d'un  résidu  illimité 
Oo,  qui  leur  est  extérieur. 

Soient  O  un  point  du  plan  pris  comme  pivot,  A  un  point  mobile 
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décrivant  le  circuit,  OA,  et  OAo  les  côtés  de  l'angle  infiniment 
petit  formé  par  les  deux  positions  de  la  droite  mobile  OA  qui 
embrassent  un  élément  o)  du  plan,  infiniment  petit  dans  toutes  les 
directions  et  situé  entre  O  et  A,.  Le  sens  du  nioinenienl  étant 
supposé  tel  que  le  point  A  occupe  la  position  A,  avant  d'occuper 
la  position  A2,  on  dit  que  Tintersection  A,  du  circuit  et  du  ravon 
Ow  prolongé  est  positive  ou  négative  selon  que  l'aire  du 
triangle  A)  OAo  est  décrite  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens 
négatif  du  plan.  Si  la  description  complète  du  circuit  par  le  point  A 
donne  lieu  à  m  intersections  positives  et  à  /i  intersections  négatives, 
l'élément  co  appartient  à  m  -f-  n  triangles  ou  secteurs  élémentaires, 
tels  que  A,  OAo,  dont  in  ont  des  aires  positives  et  n  des  aires  néga- 
tives. L'élément  o)  entre  donc  avec  le  coefficient  jh  —  /i  dans  la 
somme  2  des  vi  +  n  triangles.  On  vérifie  aisément  que  le  coeffi- 
cient lit  —  n  de  w  est  indépendant  de  la  position  du  point  O. 

86.  Soient  0)  et  co' deux  éléments  infiniment  petits,  appartenant 
à  un  même  circuit  partiel  non  croisé  ç,  et  tels  qu'aucune  partie 
du  circuit  total  ne  soit  coupée  par  le  segment  de  droite  qui  les 
joint.  Si  le  point  de  pivotement  O  est  pris  sur  l'un  des  prolonge- 
ments de  ce  segment,  il  est  évident  que  le  ravon  OA  ne  pourra 
pas  décrire  w  sans  décrire  en  même  temps  co'.  Les  deux  éléments 
0)  et  t»/  entrent  donc  dans  S  avec  le  même  coefficient.  Ce  coeffi- 
cient est  commun  à  tous  les  éléments  du  circuit  partiel  o  et  con- 
stitue conséquemment  le  coefficient  particulier  à  ce  circuit. 

Soient  maintenant  co  et  co"  deux  éléments  infiniment  petits, 
situés  dans  deux  circuits  partiels  contigus,  c'est-à-dire  tels  que  le 
circuit  total  donné  passe  une  seule  fois  entre  co  et  co".  Nous  admet- 
tons qu'un  observateur  parcourant  le  circuit  dans  le  sens  donné 
aurait  co  à  sa  droite  et  co"  à  sa  gauche  au  moment  où  il  rencon- 
ti'erait  la  droite  ww",  après  avoir  quitté  une  certaine  position  F, 
mais  avant  d'avoir  atteint  une  autre  position  G.  Si  l'on  prend  le 
point  de  pivotement  O  sur  le  prolongement  de  co" co,  c'est-à-dire 
au  delà  de  co  par  rapport  à  co",  le  rayon  OA  ne  pourra  pas  décrire 
une  seule  fois  m"  sans  décrire  en  même  temps  co;  mais,  lorsque  A 
parcourra  la  partie  FG  du  circuit,  et  dans  ce  cas  seulement,  OA 
décrira  co  sans  décrire  co".  Le  coefficient  de  0;,  c'est-à-dire  du  circuit 
partiel  qui  contient  cet   élément,   dépassera  donc  d'une  unité  le 
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coefficient  de  w"  et  du  circuit  dont  co"  fait  partie.  Mais  les  circuits 
partiels  de  w  et  de  w"  sont  respectivement  à  la  droite  et  à  la  gauche 
de  l'observateur  qui  parcourt  le  circuit  dans  le  sens  convenu  FG. 
Donc,  si  l'un  passe  d'une  aire  partielle  à  une  aire  contigue  en  tra- 
versant le  circuit  de  droite  à  gauche,  le  coefficient  de  l'aire  d'où 
l'on  sort  est  supérieur  d'une  unité  au  coefficient  de  l'aire  dans 
laquelle  on  entre. 

87.  La  région  infinie  csq  a  pour  coefficient  zéro,  car  on  peut 
toujours  attribuer  au  point  O  une  position  telle  que  le  segment 
mobile  OA  ne  rencontre  pas  un  élément  w,,  de  cette  région. 

Si,  partant  de  cfo,  on  pénètre  successivement  dans  les  circuits 
partiels,  on  formera  le  coefficient  de  chacun  d'eux  en  augmentant 
ou  en  diminuant  d'une  unité  le  coefficient  du  circuit  précédent, 
selon  que,  pour  passer  de  celui-ci  dans  l'autre,  on  aura  dû  quit- 
ter la  droite  du  périmètre  pour  en  occuper  la  gauche,  ou  vice 
versa. 

En  général,  si  un  point  de  la  région  !po  est  joint  à  un  point 
d'un  circuit  partiel  qs  par  une  droite  qui  traverse  le  circuit  total 
m  fois  de  droite  à  gauche  et  n  fois  de  gauche  à  droite,  le  coeffi- 
cient de  9  est  m  —  ii. 

Si  Cj,  Co,  ...  sont  les  coefficients  respectifs  des  circuits  par- 
tiels, non  croisés,  dont  les  aires  sont  cp,,  oo,   .  .  . ,  on  a 


Lorsque  le  périmètre  ne  présente  aucun  croisement,  il  ne  donne 
lieu  qu'à  un  seul  circuit  limité  tfi,  dont  le  coefficient  est  l'unité 
positive  ou  négative,  selon  que  le  chemin  est  de  sens  positif  ou 
négatif.  On  a  dans  ce  cas  S  =  ±  cfj,  c'est-à-dire  que,  le  périmètre 
n'avant  aucun  croisement,  la  somme  S  exprime  l'aire  que  ce 
périmètre  circonscrit. 

On  a  été  naturellement  conduit  par  cette  jiropriélé  à  prendra 
la  quantité  2  comme  définition  de  l'aire  d'un  circuit  croisé  quel- 
conque. 


REPRESENTATION    DES    AIRES    PAU    DES    DROITES.    REDLCTION,    ETC.  \'JiJ 

II.  —  Représentation  des  aires  par  des  droites.  Réduction  d'un  triangle 
à  une  base  donnée  i  '  ). 

88.  Une  aire  pouvant  être  considérée  comme  le  produit  de  deux 
longueurs,  les  règles  de  la  Géométrie  plane  et  celles  que  nous 
avons  précédemment  exposées  permettront  de  déterminer  par  une 
simple  multiplication  graj)hique  l'aire  d'une  figure  donnée  quel- 
conque. 

L'aire  considérée,  résultant  du  produit  de  deux  droites,  peut  en 
effet  être  divisée  par  une  longueur  arbitraire,  mais  constante,  b, 
que  nous  appellerons  base  de  l'éduction  et  que,  pour  simplifier, 
nous  prendrons  le  plus  souvent  égale  à  l'unité.  La  question  revient 
dès  lors  à  effectuer  le  produit  d'une  droite  par  un  rapport,  et  nous 
savons  comment  on  procède  en  pareil  cas. 

Par  exemple,  l'aire  d'un  triangle  OAB,  de  buse  a  et  de  hauteur  A, 
a  pour  expression 

A  =-«//. 

Divisant  cette  aire  par  la  base  Z»,  nous  obtenons   comme  quotient 
une  droite  y^  telle  que 

.       A  h  a 

Il  s'agit  donc  de  multiplier  a  par  le  rapport  —  ou  h  par  le  rap- 

a 
port  — r  • 

^  10 

Dans  le  premier  cas  i^fig-  og)  on  prend  OC  =  aZ»,  on  joint  BC 
et  on  mène  AD  parallèle  à  BC. 

Dans  le  second  cas  (/?^.  6o)  on  détermine  sur  OB  le  point  D, 
situé  à  la  distance  2&  de  OA,  on  joint  AD  et  on  mène  BC  paral- 
lèle à  DA. 


(•)  La  résolution  dece  problème  remonte  à  l'École  de  Pythac.op.e.  Hanrel  l'énonce 
ainsi  :  «  Einen  gegebenen  Flàchenraum  an  einer  gegebenen  Strecke  zii  entwerlen 
(7r3t^a5ây./îiy,  applicare),  d.  h.  in  eiii  Reciiteck  zu  verwandeln,  dessen  eine  Seite  jene 
gegebene  Strecke  ist.  »  (Voir  Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Alterthuni  und Mittel- 
alter,  Leipzig,  i^-j\,  p.  98-99).  L'auteur  de  cette  assertion,  que  Hankel  ne  désigne 
p.is,  est  El'déme.  Voir  à  ce  sujet  :  De  gli  elementi  d'Euclide  libri  quindici,  tradotti  da 
Federico  Commasdiso,  Urbino.  MDLXXV,  e.  28. 
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La  construction  donne,  dans  chacun  des  deux  cas,  deux  triangles 
semblables  ADO,  CBO,  dont  les  hauteurs  sont  entre  elles  comme 
les  bases.  On  a  donc 

/://  =  a'.ih. 

On  peut  vérifier,  par  des  considérations  géométriques  directes, 
que  les  multiplications   ainsi  effectuées  conduisent  à  déterminer 


Fi  g.  59. 


Fig.  fio. 


exactement  l'aire  du  triangle  AOB.  Menons  en  effet  la  droite  CD. 
Les  droites  AD  et  BC  étant  parallèles,  les  triangles  OAB,  OCD 
sont   équivalents,   et,   dans   chacune    des    constructions.   Faire  du 


triangle  OAB  est 


d'où 


A=z-.ihf=bf, 


f=v 


L'aire  A  est  donc  proportionnelle  àia  hauteur /d'un  rectangle 
de  base  b.  Nous  avons  obtenu  f.  aussi  bien  par  la  transformation 
graphique  du  triangle  que  par  une  multiplication  graphique,  cl  les 
deux  procédés  concordent  parfaitement. 

Une  telle  concordance  est  difficile  à  établir  quand  il  s'agit  de 
figures  compliquées.  On  évite  alors  d'opérer  par  voie  de  sommation 
des  triangles  partiels  dont  la  figure  se  compose,  et  l'on  procède 
directement  à  la  transformation  de  l'aire  proposée. 

L'aire  d'une  figure  quelconque,  dont  on  veut  avoir  la  mesure, 
peut  être  transformée  soit  en  un  rectangle  de  base  ^,  soit  en  un 
triangle  ayant  pour  base  ou  pour  hauteur  ih.  On  obtient  par  ces 
transformations  des  segments  de  droites  proportionnels  aux  aires 


REPRESENTATION   DES   AIRES    PAR   DES   DROITES.    REDUCTION,    ETC.  127 

proposées,  et  ces  segments  peuvent  être  assujettis  à  toutes  les  opé- 
rations graphicjues  que  nous  avons  précédemment  indiquées.  On 
voit  par  là  que  la  réduction  d'une  figure  à  une  base  donnée  équi- 
vaut à  la  détermination  de  Taire  de  cette  ficrure. 


"O" 


89.  On  est  quelquefois  tenu  d'adopter  comme  base  une  droite  AB 
{fig-  61)  menée  de  Tun  des  sommets  A  du  triangle  donné  à  un 
point  B,  du  côté  opposé  BC.  On  p.     ^^ 

doit,  en  ce  cas,    prendre    pour  p 

hauteuryia  projection  orthogo-  ^''^''^Z  ^-^    ^^\^^ 

naie   CD   du  côté  BG  sur  une  /     /  ^^  \^ 

droite  perpendiculaire  à  AB  1.  /     y'---.------^^  \ 

Menons,  en  effet,  AA,  parai-        /    /'  ^^'^'^^ /  '"'■■ .^^^\N^     \ 

lèle  à  CB,  et  remplaçons  ABC       i/^""'^       /' IlliÎ^^Jc 

par  le  triangle  équivalent  A,  BC,  ^^ 

dans  lequel  le  côté  A,B  est  égal  et  parallèle  à  AB,.   Le  triangle 

A,BC  a  pour  bauteur  la  corde  CD  du  demi-cercle  BDC. 

La  plus  grande  valeur  possible  de  CD  est  CB.  Elle  correspond  à 
la  plus  petite  valeur  de  AB, ,  c'est-à-dire  à  la  bauteur  du  triangle  ABC. 
Si  l'on  fait  pivoter  AB,  sur  le  sommet  A,  la  longueur  de  ce  segment 
varie  depuis  le  minimum  que  nous  venons  d'indiquer  jusqu'à  l'in- 
fini. En  même  temps,  le  point  D  décrit  le  demi-cercle  BDC  et  la 
corde  CD  varie  depuis  CB  jusqu'à  zéro.  On  peut  donc  prendre 
arbitrairement  comme  base  de  réduction  toute  longueur  plus  grande 
que  la  bauteur  du  triangle  donné  et  comme  bauteur  relative  à  cette 
base  toute  longueur  plus  petite  que  la  base  BC. 

Si  l'on  assigne  à  l'une  des  droites  CD,  AB,  une  longueur  aè, 
égale  au  double  de  la  base,  l'autre  droite  représentera  la  valeur  y 
proportionnelle  à  l'aire. 

Pour  distinguer  les  projections  de  BC  sur  CD  et  sur  AB,,  on 
donne  à  la  première  le  nom  cT antiprojection. 

89.  Nous  indiquerons  encore  quelques  constructions  auxquelles 
il  est  souvent  commode  de  recourir  dans  la  transformation  des 
aires. 

Soit  à  transformer  un  triangle  rectangle  OAB  {fig.  62)  en  un 
rectangle  de  même  aire  et  de  base  donnée  b. 

Menons   parallèlement  à  OA  le  segment   PM=2è   et  parallè- 


128  CALCUL    GUAI'IUQUE.    —    CHAPITRE    IV. 

lement  à  AB  la  droite  indéfinie  MY.  La  parallèle  à  AM  passant 
par  le  point  B  rencontre  MY  en  N,  et  la  parallèle  à  PN  passant 
par  le  point  O  rencontre  AB  en  C;  AC  est  la  hauteur  du  rectangle 

cherché. 

Fi{j.  62. 


En  cfFet,  les  triangles  seniblahles  MNP,  OAC  donnent 


■>h        OA 


d'où 


et,  comme  MN  =  AB, 


2^'.AC:=0A.I\li\, 


b.kC 


OA.AB. 


On  simplifie  la  construction  en  plaçant  PM  =  ai  sur  le  prolon- 
gement de  OA, 

Ce  procédé  est  surtout  commode  quand  il  s'agit  de  transformer 
plusieurs  triangles  rectangles  en  autant  de  rectangles  a\ant  une 
même  base. 

Soit  maintenant  à  transformer  un  rectangle  MNPQ  {fig-  63) 
en  un  autre,  de  base  donnée. 


Fi{j.  63. 


On  mène  la  diagonale  NQ,  et,  aumoyendu  triangle  auxiliaire  OAB, 
on  transforme  le  triangle  MISQ,  moitié  du  rectangle  proj)Osé,  en 
un  autre  de  base  AO.  Le  point  d'intersection  R  de  la  droite  MQ 
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prolongée  et  de  la   parallèle  à  OB   passant  par  N,  détermine  la 
hauteur  MR  du  nouveau  rectangle  cherché. 

Ce  procédé  permet  de  réduire  plusieurs  rectangles  à  une  même 
base  par  une  application  très  simple  du  polygone  de  multiplica- 
tion (23)  (<). 

III.  —  Réduction  d'un  quadrangle  à  une  base  donnée. 

90.  Soit  à  réduire  à  la  base  b  un  quadrangle  ABCD  {Jig-  Q^). 

On  mène  BBi  parallèle  à  la  diagonale  GA.  Le  quadrangle  étant 
ainsi  transformé  en  un  triangle  équivalent  B^  CD,  on  trace  CF  =  2  è, 
et   l'on   détermine   l'antiprojection  (88)    correspondante  B^E   du 


Fig.  64. 


Fig.  65. 


>B, 


y- 


noié  BiD.  Cette  antiprojection  donne  la  mesure/^ du  quadrangle. 

On  peut  opérer  la  réduction  directement  de  la  manière  sui- 
vante. 

Du  point  C  comme  centre  {fig.  65),  avec  CF  =^  ib  pour  ravon, 
on  décrit  un  arc  de  cercle,  et  l'on  mène  du  point  A  la  tangente 
AF  à  cet  arc.  Les  parallèles  à  la  diagonale  CA  qui  passent  par 
les  sommets  B  et  D  rencontrent  AF  aux  points  Bj  et  Dj.  Aux 
triangles  ABC,  ACD  on  peut   substituer  les   triangles  équivalents 


(•)  On  peut  opérer  la  transformation  des  aires  par  un  grand  nombre  d'autres 
constructions  que  nous  croyons  inutile  d'exposer  ici.  Ces  constructions  se  déduisent 
aisément  des  règles  ordinaires  de  planimetrie  et  de  la  méthode  générale  précédemment 
développée. 
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AB(C,  ACDj,  qui  ont  respectivement  BjA,  AD|  pour  bases  cor- 
respondantes à  la  hauteur  commune  CF. 

L'aire  du  quadrangle  est  dès  lors  représentée  par  6,0,. 

Cette  construction  n'est  plus  possible  lorsque  CF  dépasse  la 
plus  grande  dimension  du  quadrangle  ABCD.  Dans  ce  cas  {fig.  66) 
on  mène  BB,  parallèle  à  CA,  et  du  point  D  comme  centre,  avec 
ib  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe  BB,  en  B,. 
L'aire  est  alors  mesurée  par  l'antiprojection  CF  de  la  diago- 
nale AC. 

Si  le  quadrilatère  est  croisé  {fig-  67),  la  construction  ne  donne 


Fig.  66. 


Fig.  67. 
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plus  la  somme,  mais  la  différence  des  triangles  ABC,  ACD,  qui 
ont  la  diagonale  AC  commune.  Les  bases  AB,,  AD,  se  super- 
posent du  même  côté  du  sommet  A,  et  la  plus  grande,  AD,, 
correspond  au  triangle  ACD,  qui  a  la  plus  grande  aire. 

Si  les  sommets  B  et  D  sont  sur  une  parallèle  à  AC,  les  extré- 
mités B,,  D,  des  deux  bases  coïncident  ety "=  o.  Dans  ce  cas, 
en  effet,  l'aire  du  quadrangle  est  égale  à  la  somme  des  aires  trian- 
gulaires MAB,  MCD,  lesquelles  sont  égales,  mais  de  signes 
contraires. 

IV.  —  Réduction  d'un  polygone  quelconque  à  une  base  donnée 


91.   Pour  déterminer  l'aire  d'un   polvgone   quelconcpie,   à  cir- 
cuit croisé  ou  non  croisé,  ou  pour  réduire  ce  polygone  à  une  base 
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donnée,  on  le  transforme  d'abord  en  un  quadranyle  équivalent  ('). 
Soit  012345  le  polygone  proposé  {fig.  68).  On  mène  par  le 
sommet  i,  parallèlement  à  la  diagonale  02,  la  droite  12',  que  Ton 
prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  au  point  2'  avec  le  côté  23.  Les 
triangles  012,  02'2  sont  équivalents,  et  il  en  est  de  même  des 
poUgones  0123435  0  2'345.  Le  sommet  i  est  ainsi  éliminé  et  le  nou- 

Fig.  GS. 


veau  polygone  a  un  sommet  de  moins  que  le  précédent.  On  éli- 
mine de  la  même  manière  le  nouveau  sommet  2'  en  menant  2' 3' 
parallèle  à  la  diagonale  o3.  On  arrive  ainsi  à  transformer  un 
polygone  d'un  nombre  quelconque  de  côtés  en  un  quadrangle, 
qui  est  o3'45  dans  le  cas  de  la  figure.  Appliquant  à  ce  quadrangle 
les  constructions  précédemment  indiquées,  on  détermine  le  seg- 
menty  tel  que  le  produit^è  soit  égal  à  l'aire  du  polygone  proposé. 

92.  Dans  la  construction  précédente,  les  nouveaux  côtés  des 
polygones,  résultant  des  réductions  successives,  sont  des  ravons 
issus  d'un  même  centre  ou  sommet  fixe  o.  Mais  on  peut  remplacer 
le  sommet  fixe  où  convergent  les  nouveaux  côtés  par  un  côté  fixe 
sur  lequel  s'alignent  les  nouveaux  sommets. 


(')  Cette  question  est  traitée  avec  beaucoup  de  détail  dans  le  Mémoire  déjà  cité  de 
Meister.  Elle  fait  le  sujet  d'un  Chapitre  entier  portant  ce  titre  :  Figurœ  rectiUneœ 
cujiis  perimeter  eshihetur,  ceiiucile  triangulum  conscruere,  cujiis  vertex  et  latus  opposi- 
tum  daiitur  positione  in  piano  figurœ,  ita  tanien,  ut  vertex  non  sit  in  triumvei  plu- 
rium  laterum  rectis.  On  en  trouve  une  étude  encore  plus  détaillée,  et  peut-être  même 
un  peu  prolixe,  dans  un  Mémoire  de  D.  Leoncio  Ucillos,  intitulé  Explanacion  de  un 
camino.  Procedimientos  graficos  para  la  cubicacion,  reparto  en  la  linea  de  los  produc- 
tos  de  las  excavacioncs,  y  calcula  de  las  distancias  médias  de  trasportes.  Madrid,  187.Î, 
p.  5-3 I . 
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Considérons,  par  exemple,  le  circuit  ACO  12345  {fig.  69)  et 
menons 

1 1  '   parallèle  à  20    \ 

20/  ..  3i' 

33'  >>  4^'   /  jusqu'à  la  rencontre  de  OC. 

44'  ..  53'  l 

5D  .-  A4'    1 

Nous  avons  ainsi  déterminé  une  droite  AD,  qui  peut  être  sub- 

Fig.  69. 


D^-- 


stituée  à  la  partie  inférieure  A5432iO  du  profd.  On  substitue  de 
la  même  manière  la  droite  CB,  à  la  partie  supérieure,  et  le  profil 
polygonal  tout  entier  se  trouve  transformé  en  un  quadrilatère  équi- 
valent AB,  CD.  On  réduit  celui-ci  à  la  base  aZ»  pour  déterminer  le 
segment/,  dont  le  produit  par  b  donne  l'aire  de  la  figure  pro- 
posée. 

93.  La  méthode  précédente  est  la  j)lus  commode  à  appliquer 
quand  les  aires  à  déterminer  se  rapportent  à  des  contours  polygo- 
naux très  accidentés.  Elle  s'applique  aux  circuits  entrelacés  aussi 
bien  qu'aux  autres,  elle  permet  d'avoir  égard  aux  signes  des  aires 
partielles,  et  ilsulTit  d'un  peu  d'exercice  pour  effectuer  les  trans- 
formations d'une  manière  en  quelque  sorte  mécanique. 

Soit,  par  exemple,  à  réduire  par  cette  méthode  le  périmètre 
croisé  ABC01234  {fig-  70),  qui  peut  être  censé  représenter  un 
profil  de    terrassement,   partie  en  déblai,   partie  en   remblai.   On 
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mene 


1 1'    parallèle  à  ?.o 


22' 

33' 
4D 


3i' 


42 
A3' 


'.  jusqu'à  la  rencontre  du  côté  Co 


Le  polygone  donné  est  transformé  en  un  quadrilatère  équiva- 
lent ABCD,  qui  donne  la  différence  entre  les  aires  de  signes  con- 


Fi{j.  70. 


traires  ABCI4,   loi 23,  représentant,  l'une  la  section  en  remblai, 
l'autre  la  section  en  déblai. 

Le  circuit  ABCD  est  de  même  sens  que  ABGI4  ou  de  même  sens 
que  loi  23,  selon  que  l'aire  du  remblai  l'emporte  sur  celle  du  déblai, 
ou  l'ice  versa. 

9i.  Le  même  problème  est  susceptible  d'une  solution  différente. 

Soit  en  effet  (fig-  71)  une  aire  quelconque,  limitée  par  un  con- 
tour polygonal  OABCDE  et  par  une  droite  OX.  On  la  décompose, 
au  moyen  de  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  contour 
sur  OX,  en  une  suite  de  triangles  et  de  trapèzes  transformables,  par 
voie  de  réduction,  à  la  base  b  d'un  rectangle.  A  ces  figures  partielles 
on  substitue  des  rectangles  équivalents  en  prenant  les  milieux  1,2, 
3,  4,  5  des  côtés  du  contour  polygonal.  On  projette  ces  points  sur 
une  droite  M  Y,  parallèlement  à  la  droite  fondamentale  OX.  La 
suite  de  la  construction  est  suffisamment  indiquée  par  la  figure. 
La  transformation  des  rectangles  équivalents  aux  triangles  et  aux 
trapèzes  partiels  est  effectuée  au  moyen  du  polygone  de  multipli- 
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cation  OAoBaCoDaE,  (23),  el  l'aire  de  la  figure  proposée  est  égale 
au  produit  de  la  base  b  par  le  segment  EEo.  La  partie  de  cette  aire 
qui  est  située  au-dessous  de  la  droite  OX  est  affectée  du  signe  con- 
traire à  celui  de  l'autre  partie.  La  mesure  de  l'aire  partielle  comprise 


Fig.  71. 


c^- ^ 


entre  les  ordonnées  de  deux  sommets  du  contour  proposé  est  égale 
au  produit  de  la  base  constante  b  par  la  différence  des  ordonnées 
correspondantes  du  polygone  de  multiplication.  Par  exemple, 


aire     Aj  ABB;  =: /^  (B,Bi  —  A,  Aj, 
aire  Ai  ABCCi=  /v  (CjCj  —  A^  Aj), 


et  ainsi  de  suite. 
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CHAPITRE  V. 

REPRÉSENTATIONS  GRAPHIQUES. 


CorsiNF.RY.  Le  calcul  par  le  trait.  Paris,  iSSg.  111°  Partie.  —  Culmann.  Die  graphische 
Statili.  Zurich,  187.5,  n°'  13-14-  —  Helmert.  Zur  Herstelluug graphischer  Tabellen  mit 
zwei  Eingàngen.  Stuttgard,  1876.  —  Lalasse.  Mémoire  sur  les  Tables  graphiques  et 
sur  la  Géométrie  anamorpkique,  etc.  {^Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  1"  série,  1S46, 
i"sem.,p.  i).  —  Méthodes  graphiques  pour  l'expression  des  lois  empiriques  ou  mathé- 
matiques à  trois  variables,  etc.,  Paris,  Imp.  nat.,  1878  et  1880.  —  Schlesinger.  T^or- 
tràge  iïber  grajisches  Rechnen  u.  Grafo-Statih.  Wien,  1868-1869,  n°'  57-58.  —  ÎSIa- 
BEY.  La  méthode  graphique  dans  les  sciences  expérimentales,  et  principalement  eu 
Physiologie  et  en  Médecine,  Paris,  187S. 


I.  —  Représentation  graphique  des  fonctions  à  deux  variables  i  '  ). 

95.  La  position  d'un  point  sur  un  plan  est  déterminée  par  deux 
quanlités  que  l'on  nomme  coordonnées  du  point.  Il  v  a  une  inlinité 


(')  Les  anciens  géomètres  connaissaient,  à  titre  Je  cas  particuliers,  les  équations  de 
certaines  courbes.  Mais  Descartes  est  le  véritable  créateur  de  la  Géométrie  analytique. 
H  a  montré,  d'une  manière  générale,  comment  une  courbe  peut  être  caractérisée  par 
son  équation,  c'est-à-dire  par  la  relation  qui  existe  entre  les  coordonnées  de  chacun 
^  ses  points,  et  comment  toute  équation  donnée  peut  être  représentée  par  une  courbe.  ' 
On  doit  aussi  à  Descartes  des  solutions  graphiques  pour  la  détermination  des  racines 
des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré.  La  sublime  invention  cartésienne 
marque  l'origine  des  méthodes  qui  permettent  de  représenter  graphiquement  les  va- 
riations dune  quantité  en  fonction  d'une  autre  quantité  variable. 

Fermât  s'est  occupé,  en  même  temps  que  Descartes,  du  moyen  de  représenter  les 
lieux  géométriques  par  des  équations  algébriques  {Ad  locos  pianos  et  solidos  Isagoge, 
Introduction,  p.  2.  Foir  Bordas-Democlin,  Le  cartésianisme.  Paris,  1874,  p.  382; 
Hoefer,  Histoire  des  Mathématiques,  Paris,  1874,  p.  SgS). 

Limité  d'abord  à  l'expression  graphique  des  fonctions  mathématiquement  définies, 
l'usage  des  courbes  a  été  ensuite  étendu  à  la  traduction  des  données  numériques  ré- 
sultant de  l'observation.  11  est  difficile  de  dire  à  quelle  époque  et  par  qui  cette  nou- 
velle application  a  été  faite  pour  la  première  fois.  On  en  trouve  déjà  de  fréquents 
exemples  dans  les  écrits  publiés  vers  le  milieu  du  siècle  dernier. 
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de  systèmes  de  coordonnées  ;  mais  on  fait  le  plus  souvent  usage 
du  système  rectUigne  ou  du  système  polaire. 

Dans  le  système  rectiligne,    la  position  d'un  point  P  (//^.  72) 
est  déterminée  par  l'intersection  de  deux  droites,  PM,  PN,  paral- 
lèles à  deux  axes  fixes  concourants,  XX',  W.  Les  positions  de  PM 
et  de  PN    sont  elles-mêmes   respectivement 
définies  par  les  distances  OM,  ON,  mesurées 
sur  les    axes  à  partir  du  point  d'origine  O. 
Les  segments  OM  [abscisses)  sont,  par  con- 
vention, considérés  comme  positifs  ou  comme 
négatifs  selon  qu'ils   s'étendent,   à  partir  de 
l'origine,  dans  la  direction  OX  ou  dans  la  di- 
rection OX'.  Pareillement,  les  segments  ON 
[ordonnées)   sont  positifs   dans  le  sens   OY 
et  négatifs  dans  le  sens  OY'.  Cette  convention  permet  de  distin- 


Dès  i/Gg,  Franxesco  Luino  avait  indiqué  le  moyen  d'établir  graphiquement  «  l'état 
scientifique  de  chaque  siècle  et  en  particulier  du  xvni°  »  {Giornale  di  Brera,  1769, 
t.  Ili,  p.  161.  Lettere  scritte  da  piìi  parti  d'Europa  a  diversi  amici  suoi  nel  1788,  etc., 
Pavia,  1785,  p.  ÒO-65).  —  Biblioteca  matematica  italiana  di  Riccardi,  t.  II,  Modena, 
1873,  col.  57). 

En  178g,  Playfair  donnait  ses  Tableaux  d' Arithmétique  linéaire  du  commerce, 
des  finances  et  de  la  dette  nationale  d'Angleterre  (traduction  française,  Paris, 
mars  1789,  Biblioth.  nation.,  n"  i53),  dans  lesquels  on  trouve  notamment  deux 
diagrammes  mettant  en  relief  l'accroissement  de  la  dette  publique  en  Angleterre,  de- 
puis 1688  jusqu'à  1784.  et  la  balance  de  l'importation  et  de  l'exportation  dans  le  même 
pays. 

En  1791,  Cassini  publiait  un  Tableau  graphique  de  la  direction  de  l'aiguille  aimantée 
les  4,  12,  20  et  28  de  chaque  mois,  et  de  sa  marche  observée  à  l'Observatoire  royal  de 
Paris  depuis  le  4  mai  1788  jusqu'au  aG  décembre  1788  {De  la  déclinaison  et  des  varia- 
tions de  l'aiguille  aimantée  observées  à  l'Observatoire  royal  de  Paris  depuis  l'an  1667 
jusqu'à  1791,  etc.,  par  M.  Cassini,  Paris,  L.-P.  Couret,  1791). 

Au  commencement  de  ce  siècle,  Frissard  construisait  en  Franco  des  Tableaux  figu- 
ratifs du  cours  des  assignats  et  du  cours  de  la  rente  pour  les  périodes  comprises  entre 
1789  et  1807.  Nous  citerons  encore  parmi  les  initiateurs  de  la  méthode  :  Layton  Cooke 
(1800);  Girard  (181 6);  Pfeiffer  {Tableaux  graphiques  peignant  divers  résultats  d'ob- 
servation, 1820);  Escher  de  la  Linthe  (182 i);  Tardé  (i833,  courbe  du  choléra  de  1882); 
MiNARD  (  Tableaux  graphiques  relatif  s  àia  consommation  des  pavages  de  Paris,  dans  le 
Projet  de  canal  et  de  chemin  de  fer  pour  le  transport  des  pavés  de  Paris,  1826.  —  Des 
Tableaux  graphiques  et  des  Cartes  figuratives,  Paris,  1861)  ;  Klose  {Figur  zur  Correction 
fur  die  Tempcraturen  der  freyen  Luft,  zum  Gebrauch  des  militàrisch-topographischen 
Biireau's  entworfcn,C&r\s,T\\hQ:,  i83o);  VR\v.sii.T.y  {Chart  of  Biography,  etc.);  Poggen- 
DORrF  {Lebenslinien  zur  Geschichte  der  exacten  Wissenschaflen,  etc.).  Voir  Quiîielet, 
Histoire  des  Sciences  mathématiques  chez  les  Belges,  etc. 
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guer  les  points,  tels  que  P,  P,,  P2,  P3,  dont  les  coordonnées  ont 
mêmes  valeurs  absolues,  et  d'attribuer  ciiaque  couple  de  coor- 
données à  un  point  du  plan  et  à  un  seul.  On  obtient  tous  les  points 
du  plan  en  faisant  varier  les  coordonnées  depuis  zéro  jusqu'à  l'in- 
fini dans  les  directions  positives  et  négatives  des  deux  axes. 

Les    coordonnées    d'un   point   P   sont    les    projections    de    la 
droite  OP  sur  chacun  des  axes  à  partir  du  point  à  l'infini  de  l'autre 
axe.  Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,   les 
deux  projections  sont  orthogonales  et  les  coor-  T'S-  73- 

données  d'un  point  sont  les  distances  de  ce  point 
aux  deux  axes. 

Dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  la 
position  d'un  point  P  {Jig-  73)  est  déterminée 
par  la  longueur  du  segment  OP  [rajon  vecteur)  compris  entre  ce 
point  et  un  pôle  fixe  O,  et  par  l'angle  9  que  fait  le  segment  OP 
avec  un  axe  fixe  OB.  Le  svstème  des  coordonnées  polaires  permet 
aussi  d'obtenir  tous  les  points  du  plan. 

96.  Au  lieu  de  connaître  une  abscisse  et  une  ordonnée,  c'est- 
à-dire  les  deux  conditions  qui  déterminent  un  seul  point,  on  peut  ne 
connaître  qu'une  certaine  relation  constante  existant  entre  deux 
séries  de  grandeurs  linéaires  variables,  susceptibles  d'être  prises 
successivement  comme  coordonnées  relativement  à  deux  axes. 
Cette  relation  constitue  une  première  condition  qui  pourra  être 
satisfaite  par  une  infinité  de  points,  mais  non  par  des  points  quel- 
conques pris  au  hasard  dans  le  plan;  à  chaque  valeur  de  l'une  des 
variables  correspondent  en  effet  des  valeurs  en  nombre  fini  de 
l'autre  variable.  La  suite  continue  des  points  dont  les  coordonnées 
satisfont  à  la  relation  ou  équation  donnée  forme  une  ligne  plane  AB, 
qui  est  la  représentation  géométrique  ou  le  lieu  de  cette  équation. 

Réciproquement,  si  un  point  P  est  assujetti  à  parcourir  d'un 
mouvement  continu  une  ligne  AB  située  dans  le  plan  des  axes  OX, 
OY,  les  coordonnées  de  ce  point  varient  quand  il  se  déplace,  et 
toute  valeur  arbitrairement  attribuée  à  l'abscisse  OM=:a%  ou  à 
l'ordonnée  MP  =  ^',  détermine  une  valeur  com-espondante  de  l'or- 
donnée ou  de  l'abscisse.  Ainsi  les  deux  coordonnées  sont  Jonctions 
l'une  de  l'autre,  et,  si  la  ligne  AB  est  géométriquement  définie,  on 
pourra  déduire  de  sa  définition  même  la  relation  qui  existe  entre 
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les  deux  coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses  points.  Celte  rela- 
tion constitue  l'équalion  en  x  et  enj'  de  la  ligne  AB. 

On  peut  donc  se  proposer  de  tracer  une  courbe  qui  soit  limage 
d'une  l'elation  donnée  entre  deux  variables-  ou  de  trouver  une 
équation  qui  soit  l'expression  algébrique  d'une  courbe  définie  par 
une  propriété  géométrique.  Le  même  raisonnement  s'applique  à 
tous  les  systèmes  de  coordonnées,  et  notamment  au  système 
polaire,  dans  lequel  l'abscisse  jc  et  l'ordonnée  j'^  sont  remplacées 
par  le  rayon  vecteur  p  et  par  l'angle  6. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'une  courbe  et  son  équation  sont 
deux  expressions  difTérentes  d'une  seule  et  même  loi.  On  comprend 
dès  lors  que  les  problèmes  d'application  puissent  être  résolus  soit 
par  des  constructions  grapbiques,  soit  par  des  calculs.  Il  est  géné- 
ralement facile  de  reconnaître,  d'après  la  nature  de  la  question, 
quel  est  celui  des  deux  modes  de  solution  qui  doit  être  préféré. 

97.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  la  relation  entre  les 
variables  x  el  y  est  soumise  à  une  loi  mathématique  déterminée. 
La  même  loi  préside  alors  à  la  génération  de  la  courbe  corrélative, 
et  cette  courbe  est  dite  géoniétrù/ue.  Mais  on  peut  aussi  tracer,  en 
la  rapportant  à  un  système  d'axes  coordonnés,  la  courbe  repré- 
sentative des  relations  qu'une  suite  d'observations  a  permis 
d'établir  entre  deux  catégories  de  valeurs  dont  la  dépendance  mu- 
tuelle n'est  exprimée  par  aucune  loi  préalablement  connue.  Les 
courbes  de  cette  provenance  sont  souvent  la  traduction  de  Tables 
numériques  k  simple  eniiée,  composées  de  deux  colonnes  dont  les 
nond^res  se  correspondent  un  à  un.  Ces  courbes,  appelées  gra- 
pliù/ues  par  quelques  auteurs,  n'existent  en  général  que  dans  les 
limites  où  elles  sont  effectivement  tracées  et  ne  peuvent  êti^e  pro- 
longées au  delà  que  si  des  observations  plus  étendues  fournissent 
de  nouveaux  résultats  à  enregistrer. 

98.  Les  courbes  planes,  géométriques  ou  graphiques,  ont  l'avan- 
tage de  parler  aux  yeux  et  de  faire  saisir  les  lois  de  variation  des 
fonctions  malhématiques  ou  des  relations  empiriques  beaucoup 
mieux  qu'on  ne  le  pourrait  par  la  discussion  des  équations  ou 
par  l'examen  laborieux  des  documents  statistiques  et  des  Tables 
numériques.  Le  tracé  de  plusieurs  courbes,  rapportées  aux  mêmes 
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axes,  permet  de  comparer  facilement  les  allures  de  plusieurs  fonc- 
tions d'une  même  variable  ('),  de  trouver  immédiatement,  ])ar 
exemple,  les  valeurs  de  ces  fonctions  qui  correspondent  à  une 
même  valeur  de  la  variable  commune  ou  les  valeurs  de  la  va- 
riable elle-même  qui  correspondent,  soit  aux  plus  grandes  va- 
levu's,  soit  aux  plus  petites  valeurs,  soit  aux  valeurs  égales  de  la 
fonction. 

Un  autre  avantage  à  retirer  de  la  représentation  graphique 
des  fonctions  consiste  dans  la  possibilité  de  parvenir,  soit  par  le 
procédé  peu  approximatif,  mais  relativement  simple,  de  la  pesée, 
soit  par  la  sommation  des  trapèzes,  soit  au  moyen  d'instruments 
planimétriques,  à  la  quadrature  des  courbes,  sur  laquelle  repose 
la  détermination  d'un  si  grand  nombre  de  résultats  utiles. 

Quand  une  courbe  est  géométrique  et  qu'on  en  connaît  la  nature, 
il  suffit,  pour  la  tracer  tout  entière,  de  calculer  un  petit  nombre  de 
ses  ordonnées.  On  obtient  ensuite  graphiquement,  avec  une  grande 
rapidité,  les  valeurs  des  ordonnées  comprises  entre  les  premières. 
L'interpolation  graphique  peut  d'ailleurs  être  pratiquée,  même 
quand  on  ne  connaît  pas  la  nature  de  la  courbe  à  tracer,  par  le 
raccordement  d'un  certain  nond^re  de  ses  points  (-).  Le  problème 


(')  Belguand  [Etude  des  lois  qui  régissent  les  crues  des  cours  d'eau  [Jiiiiales  de  la 
Société  météorologique,  t.  I,  p.  4o;  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  septembre  et  oc- 
tobre 1846,  janvier  et  février  i852  )  ;  —  Notice  sur  le  régime  de  la  pluie  dans  le  bassin 
de  la  Seine  {Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  !["  série.  i865,  2"  semestre)]  a  dégagé  ou 
vérifié  ainsi  plusieurs  lois  relatives  au  régime  comparatil"  des  pluies  et  des  cours  d'eau 
en  diverses  saisons.  Voir  Marié-Davv,  Météorologie  générale  ;  les  mouvements  de  l'at- 
mosphère et  les  ■variations  du  temps,  Paris,  1877,  p.  824  et  suiv.  Elias  Loomis  {Journal 
de  Physique,  1874,  p.  101)  et  Balfolr  Stewart  {La  Nature,  1877,  p.  107,  i4o,  iC3. 
—  Marey,  La  méthode  graphique,  etc.,  Paris,  1878,  p.  87)  ont  mis  en  relief  et  com- 
menté, par  le  rapprocliemeiit  de  trois  courbes,  la  coïncidence  des  variations  pério- 
diques de  trois  phénomènes  qu'on  aurait  pu  croire  indépendants  les  uns  des  autres, 
savoir  :  les  changements  diurnes  de  la  déclinaison  magnétique,  la  fréquence  des 
aurores  boréales  et  l'intensité  des  taches  du  Soleil.  Voir  aussi  la  relation  établie  par 
G.  Dawson  entre  les  deux  courbes  qui  représentent  les  variations  annuelles  des 
taches  solaires  et  du  niveau  du  lac  Erié  (la  Nature,  1874).  Dans  les  graphiques  de 
la  marche  des  trains  sur  un  chemin  de  fer,  dressés  d'après  la  méthode  d'Inny,  l'heure 
et  le  lieu  de  croisement  de  deux  trains,  ou  de  dépassement  d'un  train  par  un  autre, 
sont  donnés  immédiatement  par  l'intersection  des  lignes  qui  représentent  le  mouve- 
ment des  deux  trains  considérés. 

(')  Coi'siNERY  {Le  calcul  par  le  trait.  III"  Partie)  a  fait  de  cette  question  une  étude 
très  étendue. 
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consiste  alors  à  rapporter  à  une  certaine  fonction  ('),  et  par  suite 
à  la  courbe  que  celte  fonction  définit,  la  relation  qui  existe  entre 
des  variables  dont  un  certain  nombre  de  valeurs  sont  données  par 
l'observation. 

99.  Les  représentations  graphiques  de  résultats  d'expériences 
conduisent  aussi  quelquefois  à  remplacer  certaines  formules  em- 
piriques, usitées  dans  la  pratique  des  ingénieurs,  par  d'autres  for- 
mules également  empiriques,  mais  dont  l'expression  figurée  côtoie 
de  plus  près  le  diagramme  des  faits  observés  (-).  Ces  représenta- 


(' )  La  fonction  est  ordinairement  l'équation  ^d'une  courbe  du  genre  parabolique, 
c'est-à-dire  de  la  forme 

r  =  rt„-t-  rt,a-  -(-  rtj.r-H-.  .  .H-  rt„_,  j"-'  -+-  a„x". 

Il  sufîit,  pour  déterminer  les  constantes  de  cette  équation,  de  pouvoir  emprunter 
à  l'observation  une  suite  de  valeurs  particulières  des  variables,  dont  le  nombre  soit 
au  moins  égal  à  l'indice  du  degré  de  l'équation  augmente  d'une  unité.  Laplace  (  Traité 
de  Mécan il/ lie  céleste,  t.  I,  liv.  II,  art.  29  )  a  donné  une  méthode  pour  trouver  ces 
constantes  par  la  comparaison  de  deux  séries.  Miciial  (Notes  à  l'Académie  des  Sciences 
des  II  octobre  1847  et  i"  août  i853,  et  Mémoire  inséré  dans  \cs  Annales  des  Ponts  et 
Chaussées,  4*  série,  t.  X,  i865,  sous  ce  titre  :  Méthode  d'interpolation  au  moyen  des 
courbes  du  genre  parabolique)  a  substitué  aux  démonstrations  de  Laplace  d'autres  dé- 
monstrations basées  sur  les  procédés  ordinaires  de  l'élimination.  11  a  donné  des  règles 
pratiques  pour  atténuer  les  causes  d'erreur  en  déterminant  d'une  manière  approchée 
le  degré  de  la  parabole  d'interpolation  qui  doit  être  substituée  de  préférence  à  toute 
autre  parabole  d'un  degré  plus  élevé  ou  d'un  degré  moindre.  Michal  a  interpolé  par 
des  équations  paraboliques  les  résultats  de  diverses  expériences  faites  par  Regnault 
pour  déterminer  les  principales  lois  physiques  et  les  données  numériques  qui  entrent 
dans  le  calcul  des  machines  à  vapeur.  Il  a  déterminé  par  la  même  méthode  les  con- 
stantes de  l'équation  relative  à  l'écoulement  de  l'eau  dans  les  conduites.  Voir  dans  un 
Mémoire  de  Calciiy,  lithographie  à  Prague  en  1837  et  réimprimé  dans  le  Journal  de 
LiotviLLE,  une  méthode  d'interpolation  que  M.  Yvon  Villarceau  a  développée  dans  les 
Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  i852. 

(')  Voir  Tables  hydrauliques  et  méthodes  graphiques  dcdetites  de  formules  noui'elles 
pour  les  problèmes  sur  les  eaux  courantes,  etc.,  par  M. de  Saim- Venant  (Paris,  i853).  Le 
Tableau  graphique  de  la  Pi.  I.  contient,  tant  pour  les  canaux  découverts  que  pour 
les  tuyaux  de  conduite,  les  courbes  comparatives  fournies  par  les  formules  de  Prony, 
par  celles  d'EviELWEiK,  par  des  résultats  d'expériences  et  par  une  nouvelle  formule  qui 
s'écarte  moins  que  les  autres  du  diagramme  expérimental.  Les  Tableaux  de  la  PI.  Il 
du  même  Mémoire  servent  à  déterminer  graphiquement  :  1°  les  largeurs  et  profondeurs 
qui  peuvent  être  données  à  un  canal  trapèze  pour  transporter  une  quantité  d'eau 
donnée,  sur  une  pente  donnée;  2^^  les  remous  produits  dans  un  cours  d'eau,  en 
amont  d'un  barrage  qui  relève  ses  eaux  d'une  hauteur  connue  en  un  point  déter- 
miné. 
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lions  peuvent,  de  la  sorte,  ouvrir  la  voie  à  la  détermination  de  cer- 
taines lois  ou  corrélations  encore  inconnues.  Tel  est  le  but  final 
qu'on  se  propose  d'atteindre,  et  dont  on  s'approche  plus  ou  moins, 
quand  on  traduit  i^raphiquement  les  relevés  statistiques  établis 
d'après  l'observation  des  faits  économiques  (')  ou  des  phénomènes 
naturels. 

Nous  signalerons,  parmi  les  diagrammes  statistiques  importants 
qui  ont  figuré  à  l'Exposition  de  1878,  ceux  qui  se  rapportent  au 
trafic  annuel  du  canal  de  Suez,  à  l'histoire  financière  de  la  ville  de 
Paris,  au  développement  agricole  et  industriel  et  au  mouvement 
de  la  population  en  Algérie,  à  la  variation  des  prix  et  des  salaires 
en  Italie,  au  commerce  de  la  Russie,  de  la  Hongrie,  de  l'Amé- 
rique, etc. 

11  était  naturel  d'exprimer  par  des  diagrammes  de  même  sorte 
les  variations  de  cours  des  valeurs  publiques  et  des  principales 
denrées.  Cette  application,  indiquée  par  Frissard  dès  le  commen- 
cement de  ce  siècle,  tend  aujourd'hui  à  se  généraliser.  On  en 
trouve  de  nombreux  exemples  dans  les  publications  périodiques 
faites  par  les  Bourses  de  divers  pays,  par  les  journaux  financiers 
et  par  certaines  maisons  de  commerce.  Ces  représentations  synthé- 
tiques permettent  de  saisir  à  première  vue  tous  les  mouvements  du 
marché.  Elles  donnent  des  faits  une  idée  beaucoup  plus  exacte  et 
beaucoup  plus  complète  qu'on  ne  pourrait  se  la  procurer  par  un 
amas  de  chiffres  disposés  en  Tableaux  (-). 


(')  Nous  rappellerons  à  ce  propos  les  beaux  travaux  de  Quetelet  sur  la  Physique 
sociale  et  sur  l'Anthropométrie  (^«^/i/'o/^o/«rt/-/e,  ou  mesure  des  différentes  facultés  de 
l'homme,  1871).  Les  premiers  travaux  de  Quetelet  sur  ce  sujet  remontent  à  i835.\ 
Voir  aussi  :  Boccardo,  Dell'  applicazione  del  metodi  quantitativi  alle  scienze  economiche,! 
jtatistiche  e  sociali,  Torino,  iSyS,  p.  xxxiv.  —  J.  Rt'SSEL  Sowray,  Chronological,  his^ 
torical  and  statistical  diagram  front  the  year  1600  to  the  présent  time,  1860).  — 
BowDiTCH,  The  growth  of  children,  Boston,  1877,  f^m  the  Eighth  annual  Report  of 
the  State  Board  of  health  of  Massachusetts.  —  H.  Th.  Kl'U.ne,  Graphisch-statistischer 
Atlas.  — Atlas  de  Berghacs.  —  Anziani,  Relazione  al  Ministro  d'agricoltura,  industria  e 
commercio  intorno  ai  lavori  eseguiti  nella  ultima  adunanza  del  Congresso  di  Statistica 
dell'  Aja.  —  Elysée  Reclus.  Géographie  universelle,  avec  de  nombreux  diagrammes 
représentatifs  des  conditions  économiques  et  naturelles  des  diverses  contrées.  — 
Favaro,  Saggio  di  cronografia  dei  matematici  dell'  antichità,  Padova.  iS^S;  Sulla 
rappresentazione  grafica  dei  prezzi  delle  derrate.  Padova.   1875,  etc. 

('}  On   traduit  assez  souvent  les  faits   de  Statistique  en   coordonnées  polaires.  La 
Compagnie  des  chemins  de  fer  de  l'Ouest  a  publié,  dans  ce  système,  des  diagrammes 
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100.  Les  sciences  physiques  mettent  fréquemment  à  profit  les 
avantages  de  la  représentation  graphique  ;  mais  c'est  surtout 
dans  l'expression  des  phénomènes  météorologiques  que  l'usage  des 
diagrammes  tend  à  se  généraliser.  U Annuaire  de  V Observatoire 
de  3Ionlsouris  pour  L'an  18-8  en  contient  notamment  un  grand 
nombre,  qui  permettent  de  saisir  et  de  comparer  les  variations 
accusées  par  les  instruments  indicateurs  de  la  pression  atmosphé- 
rique, de  la  température,  de  la  quantité  de  pluie  tombée,  de  l'éva- 
poration,  de  l'intensité  lumineuse,  de  la  direction  des  vents  et  de 
leur  force,  des  quantités  d'humidité,  d'ozone,  de  microbes  ou  de 
divers  gaz  contenues  dans  l'atmosphère,  de  l'inclinaison  et  de  la 
déclinaison  magnétiques,  etc.  Dans  ces  diagrammes,  le  temps, 
exprimé  en  heures,  en  jours  ou  en  mois,  est  généralement  pris 
comme  variable  indépendante  et  porté  en  abscisses.  Les  quantités 
correspondantes,  accusées  par  l'observation  des  phénomènes,  sont 
aussi  exprimées  en  grandeurs  linéaires  et  portées  en  ordonnées.  On 
réunit  souvent  dans  un  même  Tableau,  en  les  faisant  dépendre  de 
la  même  variable,  les  résultats  fournis  par  divers  ordres  de  phé- 
nomènes dont  le  rapprochement  peut  conduire  à  d'utiles  déduc- 
tions. 


de  ses  recettes.  Des  rayons  issus  du  pôle  divisent  le  plan  en  cinquante-deux  angles 
égatix  correspondant  aux  cinquante-deux  semaines  de  l'année.  Les  longueurs  portées 
sur  ces  rayons  à  partir  du  pôle  représentent  les  recettes  hebdomadaires,  à  raison  de 
o^jOoi   pour  2000*^'". 

La  Belgique  a  adopté  le  système  polaire  pour  la  statistique  comparative  de  ses  pro- 
vinces. Chaque  province  occupe  un. secteur,  et  des  couleurs  diverses  peimettent  de 
distinguer,  dans  chaque  secteur,  les  diagrammes  représentatifs  des  diftorents 
laits. 

Il  arrive  quehpiefoisque,  au  lieu  de  porter  sur  des  rayons  équidistants  des  longueurs 
proportionnelles  à  la  mesure  des  faits  représentés,  on  opère  la  division  proportion- 
nelle sur  une  circonférence  décrite  du  pôle  comme  centre.  L'importance  relative  des 
faits  est  alors  exprimée  par  l'ouverture  relative  des  secteurs  concentriques.  Tel  est  le 
principe  du  diagramme  dressé  par  la  Chambre  de  commerce  de  Marseille  pour  mettre  en 
évidence  le  tonnage  comparatif  des  diverses  puissances  maritimes  du  monde.  Voir, 
dans  la  Relazione  generale  sui  cenni  vionograjici  dei  sinp;oli  servizi  dipendenti  dal  Mi- 
nistero dei  lavori  pubblici,  compilati  in  occasione  delta  Esposizione  universale  di  Parigi 
dell'anno  1878  (Roma,  1878),  les  diagrammes  indiquant,  pour  chacune  des  provinces 
italiennes,  les  rapports  de  la  viabilité  à  la  superficie  et  à  la  population.  Voir  aussi 
G.  Lebon,  La  méthode  graphique  et  les  instruments  enregistreurs,  etc.,  dans  les  /{apports 
sur  l'Exposition  universelle  de  1S7S.  Paris,  1879,  p.  348 
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Lajig.  74,  par  exemple,  présente  les  diagrammes  de  la  pluie, 
de  la  pression  atmosphérique,  de  la  température  et  des  degi'és 
actinométriques,  d'après  les  observations  quotidiennes  faites  à 
Montsouris  pendant    le  mois  de    septembre   1876.  L'axe    des  ab- 


Fi;;.  7I. 


VfK 


L6  '^l  :ib  3o 


scisses  est  gradué  de  1  à  3o,  et  chaque  interligne  de  o™,oo2 
correspond  à  un  jour. 

La  hauteur  de  pluie  tombée  chaque  jour  est  comptée  à  partir  de 
l'horizontale  et  à  raison  d'un  interligne  par  millimètre  d'eau. 

Dans  la  courbe  du  baromètre,  qui  donne  la  hauteur  à  midi, 
chaque    interligne    correspond   à    i™™  de   mercure.  L'horizontale 
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qui  sert  de  limile  à  la  partie  hacliurée  correspond  à  la  pression 
moyenne  normale  de  joD*"™. 

Les  courbes  de  température  sont  au  nombre  de  quatre.  La 
première,  en  trait  plein,  correspond  aux  températures  moyennes 
déduites,  pour  chaque  jour  du  mois,  de  soixante  années  d'obser- 
vations faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  La  seconde,  également  en 
trait  plein,  est  donnée  par  les  températures  moyennes  diurnes  de 
l'année  i8^6-'j^.  La  partie  hachurée  fait  ressortir  les  périodes 
pendant  lesquelles  la  température  moyenne  a  été  inférieure  à  la 
normale.  Les  deux  lignes  pointillées  figurent,  l'une  la  marche  des 
températures  maxima,  l'autre  la  marche  des  températures  minima. 

La  courbe  inférieure  marque  les  degrés  actinométriques  moyens 
de  chaque  jour,  rapportés  à  la  constante  solaire  loo.  Chaque  in- 
tervalle correspond  alors  à  5". 

L'emploi  des  diagrammes  à  coordonnées  polaires  est  indiqué 
quand  il  s'agit  d'exprimer  les  variations  d'un  phénomène  qui  peut 
s'accomplir  dans  toutes  les  directions  ou  d'un  autre  phénomène 
avant  avec  le  premier  une  relation  d'effet  à  cause. 

Les  roses  figuratives  de  la  direction  ou  de  l'intensité  des  vents 

Fiff.  75- 


sont  des  applications  bien  connues  de  ce  mode  de  représentation. 
La  fi}^.  75  exprime,  dans  le  même  système,  d'après  les  observa- 
tions de  Montsouris  en  187 y,  la  relation  qui  existe  entre  la  direc- 
tion des  vents  et  les  (juanlilés  d'ozone  ou  d'ammoniaque  contenues 
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dans  Fair.  La  courbe  pleine  est  déterminée  par  des  rayons  vecteurs 
proportionnels  aux  quantités  d'ozone.  La  courbe  j)ointillée  se 
rapporte  à  rammoniaque.  On  vérifie  immédiatement  que  les  quan- 
tités d'ozone,  très  petites  quand  le  vent  souille  dans  les  directions 
compi^ses  entre  le  nord-ouest  et  le  sud-est  en  [)assant  par  le  nord, 
deviennent  abondantes  sous  rintlucnce  des  vents  de  l'ouest,  du  sud- 
ouest  et  du  sud  ('  ). 

II.  —  Représentation  graphique  des  fonctions  à  trois  variables. 


101.  La  position  d'un  point  M  dans  l'espace  est  déterminée  par 
trois  coordonnées.  Ces  coordonnées  sont,  dans  le  système  rectiligne 
rectangulaire,  les  distances  positives  ou  négatives  OA,  OB,  OC 
ijig-  76)  d'un  point  fixe  O,  pris  pour  origine,  à  trois  plans  rectan- 
gulaires passant  par  le  point  considéré.  Un  autre  point  quelconque 
de  l'espace  étant  déterminé  par  la 
commune  intersection  de  trois  au- 
tres plans  l'espectivement  paral- 
lèles aux  précédents,  ses  coor- 
données seront  mesurées,  à  partir 
du  point  O,  sur  les  mêmes  axes 
que  les  premières. 

On  obtient  les  extrémités  A,  B, 
C  des  coordonnées  d'un  point  M 
en  projetant  ce  point  sur  chacun 
des  trois  axes  fixes,  au  moyen 
d'un  plan  parallèle  à  la  direction 
des  deux  autres  axes.  z'I 


102.   On  peut  ne  pas  connaître  les  trois  coordonnées  qui  déler- 


(•)  Xoiis  ne  pouvons  pas  entrer  ici  clans  le  détail  des  innombrables  applications 
qui  ont  été  faites  de  la  méthode  graphique  aux  diverses  sciences  d'observation  et 
principalement  aux  sciences  médicales.  On  pourra  consulter  à  ce  sujet  les  Ouvrages 

suivants:  Jaccold,    Leçons  de    Chimie  médicale,  etc.  Paris,  18O7.   Uule  e  Wagner 

Trattato  di  Patologia  generale.  Venezia,  i865.  —  Dour.s,  Die  geburtshiUflichen  Opera- 
tionen  in  Kurhessenwàhrend  der  Jahre  i852-iS56.  Cassel,  1862.  —  Lorain,  La  méthode 
graph'-que  appliquée  à  l'étude  clinique  des   maladies  {Revue  des  Cours  scientifiques, 

10 
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minent  un  point  dans  l'espace,  mais  avoir  une  certaine  relation 
(i)  /{^,y,^)  =  o 

entre  trois  séries  de  grandeurs  linéaires  variables  oc, y,  z,  suscep- 
tibles d'être  prises  comme  coordonnées  relativement  à  trois  axes 
que  nous  supposons  rectangulaires.  Par  un  point  C,  situé  sur 
l'axe  OZ,  à  une  distance  quelconque  c  de  l'origine,  menons  un 
plan  parallèle  à  XOY.  Les  points  de  ce  plan  c[ui  satisfont  à  la  rela- 
tion générale  (i)  sont  liés  entre  eux  par  la  relation  plus  particu- 
lière y(x,  j,  c)=:  o.  Or,  on  sait  (96)  C[ue  cette  relation  entre  les 
deux  variables  x  et  y  représente  une  courbe  située  dans  le  plan 
considéré.  Si  l'on  attribue  à  Z  une  nouvelle  valeur  très  peu  diffé- 
rente de  c,  on  a  dans  un  second  plan,  parallèle  au  précédent,  une 
seconde  courbe  qui  diffère  très  peu  de  la  première.  En  général,  si 
l'on  fait  varier  Z  d'une  manière  continue,  on  obtient  une  suite  con- 
tinue de  courbes  dont  l'ensemble  foi^me  une  surface.  Cette  surface 
est  la  représentation  géométrique  ou  le  lieu  de  la  relation  donnée 
entre  les  trois  variables. 

103.  Réciproquement,  si  un  point  M  est  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  surface  S,  les  coordonnées  de  ce  point  varient  quand  il  se 
déplace,    et  à   cliacune  de   ses    positions    correspond  une   valeur 


Paris,  1870).  — LoRAiN,  La  Médecine  scientifique  {Rame  des  Cours  scient ijiques,  Paris, 
18-0).  —  RuDORFF,  Grumdriss  der  Chemie  fiir  den  Unterricht  an  hôheren  Lehranstalten, 
zweite  Auflage.  Berlin,  1S70.  —  Mandelbliii,  Tahellen  zur  Berecìinuni^  der  Boden- 
erschopfung  und des  Bodenkraft-Ersatzes.Graphische  iiiFarben  ausgefùhrtc  Darstellung 
der  Mineralbestandtheile  und  des  Stichstojf's  landwirthschaftiicher  Culturpflanzen  und 
verschiedener  Dungemittel.  Leipzig,  1870.  — M.vrey,  Du  mouvement  dans  les  fonctions 
de  la  vie.  Paris,  1867.  —  Marey,  La  machine  animale,  locomotion  terrestre  et  aérienne. 
Paris,  1873.  —  Marey,  La  mé  ti  iode  graphique  dans  les  sciences  expérimentales,  et  en 
particulier  en  Physiologie  et  en  Médecine.  Paris,  1878.  —  Lenoble  dd  Teil,  Locomotion 
quadrupède  étudiée  sur  le  cheval,  dans  le  Journal  des  Haras,  1877.  —  G.  Lebon, 
Recherches  anatomiques  et  matltcniatiques  sur  les  lois  de  variation  du  volume  du  cer- 
veau et  sur  leurs  relations  avec  l'intelligence.  Paris.  —  Le  Bon,  La  méthode  graphique 
et  les  instruments  enregistreurs,  etc.  Paris,  1879. 

Pour  les  applications  de  la  méthode  graphique  à  l'/Ystronomie,  à  la  Navigation  et 
à  la  Météorologie,  voir  Baille  et  Hatt,  Notes  sur  la  détermination  des  éclipses,  dans 
les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences.  Paris,  juin  1878.  —  YvON  Villarceau 
et  AvED  DE  Magnac,  Nouvelle  navigation  astronomique.  Paris,  1877.  —  Maril-Davy, 
Meteorologie  générale,  etc.  Paris,   1877. 
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déterminée  de  Tordonnée  PM  ou  :;.  Mais  la  jirojcclion  P  (!<■  M 
sur  le  plan  XOY  se  déplace  d'une  manière  aii)ilraii('  dans  ce  jilaii. 
L'ordonnée  PM  =^  z  d'un  point  quelconque  M  de  S  est,  par  consé- 
quent, une  fonction  des  coordonnées  x  et  j'  de  P,  considérées 
comme  variables  indépendantes.  Si  la  surface  S  est  géométrique- 
ment définie,  on  pourra  déduire  de  sa  définition  même  la  relation 
qui  existe  entre  les  coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses  points. 
Cette  relation  constitue  l'équation  en  x,  7  et  z  de  S. 

Ou  peut  donc  se  proposer  de  conslruin;  une  surface  qui  soit 
l'expression  géométrique  d'une  relation  donnée  entre  trois  variables 
ou  de  trouver  une  équation  entre  trois  variables  qui  soit  l'expression 
algébrique  d'une  surface  géométriquement  définie. 

On  peut  d'ailleurs  étendre  ce  qui  vient  d'être  dit  des  fonctions 
mathématiques  aux  lois  naturelles  ou  empiriques  et  aux  relation? 
que  l'observation  a  permis  d'établir  entre  trois  catégories  d'éléments 
variables. 

104.  Toute  surface  courbe,  pour  être  réellement  représentée 
avec  des  reliefs,  exigerait  les  trois  dimensions  de  l'espace  qui  cor- 
respondent aux  trois  variables  dont  elles  figurent  la  relation.  Mais 
on  peut,  au  moyen  d'une  notation  aussi  simple  qu'expressive, 
remplacer  les  constructions  dans  l'espace  par  des  tracés  entière- 
ment contenus  dans  un  plan,  qui  est  ordinairement  le  plan  hori- 
zontal des  x\-.  Imaginons,  en  effet,  que  l'on  coupe  la  surface  par 
une  suite  d'autres  plans  horizontaux  équidistants  et  que  l'on 
projette  orthogonale  nient  les  courbes  d'intersection  ou  lignes  de 
niveau  sur  le  plan  des  xy.  Les  projections  seront  l'exacte  repro- 
duction des  courbes  elles-mêmes.  Le  plan  de  projection  ne  con- 
servant que  les  grandeurs  des  coordonnées  x  et  )',  et  la  troisième 
coordonnée  c  d'un  point  quelconque  n'étant  représentée  que  par  la 
projection  de  ce  point,  on  détermine  la  position  de  chaque  courbe 
par  un  chiffre  ou  cote  qui  indique  la  valeur  de  z  commune  à 
tous  les  points  de  son  plan.  On  possède  ainsi,  sur  le  plan  cote. 
tous  les  éléments  nécessaires  pour  rétablir  au  bf-soin  la  surface 
courbe  avec  son  relief. 

Ce  procédé  est  analogue  à  celui  qu'on  emploie  en  Géodésie 
pour  figurer  au  moyen  de  courl>es  d'égal  niveau  les  reliefs  du  sol 
sur  les  plans  lopographiques  cotés. 
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105.  Supposons  (pi'il  s  agisse  de  représenter  graphiquement  la 
loi  malhémati(pie  à  trois  variables  exprimée  par  l'équation 

(i)  /{x,y,z,)^o, 

dans  laquelle  x  el  y  sont  les  variables  indépendantes,  c'est-à-dire 
les  arguments  de  la  table  numérique  à  double  entrée  qui  servirait 
à  déterminer  les  valeurs  de  z. 

Attribuons  à  z  les  valeurs  successives  o,  ^i,  2:;,,  3:;,,  ...  et 
rapportons  à  un  même  système  d'axes  les  courbes  planes  repré- 
sentées par  les  équations 

f{u-,  y,  2zi)  —  o,     /(.r,  j-,  3^1  ) -o,     .... 

Ces  courbes  sont  les  projections  orthogonales  des  sections 
horizontales  équidistantes  pratiquées  dans  la  surface  représentée 
par  l'équation  (i);  on  les  affecte  respectivement  des  cotes  o,  ^(, 
2  -3  ( ,  <  J  -2  ( ,  .... 

Si  l'équation  donnée  est  du  premier  degré  en  x  et  en  y,  les 
lignes  de  niveau  et  leurs  projections  sont  des  choites. 

Si  l'équation  est  de  la  forme 

z  -.=  «a-  -i-  br  -h  c, 

le  plan  qu'elle  détermine  est  coupé  suivan!  des  lignes  de  niveau 
qui  sont  des  droites  parallèles. 

Si,  dans  la  même  équation,  on  fait  a  =:  6,  les  droites  parallèles 
ont  pour  coefficient  angulaire  l'unité  et  foat'des  angles  égaux  avec 
les  axes  des  .r  et  desj'. 

Ces  angles  sont  de  4'^  degrés  lorsque  les  axes  sont  rectangu- 
laires. 

L'équation  z  =  ->  ou,  plus  générahMuent, 

.r  —  a 
>-    -  b 

est  représentée  par  un  faisceau  de  ravous  cotés  dont  le  centre  a 
pour  coordonnées  a  et  b. 

L<)ts(pic  réipialion  à  liois  vari;ibles  est  du  second  degré,  les 
courbes  de  niveau  sont  en  général  drs  (•oni(pies. 
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Soit,  par  exemple,  à  construire  la  suite  des  courbes  de  niveau 
constituant   une   table  graphique  propre  à  remplacer  la   ta])le   de 
^^'thagore;  x  etj)^  étant  deux  facteurs  quelconques,  leur  produit 
fest  fourni  par  l'équation 

z  =  xy, 

lont  l'expression    géométrique   est  un  paraboloide  livperbolique. 

\n  donnant  successivement  à  z  difierenles  valeurs,  on  a  les  courbes 
horizontales  de  la  surface.  Ces  courbes  (G.  137,  2o9)  sont  des 
hyperboles  équilatères  homothétiqiies  rapportées  à  leurs  asvm- 
ptotes.  L'ensemble  de  leurs  projections  cotées  constitue  la  table  à 
double  entrée   de  Pouchet,  dont  la  ji^.  'j-j   présente    une    réduc- 


tion. Pour  déterminer  le  produit  de  deux  nombres,  on  chercne  le 
point  du  plan  qui  a  pour  coordonnées  les  valeurs  linéaires  repré- 
sentatives de  ces  nombres.  Ce  point  est  sur  une  hyperbole  dont  la 
cote  donne  le  produit  cherché. 
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I.  —  Surfaces  topographiques. 

106.  On  nomme  surfaces  topographiques  non  seulement  les  surfaces  de 
terrain  conside're'es  en  Géode'sie,  mais  encore,  par  extension,  les  surfaces 
dont  la  loi  de  génération  n'est  pas  définie  et  dont  les  lignes  de  niveau,  pro- 
jetées sur  le  plan  horizontal  des  xy\  ne  se  rencontrent  pas.  Ces  surfaces  n'ont 
qu'un  point  sur  chaque  verticale. 

On  peut  étendre  aux  surfaces  topographiques,  et  spécialement  aux  sur- 
faces représentatives  des  Tables  numériques  à  double  entrée,  les  diverses 
constructions  auxquelles  donne  lieu  la  méthode  dite  des  projections  cotées. 
On  trouve  ces  constructions  dans  les  Traités  de  Géométrie  descriptive  ('). 

Nous  nous  bornerons  à  rappeler  celles  qu'il  importe  le  plus  de  connaître 
quand  on  se  propose  d'établir  ou  d'interpréter  des  Tables  graphiques. 

107.  Une  droite  est  déterminée  par  sa  projection  sur  le  plan  horizontal 
de  comparaison  et  par  les  cotes  de  deux  de  ses  points. 

Une  droite  est  dite  graduée  lorsqu'on  indique  ceux  de  ses  points  qui 
correspondent  à  des  ordonnées  numériques  exprimées  })ar  des  nom  lires 
entiers. 

On  nomme  inten'alle  la  projection  du  segment  de  droite  compris  entre 
deux  points  dont  les  cotes  diffèrent  d'une  unité. 

Ou  détermine,  au  moyen  d'une  simple  proportion,  la  cote  d'un  point 
donne  sur  une  droite  ou  la  projection  sur  une  droite  d'un  point  dont  la 
cote  est  donnée. 


(')  Voir  notamment  :  Leroy,  Traité  de  Géométrie  descriptive,  suivi  de  la  mctiiodc 
des  plans  cotés,  5°  édit.,  Paris,  iSJg,  p.  325-336.  —  De  la  Gournerie,  Traité  de  Géo- 
métrie descriptive,  2°  édit.,  Impartie,  Paris,  1873,  liv.  III,  p.  1 10-119,  et  III"  Partie,  i8G'|, 
liv.  X,  p.  180-196.  —  Manmieim,  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  l'Ecole  Polytech- 
nique, coniprcitanl  les  élénieiUs  de  la  Géométrie  cinématique,  Paris,  1880,  p.  i5-23  et 
446-460. 
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On  appelle /)^rt/<?  d'une  droite  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que 
cette  droite  fait  avec  le  plan  de  comparaison.  Le  produit  de  la  pente  par 
l'intervalle  est  égal  à  l'unité. 

Les  lignes  de  plus  grande  pente  d'un  jilan  sont  perpendiculaires  aux  ho- 
rizontales de  ce  plan.  La  projection  cotée  de  l'une  quelconque  de  ces  lignes 
constitue  l'échelle  de  pente  du  plan  et  suffit  à  le  déterminer. 

108.  Tous  les  points  d'une  horizontale  ayant  même  cote,  on  détermine 
la  cote  d'un  point  donné  sur  un  plan  en  abaissant  de  la  projection  de  ce 
point  une  perpendiculaire  sur  l'échelle  de  pente  du  plan. 

Trois  points  M,  N,  P  étant  donnés  par  leurs  projections  cotées,  on  con- 
struit l'échelle  de  pente  de  leur  plan  en  joignant  MN,  déterminant  le  point 
Q  de  cette  droite  qui  a  même  cote  que  P,  et  menant  une  droite  perpendicu- 
laire à  l'horizontale  PQ.  Cette  horizontale  et  une  autre  quelconque,  celle  du 
point  M  par  exemple,  coupent  l'échelle  A  en  deux  points  dont  on  connaît 
les  cotes. 

Deux  droites  sont  dans  un  même  plan  lorsque  le  point  d'intersection  de 
leurs  projections  a  même  cote  sur  chacune  d'elles. 

La  droite  commune  à  deux  plans  donnés  est  déterminée  par  les  points 
d'intersection  des  horizontales  menées  par  deux  couples  de  points  ayant 
même  cote  sur  les  échelles  de  pentes  des  deux  plans. 

Pour  déterminer  le  point  d'intersection  d'un  plan  donné  par  son  échelle 


Fig.   78. 


-->--^ 


et  d'une  droite  donnée  par  sa  projection  cotée,  on  fait  passer  par  la  droite 
un  plan  auxiliaire,  et  l'on  détermine  comme  il  vient  d'être  dit  la  droite 
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commune  à  ce  plan  et  au  plan  donné.  Cette  dernière  et  la  droite  donne'e  se 
coupent  au  point  cherché. 

Quand  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  sa  projection  est  paral- 
lèle à  l'échelle  de  pente  de  ce  plan.  La  droite  et  l'échelle  de  pente  font  avec 
le  plan  de  comparaison  des  angles  complémentaires.  Le  produit  de  leurs  in- 
tervalles est  donc  égal  à  l'unité.  On  se  fonde  sur  ces  propriétés  pour  mener 
d'un  point  donné  une  perpendiculaire  à  un  plan. 

109.  Soit  à  construire  [fig.  78)  l'intersection  d'une  surface  topogra- 
phique donnée  par  ses  courbes  de  niveau  et  d'un  plan  donné  par  son  échelle 
de  pente. 

Les  horizontales  du  plan  qui  ont  mêmes  cotes  que  les  courbes  données 
sont  respectivement  dans  les  plans  de  ces  courbes  et  les  rencontrent  en  des 
points  de  la  ligne  d'intersection  cherchée. 

Lorsque  le  plan  sécant  mp  est  vertical  [fig-  7g),  on  le  fait  tourner  autour 
de  l'une  de  ses  horizontales,  celle  qui  est  à  la 
cote  5  par  exemple,  jusqu'à  ce  qu'il  devienne 
lui-même  horizontal.  Le  point  de  rencontre 
de  ce  plan  et  de  la  courbe  10  est  à  cinq  unités 
au-dessus  de  la  charnière;  on  obtient  donc 
son  rabattement  en  mesurant  à  l'échelle  du 
dessin  5  unités  à  partir  du  point  ni  sur  la  per- 
])endiculaire  élevée  en  ce  point  à  lup. 

De  même,  le  point  de  rencontre  du  plan 
sécant  et  de  la  courbe  9  est  rabattu  à  4  unités 
au-dessus  du  point  n  sur  la  perpendiculaire 
en  ce  dernier  point  à  la  droite  mp.  La  courbe 
qui  joint  la  suite  des  points  rabattus  de  cette 
manière  est  la  projection  du  rabattement,  sur 
le  plan  de  la  courbe  5,  de  l'intersection  du  plan  verti(;al  et  de  la  surface 
topographique. 

Cette  surface  n'étant  donnée  qu'approxiniativement  jwr  ses  courbes  de 
niveau,  les  problèmes  auxquels  elle  donne  lieu  ne  comportent  que  des  so- 
lutions aj)proximativcs. 


F'S-  79- 


110,  Il  arrive  souvent  qu'aux  deux  coordonnées  variables  servant  d'ar- 
guments correspond  un  point  compris  entre  deux  courbes  de  niveau  con- 
sécutives. La  cote  de  ce  point  est  alors  fournie  par  une  interpolation  à  vue 
ou  par  une  construction. 

Soit  à  déterminer,  par  exemjile,  la  cote  d'un  point  i\  j)rojeté  en  r,  entre 
les  couibcs  7  et  8.   On  construit,  comme  précédenunent,  le  rabattement 
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de  la  section  faite  dans  la  surface  par  nn  plan  vertical  mp  passant  par  r, 
et  l'on  ajoute  à  la  cote  5  de  l'horizontale  du  point  ;-  la  longueur  de  l'or- 
donne'e  it\. 

Il  suffit  en  général  de  joindre  par  une  droite  les  rabattements  des  points 
(jui  se  projettent  en  7  et  8.  L'oidonnce  ri\  est  alors  mesurée  entre  cette 
droite  et  le  plan  horizontal  du  poiut  /'. 

111.  Soit  à  déterminer  inversement,  sur  une  droite  nip,  la  position 
d'un  point  i\  de  la  surface,  dont  on  connaît  la  cote.  Les  cotes  de  r^  et 
de  mp  étant  respectivement  'j"\  ^o  et  5™,  on  mène  parallèlement  à  mp 
et  à  la  distance  de  •2'",4o  ^'^^  droite  cpii  rencontre  en  Tj  la  projection  du 
rabattement  de  la  courbe  suivant  laquelle  la  surface  est  coupée  par  le  plan 
vertical  i)ip. 

En  projetant  le  point  î\  &ui' mp,  on  obtient  le  point/-,  qui  est  coté  7'",  f\o. 
Dans  ce  cas  encore,  on  néglige  le  plus  souvent  la  courbure  de  la  section 
verticale  entre  les  points  projetés  en  7  et  en  8. 

On  peut  répéter  la  construction  précédente  ])our  un  ccrtaiu  nombre  de 
plans  verticaux  et  déterminer  le  point  coté  7'",4t)  sur  la  projection  de  cha- 
cun de  ces  plans.  La  réunion  par  un  trait  continu  de  tous  les  j)oints  qui 
répondent  à  cette  condition  donne  la  courbe  fie  niveau  inteicalaire  co- 
tée 7'",  4o. 

112.  Ou  construit  l'intersection  de  deux  surfaces  topographiques 
données  par  leurs  courbes  de  niveau  en  raccordant  par  un  trait  continu  les 
points  d'intersection  des  couples  de  courbes  qui  ont  même  cote. 

Pour  construire  l'intersection  d'une  surface  topographique  et  d'une 
droite,  on  détermine  l'intersection  de  la  surface  et  d'un  plan  passant  par  la 
droite.  La  ligne  ainsi  obtenue  et  la  droite  donnée  se  coupent  au  point 
cherché. 

113.  La  pente  d'une  ligne  en  un  point  est  l.i  j)ente  de  sa  tangente  au 
même  point.  La  ligne  est  d'égale  pente  quand  toutes  ses  tangentes  sont  éga- 
lement inclinées  à  l'horizon. 

Soit  à  tracer,  sur  une  surface  topographique  donnée  par  des  courbes  de 
niveau  dont  l'équidistance  est  prise  pour  unité,  une  ligne  passant  par  un 
point  donné  de  l'une  des  courbes  et  dont  la  pente  uniforme  soit  égale  à  m. 

Du  point  donné  A  comme  centie,  avec  un  rayon  égal  à  —•>  on  décrit  un 

arc  de  cercle  qui  coupe  la  courbe  voisine  en  un  point  B.  On  transporte  le 
centre  en  B,  et,  sans  changer  l'ouverture  de  compas,  on  décrit  un  nouvel 


l54      C.VLCLL   GRAPHIQUE.    —    APPENDICE   DU    TRADUCTEUR   AU   CHAPITRE   V. 

arc  qui  rencontre  la  courbe  suivante  en  C.  La  solution  est  approximative- 
ment fournie  par  la  ligne  qui  joint  la  suite  des  points  A,  B,  C,  .... 

Le  problème  présente  deux  solutions,  ou  une  seule,  ou  n'en  comporte  au- 
cune, selon  que  le  cercle  de  rayon  constant  dont  le  rentre  est  sur  une  courbe 
coupe  la  courbe  suivante,  la  touche  ou  ne  la  rencontre  pas. 

On  résout  par  tâtonnement  le  problème  qui  consiste  à  tracer  sur  une  sur- 
face topographique  une  ligne  d'égale  pente  entre  deux  points  donnés. 

114.  Toute  ligne  qui  cou[)e  à  angle  droit  les  courbes  de  niveau  d'une 
surface  est  une  ligne  de  plus  grande  pente  de  la  surface.  Il  peut  arriver 
qu'une  infinité  de  ces  trajectoires  orthogonales  passent  par  un  point  donné  : 
tel  est,  par  exemple,  le  cas  du  point  où  une  surface  de  révolution  est  ren- 
contiée  par  son  axe.  Mais,  en  général,  une  seule  ligne  de  plus  grande  pente 
|)asse  par  un  point  déterminé  d'une  surface,  car  on  ne  peut  mener  qu'une 
normale  à  une  courbe  en  un  de  ses  points. 

115.  Le  plan  tangent  en  un  point  A  d'une  surface  topographique  est 
déterminé  par  deux  tangentes  à  la  surface  en  ce  point  :  la  tangente  t  à  la 
coux'be  de  niveau  du  point  A,  et  la  tangente  t'  à  la  section  faite  dans  la 
surface  par  le  plan  vertical  perpendiculaire  à  i  en  A.  La  droite  t'  est  une 
ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  tangent. 

La  surface  est  à  courbures  opposées  quand  elle  est  coupée  par  le  plan  tan- 
gent en  un  de  ses  points.  La  surface  présente  un  col  lorsque  le  plan  tangent 
qui  la  coupe  est  horizontal. 


IL  —  Applications  des  surfaces  topographiques  à  la  représentation 
des  phénomènes  naturels  ('). 

116.  M.  Léon  Lalanne  est  l'auteur  d'une  première  application  devenue 
lassique. 


(')  C'est  encore  à  Descartes  qu'il  faut  rapporter  l'interprétation  géométrique  des 
fonctions  à  trois  variables.  Mais  la  première  a])plicalion  des  courbes  de  niveau  parait 
remonter  à  luie  époque  plus  ancienne.  Bassantin  en  faisait  usage  au  xvi°  siècle 
pour  ses  études  sur  le  mouvement  des  astres  {Astronomique  discours  de  Jacques  Bas- 
santin,  Écossais.  Lion,  chez  Jan  de  Tovrnes,  i557).  Les  Hollandais  du  siècle  suivant 
indiquaient,  sur  leurs  Cartes  de  dessèchement,  les  pentes  du  terrain  par  des  lignes 
d'égal  niveau  (le  P.  Jean  Fuançois,  L'art  du  fontainier,  a*  édit.,  i6(33,  p.  25).  Philippe 
Bl'achl  a  généralisé  par  la  suite  l'idée  féconde  de  représenter  les  reliefs  du  globe  au 
moyen  des  projections  cotées  des  lignes  de  niveau.  IUîache  a  exposé  sa  méthode  dans 
V Essai  de  Géographie pIiYsique  {^Mémoire  de  l'Académie  des  Sciences  pour  175a).  Une 
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A  la  suite  d'observations  nombreuses,  dont  les  résultats  étaient  complétés 
par  des  interpolations,  le  météorologiste  Ka^nitz  avait  dressé  une  Table  nu- 
mérique à  double  entrée,  dont  la  première  colonne  verticale  portait  les 
chiffres  correspondants  aux  vingt-quatre  heures  d'une  journée  et  dont  les 


Carte,  jointe  au  Mémoire,  sur  laquelle  sont  tracées  les  lignes  d'égale  profoudeiir  de  la 
mer  de  lo  en  lo  brasses,  avait  même  été  présentée  à  l'Académie  dès  173-. 

L'idée  de  Blache  a  été,  en  1780,  reprise,  étendue  et  simplifiée,  quant  à  la  notation, 
par  Dlcarla,  professeur  français  établi  à  Genève  {Sixti-me  cahier  de  Bucarla  el  Mé- 
moire intitulé  Expression  des  nivellements  ou  métiiode  nouvelle  pour  marquer  sur  les 
Cartes  terrestres  et  marines  les  hauteurs  et  les  configurations  du  terrain,  Paris,  1782. 
p.  81)^  Mais  cette  méthode  a  été  tout  d'abord  si  peu  répandue  qu'en  180 '^  Dupaix- 
Triel  l'a  représentée  comme  une  invention  nouvelle  'Méthode  nouvelle  de  nivellement 
présentant  des  /noycns  exacts  et  pratiques  d'exprimer  ensemble  sur  les  Plans  et  les  Cartes 
les  dimensions  horizontales  et  verticales  des  objets,  avec  une  Carte  comme  spécimen, 
an  \I1). 

L'application  des  plans  cotés  à  la  traduction  [jraplii((ue  des  Tables  numériques  à 
double  entrée  n'a  été  proposée  qu'en  1793  par  Poucdet.  Encore  convient-il  de  remar- 
quer que  Pouchet  faisait  usage  des  lignes  d'égal  élément  sans  voir  dans  ces  lignes  les 
projections  sur  un  plan  des  sections  faites  dans  une  surface  par  d'autres  plans  paral- 
lèles au  premier  (voir  Première  Partie,  Géométrie  de  position,  Préface,  p.  xs). 

D'Obenheim  {Balistique,  Strasbourg.  181 'j;  Mémoire  contenant  la  théorie,  la  des- 
cription et  l'usage  de  la  planchette  du  canonnier,  Strasbourg,  i8i8)a  donuédes  échelles 
pour  la  résolution  des  problèmes  de  Balistique  et  fait  implicitement  usage  des  courbes 
d'égale  cote,  sans  toutefois  les  considérer  comme  résultant  de  coupes  faites  dans  une 
surface. 

En  1835,  PiOBEBT  a  fait  usage  des  surfaces  topogrophiques  pour  traduire  graphique- 
ment des  résultats  d'expériences.  Il  a  été  conduit  à  celte  application  par  la  vérilica- 
tiou  des  Tables  de  tir  à  ricocliet  que  le  colonel  Lialtey  venait  de  calculer  {Mémorial 
de  l'Artillerie,  t.  I,  1826). 

C'est  dans  le  troisième  Volume  du  même  Recueil  (i83o)  que  Terqiem,  à  propos 
d'une  construction  graphique  des  Tables  de  Lombard  proposée  par  Belij:>xontre,  a 
dogmatiquement  établi  la  relation  qui  existe  entre  une  Table  numérique  à  double 
entrée  et  la  représentation  d'une  surface  par  des  courbes  d'égale  cote.  Le  même 
Volume  contient  un  beau  Mémoire  de  Terqlem  sur  les  planchettes  ou  Tables  à  double 
entrée  de  d'Obenheiji. 

Y)a.nsson  Explication  d'un  nouveau  sì  stème  de  tarifs,  ou  nouvelle  méthode  pour  trouver 
en  mesures  métriques,  sans  aucun  calcul,  les  poids  des  métaux,  le  cube  des  bois,  etc. 
(Paris,  1840),  Allix  a  donné  des  Tableaux  graphiques  àdouble  entrée,  représentant  les 
courbes  de  niveau  déterminées  pai-  les  équations  de  la  forme  x^  >■  =  const.  11  ne  s'est 
point  préoccupé  de  rattacher  ces  hyperboles  du  troisième  ordre  aux  surfaces  dont 
elles  sont  les  projections. 

En  1842  (Collection  de  Tables  pour  abréger  les  calculs  relatifs  à  la  rédaction  des 
projets  de  routes  et  de  chemins  de  toute  largeur,  formant  l'Appendice  n°  4  au  t.  I, 
4'  édit.,  du  Cours  de  construction  de  feu  M.  J.  Sganzin),  M.  Lalanne  a  montré  que  la 
surface  d'un  demi-profil  de  terrassement,  en  fonction  de  la  cote  sur  l'axe  et  de  la 
déclivité  du  terrain,  est  donnée  par  l'équation  d'un  hyperboloïde  dont  les  sections 
horizontales    paraboliques,  projetées  sur    un    plan   également   horizontal    et    cotées. 
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douze  autres  colonnes  se  rapportaient  aux  douze  mois  de  rannéc.  Chacun 
des  nondjres  inscrits  dans  cette  Tal)le  correspondait  ainsi  à  deux  arguments 
et  donnait  jmur  la  ville  de  Halle,  lieu  des  observations,  la  moyenne  des 
températures  relevées   à  la  même  heure  tous  les  jours  d'un  même  mois. 


forment  un  Tableau  graphique  propre  à  remplacer  les  Tables  numériques  dressées 
pour  calculer  les  mêmes  surfaces  de  profils.  Le  même  savant,  généralisant  le  principe 
de  cette  méthode,  en  a  proposé  l'application  à  diverses  lois  naturelles,  notamment 
à  l'expression  des  variations  mensuelle  et  horaire  de  la  température,  et  à  la  statistique 
figurée  de  la  population,  dans  une  région  déterminée,  au  moyen  des  courbes  d'égale 
population  spécifique  {^Mémoire  sur  la  représentation  graphique  des  Tableaux  météo- 
rologiques et  des  lois  naturelles  en  général,  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le 
29  mai  1843  et  servant  d'Appendice  à  la  traduction  française  du  Cours  complet  de  3Ié- 
téorologie  de  L.-l-'.  Kaemtz.  Paris,  i8î3  et  i858,  —  Rapport  de  MM.  Eue  de  Beacmont, 
Lamé  et  Caiciiy,  11  septembre  i843,  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'aca- 
démie des  Sciences,  t.  XVII,  p.  ^()2.  —  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  t.  XX,    i8^5,  p.  /|38). 

Fèvre  a  donné  en  \^\'\{^Traité  du  inoufement  de  translation  des  locomot/ves,  PI.  X) 
un  plan  topographique  qui  fait  connaître  la  vitesse  d'une  locomotive,  étant  donnés 
le  poids  du  convoi  et  l'inclinaison  de  la  rampe  sur  laquelle  on  le  remorque. 

DiDiON  (XXVn°  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Poli  technique)  a  appliqué  la  notation 
de  Buache  à  la  représentation  graphique  des  résultats  comparatifs  d'expériences 
faites  sur  la  justesse  du  tir  ii  balles  plates  et  à  balles  longues. 

On  peut  encore  citer,  parmi  les  applications  relativement  anciennes  se  rattachant 
plus  ou  moins  directement  au  mode  de  représentation  qui  nous  occupe  :  les  lignes 
d'égale  déclinaison  de  l'aiguille  aimantée,  construites  par  Halle\  sur  une  Mappe- 
monde, au  commencement  du  xvii°  siècle;  le  tracé  du  méridien  magnétique  parEuLER; 
la  figuration  des  lignes  isothermes,  par  de  Humboldt  (i8i3);  les  lignes  d'égale  décli- 
naison, d'égale  inclinaison  et  d'égale  intensité  magnétique,  par  Dcperrey  ;  les  lignes 
d'éjjale  intensité  lumineuse,  par  Mason  (iS'i3);  le  dromographe  planétaire  de  Lëvy  et 
Lewandowski  (iS^g). 

Parmi  les  applications  récentes  des  surfaces  lopographiques,  sans  déformation  des 
lignes,  nous  indiquerons  :  les  courbes  figuratives  des  variations  de  la  température,  de 
la  pression  atmosphérique,  de  l'humidité,  de  la  vitesse  du  vent,  exposées  au  Congrès 
géographique  de  Paris,  en  187J,  par  l'Observatoire  de  l'Infant  D.  Liiz,  de  Lisbonne; 
les  diagrammes  des  variations  horaires  de  la  pression  atmosphérique,  de  la  tempéra- 
ture, du  degré  hygrométrique,  de  la  déclinaison,  publiés  par  V Annuaire  de  l'Obsen-a- 
toire  de  Montsouris  pour  l'an  1878  (  p.  373,  38'|,  ^07  et  4'-^8);  les  abaques  rectilignes 
de  Plassiard  pour  exprimer  les  relations  qui  existent  entre  le  son  rendu  par  une 
corde  vibrante,  le  poids  de  l'unité  de  longueur  de  cette  corde  ella  tension  à  laquelle 
on  la  soumet  {Congrès  de  Lille,  p.  192  et  PI.  II);  les  abaques  du  commandant 
Guillemot  et  des  capitaines  RicoiR  et  Delambre  pour  mesurer  les  elTets  des  fourneaux 
de  mines  {Mémorial  de  l'Off cier  du  Génie,  n"  21,  Paris,  1873);  les  Tables  graphiques 
annexées  aux  Tables  numériques  de  Pereire  pour  le  calcul  des  intérêts  composés, 
annuités,  rentes  viagères,  etc.  (Paris,  1873):  les  abaques  de  M.  Tiiovot  pour  la  dé- 
termination du  nombre  minimum  de  freins  qu'il  convient  d'appliquei-  à  un  train,  étant 
donnés  le  nombre  des  wagons  et  la  vitesse  {Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  2°  seni. 
i874i  p.  4-^0  )>  'u  Carte  des  courbes  d'égale  population  spécifique  de  Paris,  dressée  par 
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La  fi^,.  80  est  la  traduction  graphique  des  résultats  fournis  par  la  Table 
numérique  de  Ksenitz.  On  a  adopté  des  grandeurs  arbitraires  pour  repré- 
senter les  mois,  les  heures  et   les  degrés  de  température.  Les   mois  et  les 


Fis.  So. 


Minuit 


heures,  pris  comme  variables  indépendantes,  sont  respectivement  portés  sur 
les  axes  rectangulaires  des  x  et  des  )■;  les  degrés  sont  portés  sur  l'axe  des  3, 


î\r.  Yaithier  en  1873,  suivant  le  système  soumis  par  M.  Lalanm;  à  1  Académie  des 
Sciences  en  i8^5  {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXWIII, 
p.  264);  le  diagramme  des  marées  au  port  de  Brest,  donné  par  M.  Fénois,  d'après 
les  courbes  inscrites  par  le  ftiaréjjraphe  de  Cdazallon  (  Annales  des  Ponts  et  Chaussées, 
1869,  2"  sera.,  p.  170);  l'épure  représentative  du  mouvement  des  marées  au  Havre 
pendant  le  mois  de  septembre  1877,  dressée  par  M.  Qiisette  de  Rìchemont;  enfin  divers 
abaques  dresses  par  le  commandant  Coéry,  pour  résoudre  graphiquement  les  prin- 
cipalcs  formules  de  la  résistance  des  matériaux  (  Pratique  de  la  résistance  des  maté- 
riaux dans  les  constructions,  Paris,   1877). 
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perpendiculaire  au  plan  des  xy,  qui  est  le  plan  de  comparaison.  Chacune 
des  tranches  horizontales  de  la  Table  numérique  donne  pour  une  même 
heure  les  températures  moyennes  des  différents  mois.  Elle  constitue  donc 
une  Tableà  simple  entrée  qu'on  traduit  par  une  courbe  plane,  rapportée  aux 
axes  Ajc  c\.  kz. 

Cette  couri)e  est  une  section  plane  pratiquée  perpendiculairement  à  l'axe 
des  heures  dans  la  surface  topographique  qui  doit  remplacer  la  Table  nu- 
mérique de  Kfemtz. 

La  partie  supérieure  de  la  figure  représente  huit  des  vingt-quatre  courbes 
qu'on  détermine  en  opérant  de  la  même  manière  pour  chacune  des  heures. 
Ces  courbes  horaires  ont  pour  projection  sur  le  plan  des  xj  vingt-quatre 
droites  horaires  équidistantes,  pai'allèles  à  l'axe  des  x.  Une  droite  horizontale 
dont  le  :;  exprime,  à  l'échelle  adoptée,  un  nombre  déterminé  de  degrés  du 
thermomètre,  rencontre  les  courbes  horaires  en  des  points  dont  les  projec- 
tions sur  les  droites  horaires  corrcsj)ondantes  appartiennent  à  la  ligne 
d'égale  température  qui  doit  avoir  pour  cole  la  valeur  de  z  considérée.  Les 
intersections  des  courbes  horaires  par  une  suite  d'horizontales,  dont  le  :;  varie 
de  degré  en  degré,  déterminent  des  lignes  d'égale  température,  ou  lignes  de 
niveau  de  la  surface,  dont  les  cotes  varient  de  la  même  manière.  On  trace 
assez  exactement  chacune  de  ces  lignes  en  reliant  })ar  un  trait  continu  les 
points  des  droites  horaires  qui  lui  appartiennent.  Le  tracé  ne  devient  incer- 
tain que  dans  le  voisinage  des  points  où  les  tangentes  aux  lignes  de  niveau 
sont  parallèles  à  l'axe  des  mois.  Ces  points  s'écartant  peu  de  lordonnée  du 
mois  de  juillet,  on  fait  disparaître  toute  incertitude  en  déterminant,  au  moyen 
de  la  colonne  numérique  de  juillet,  la  section  plane,  perpendiculaire  à  l'axe 
des  mois,  qui  se  projette  suivant  la  même  ordonnée.  On  opère  ensuite  sur 
le  profil  de  cette  section,  qui  est  une  courbe  de  variation  diurne,  comme  on 
a  précédemment  opéré  sur  les  courbes  horaires. 

Les  ondulations  de  la  surface  figurées  par  les  lignes  de  niveau  donnent 
l'image  fidèle  de  la  variation  des  températures  moyennes  aux  différentes 
heures  du  jour  et  aux  difi'(;rentes  périodes  mensuelles  de  l'année.  Les  vai'ia- 
tions  observées  suivant  une  trajectoire  orthogonale  donnée  sont  d'autant 
plus  grandes  qu'on  mesure,  sur  la  même  trajectoire,  des  intervalles  plus 
petits  entre  les  lignes  de  niveau  consécutives. 

Le  point  culminant  de  la  surface,  autour  duquel  se  ferment  des  courbes  à 
cotes  croissantes,  est  aux  environs  du  mois  de  juillet  et  de  3''  a[)rès-niidi; 
c'est  un  maximum  absolu.  Entre  i''  et  2''  de  l'après-midi,  en  janvier,  est 
un  to/ qui  indique  un  minimum  pour  les  mois  et  un  maximum  j)our  les 
heures.  Un  nouveau  col  est  entre  juillet  et  août,  vers  3''  du  matin. 

Si  l'on  unit  par  un  trait  continu  la  suite  des  points  de  contact  des  courbes 
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de  niveau  avec  leurs  tangentes  perpendiculaires  à  l'axe  des  mois,  ou  obtient 
les  lignes  des  points  les  plus  hauts  et  des  points  les  plus  bas  des  sections 
perpendiculaires  au  même  axe.  Ces  lignes,  figurées  en  pointillé,  indiquent, 
suivant  la  saison,  les  heures  du  maximum  ou  du  minimum  diurne.  Les 
points  de  contact  des  tangentes  perpendiculaires  à  l'axe  des  heures  déter- 


minent pareillement  les  lignes  qui  marquent  les  époques  du  maximum  et  du 
minimum  pour  chaque  heure. 


117.  \S  Annuaire  de  Montsouris  pour  iS'jS  contient  une  application  plus 
récente  des  mêmes  principes  à  la  représentation  des  variations  horaires  du 
baromètre. 

On  calcule,   d'après  les  observations,   la  pression  moyenne  totale  pour 
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chacun  des  mois  de  rannée  et  la  moyenne  des  pressions  à  chaque  heure  du 
jour  pour  tous  les  jours  de  chaque  mois,  Les  différences  positives  ou  néga- 
tives entre  les  vingt-quatre  moyennes  lioraires  d'un  mois  et  la  pression 
moyenne  du  même  mois  constituent  des  écarts  moyens  qu'on  porte  en  or- 
données d'une  courbe  dont  les  heures  sont  les  abscisses. 

La  fis-  8i  représente  les  douze  courbes  distinctes  qui  correspondent  aux 
douze  mois.  Les  nombres  inscrits  sur  les  douze  horizontales  jirises  pour 
axes  des  abscisses  indiquent  les  pressions  moyennes  des  mois  correspon- 
dants. 

Les  douze  courbes  de  la  fig.  8i  peuvent  être  considérées  comme  des  pro- 
fils en  travers  équidistauts,  relevés  sur  une  surface  topographique.  En  op(' - 
rant  comme  dans  le  cas  qui  précède,  on  reconstitue,  au  moyen  de  ces  pro- 
fils, la  surface  elle-même  dans  les   conditions  représentées  par  la  fi'^.  8?.. 


Fiiï.  82. 


Chacune  des  courbes  de  niveau  de  ce  diagramme  raccorde  la  suite  des  pouils 
déterminés  par    les    heures    des   divers    nu)is     aux(iuelles    correspond   \m 
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même  écart  moyen.  Les  courbes  sont  en  traits  |)I(Mns  on  pointilh's,  selon  que 
les  écarts  horaires  moyens  sont  positifs  on  m'ijatifs. 

La  courbe  MN  est  une  ligne  de  faite  déterminée  jiar  les  écarts  maxima  qui 
se  produisent  aux  environs  de  9**  du  matin.  La  couibe  mn  est  un  thalweg 
déterminé  par  la  suite  des  écarts  minima  qui  se  produisent  entre  3''  et  5''  du 
soir.  Deux  autres  lignes  pointillées  lih  et /l' h'  passent  par  les  heures  du 
lever  et  du  coucher  du  Soleil. 

Les  quatre  lignes  ainsi  tracées  forment  une  figure  à  peu  près  svmélrique 
et  montrent  bien  que  l'oscillation  barométrique  diurne  est  liée  à  la  marche 
du  Soleil. 

in.  —  Diagrammes  à  colonnes  et  cartogrammes. 

118.  Il  convient  de  signaler  encore,  à  raison  de  l'emploi  fréquent  que 
certains  auteurs  en  ont  fait,  deux  modes  particuliers  de  figuration  plane, 
connus  sous  les  noms  de  diagrammes  h  colonnes  et  de  diagrammes  cartes. 

Les  premiers  se  composent  en  général  de  rectangles  juxtaposés,  ayant 
pour  bases  des  segments  consécutifs,  égaux  ou  inégaux,  de  l'axe  des  abscisses, 
et  pour  hauteurs  des  quantités  proportionnelles  à  la  mesure  des  faits  qu'on 
veut  comparer.  Pour  exprimer,  par  exemple,  l'importance  du  commerce 
maritime  de  divers  pays,  on  attribue  à  chacun  d'eux  un  rectangle  de  base 
constante  et  de  hauteur  proportionnelle  <à  son  tonnage.  On  peut  même  di- 
viser chaque  colonne  en  rectangles  superposés,  donnant  chacun  des  résul- 
tats partiels  aussi  intéressants  à  comparer  que  les  ensembles.  Dans  le  cas 
considéré,  les  rectangles  des  tonnages  totalisés  [)ourront  être  décomposés 
en  deux  autres,  respectivement  proportionnels  au  tonnage  des  navires 
à  vapeur  et  au  tonnage  des  navires  à  voiles. 

Les  rectangles  totaux  juxtaposés  ont  quelquefois  même  hase  et  même  hau- 
teur. Chacun  d'eux  exprime  alors  100  parties,  par  exemple,  d'une  même 
chose  dont  les  éléments  constitutifs,  contenus  en  proportions  différentes  dans 
les  divers  cas  à  comparer,  sont  représentés  par  les  rectangles  partiels  que 
ces  proportions  déterminent.  On  trouve  dans  l'Ouvrage  si  remarquable  de 
M.  Elisée  Reclus  (')  beaucoup  de  diagrammes  de  cette  sorte,  dont  un,  no- 
tamment (^),  exprime  le  tant  pour  cent  de  terres  labourées,  de  prairies,  de 
forêts,  de  terres  incultes  et  d'eaux  en  Suède,  en  Norvège  et  en  Danemark. 
Si  l'on  avait  remplacé  les  bases  égales  par  des  bases  proportionnelles  aux 
superficies  territoriales  de  ces  trois  pays,   le  diagramme  aurait  fourni  non 


(')  Nouvelle  Géographie  universelle.   La  Terre  et  les  hommes.  Paris,  18-6-1881. 
(•)  T.V,  p.  204. 

I  I 
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seulement  les  pourcentages,  mais  encore  les  valeurs  absolues  des  éléments 
partiels  de  chaque  pays. 

On  construit  de  la  même  manière  les  diagrammes  figuratifs  des  prix  de 
revient  par  kilomètre  de  diverses  lignes  ferrées  (  '  ).  Le  rectangle  total  lelatif 
à  cliaque  ligne  est  alors  formé  de  rectangles  superposés,  dont  les  hauteurs  sont 
respectivement  pioportionnelles  aux  dépenses  kilométriques  pour  acquisi- 
tion des  terrains,  terrassements,  ouvrages  d'art,  voies,  matériel  roulant, 
frais  généraux,  etc.  Il  en  résulte  que  les  colonnes  totales  ont  en  général  des 
hauteurs  différentes.  Si,  d'autre  part,  on  donne  à  ces  colonnes  des  largeurs 
proportionnelles  aux  nombres  de  kilomètres  des  lignes  correspondantes,  le 
Tableau  fournira,  en  même  temps  que  les  valeurs  comparatives  des  élé- 
ments de  dépense  réduits  au  kilomètre,  les  valeurs  absolues  de  ces  éléments 
pour  l'ensemble  de  chaque  ligne. 

Dans  les  Tableaux  à  colonnes  dressés  ])ar  Minai'd  pour  l'étude  compara- 
tive du  trafic  de  divers  tronçons  d'une  même  ligne  ferrée,  chaque  tronçon 
est  doté  dune  base  proportionnelle  à  sa  longueur.  Le  rectangle  élevé  sur 
cette  base  pour  représenter  le  trafic  total  d'un  tronçon  est  divisé  en  deux 
rectangles  partiels  par  une  horizontale.  Le  rectangle  supérieur  représente  le 
trafic  local  entre  les  deux  stations  extrêmes  du  tronçon;  le  rectangle  infé- 
rieur représente  le  trafic  de  transit  commun  à  tous  les  tronçons  de  la  ligne 
entière.  Ce  dernier  rectangle  a  même  hauteur  sur  tout  le  développement  du 
Tableau,  et  les  rectangles  supérieurs  varient  seuls  à  raison  de  l'importance 
commerciale  des  stations  qui  les  limitent.  Le  rectangle  total  de  chaque  tron- 
çon est  quelquefois  décomposé  en  plusieurs  rectangles  dont  les  hauteurs 
sont  proiiortionntlles  aux  subdivisions  du  trafic,  d'après  les  diverses  es])èces 
de  marchandises.  Ce  mode  de  représentation  a  été  appliqué  aux  canaux  par 
Comoy  (2)  (1845). 

119.  Les  dia 'grammes-cartes  ou  carto^rammes  sont  des  cartes  ordinaires 
sur  lesquelles  on  exprime  par  des  teintes  ou  par  d'autres  marques  conven- 
tionnelles, par  des  bandes  proportionnelles,  par  des  suites  de  petits  dia- 
grammes locaux  ou  par  des  courbes  d'égal  élément,  le  lieu  géographique  et 
l'importance  relative  de  certains  faits. 

(')  Voir  Ruelle,  Note  relative  aux  chemins  de  fer  à  bon  mnrclié  et  d'intérêt  local, 
dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  18G8,  2°  semestre,  p.  G6,  et  PI.  CLXIX. 

(')  Parmi  les  diagrammes  à  colonnes  qui  ont  figuré  à  l'Exposition  de  1878,  nous 
mentionnerons,  dans  la  Section  hongroise,  les  Tableaux  analytiques  du  trafic  des  che- 
mins de  fi'r,  de  la  production  des  forêts,  des  mines,  des  usines,  etc.,  et  beaucoup 
d'autres  représentations  do  fiiits  techniques  ou  économiques. 

Le  D' lÎLRTiLLON  a  fait  un  usage  fréquent  des  Tableaux  en  colonnes,  ainsi  qu'on  a  pu 
en  juger  par  son  exposition  spéciale  de  démographie. 
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La  disposition  la  plus  simple  et  la  plus  usitée  jusqu'ici  est  celle  des 
cartogramincs  à  teintes  ou  h  luichiires  dégradées.  Pour  traduire  en  cette 
forme  des  résultats  statistiques  relatifs  à  la  distribution  des  populations, 
au  degré  d'instruction,  à  la  criminalité,  à  la  mortalité,  à  la  longévité, 
au  paupérisme,  à  la  production  en  blé,  en  vins,  etc.,  c'est-à-dire  à  l'inten- 
sité variable  d'un  pbénomène  physique  ou  social  dans  les  diverses  régions 
d'un  même  pays,  on  recouvre,  sur  la  Carte,  la  superficie  occupée  par 
chaque  circonscription  géographique  ou  par  chacune  des  divisions  qu'on 
juge  à  propos  d'établir,  d'une  teinte  d'autant  ])lus  foncée  qu'il  s'agit  de  re- 
présenter des  résultats  numériques  plus  importants.  Chaque  teinte  porte,  sur 
la  Carte  elle-même  ou  sur  une  légende  séparée,  les  indications  chiffrées 
propres  à  déterminer  sa  valeur  relative  dans  l'échelle  de  coloration  des  di- 
verses régions.  On  peut  éviter  cette  graduation  numérique  et  donner  aux 
diagrammes  un  caractère  plus  purement  graphique  en  couvrant  les  surfaces 
partielles  d'un  réseau  quadrillé  à  mailles  d'autant  plus  serrées  que  le  phé- 
nomène décrit  présente  une  intensité  plus  grande.  La  valeur  de  l'interligne 
donne  alors,  à  une  échelle  convenue,  l'indication  qui  était  précédemment 
fournie  par  un  chiffje. 

Ce  mode  de  figuration  ne  doit  pas  être  étendu  à  des  faits  qui  se  présentent 
aAcc  des  degrés  d'intensité  très  variés.  On  ne  peut,  en  effet,  sous  peine 
d'arriver  à  la  confusion,  multiplier  au  delà  d'une  mesure  restreinte  les  teintes 
ou  les  hachures  sur  un  même  Tableau.  Aussi  doit-on,  après  avoir  établi 
les  moyennes  du  fait  considéré  pour  chacune  des  divisions  territoriales, 
classer  ces  moyennes  en  un  petit  nombre  de  groupes  et  consacrer  une 
même  teinte  ou  un  même  module  de  quadrillé  aux  diverses  moyennes 
comprises  dans  l'amplitude  relativement  restreinte  d'un  même  groupe  ('). 


(')  On  trouve  de  nombreux  spécimens  de  ces  Cartes  dans  la  Gcograpliic  universelle 
de  E.  Reclus.  A'oir  aussi  :Rertillon,  Démographie  figurée  de  la  France,  sect.  B,  Z"  sér. 
—  Broca,  Recherches  sur  l'ethnologie  de  la  France,  dans  \enMem.de  la  Société  d'anthro- 
pologie, i86o-i863.  —  Lagneau,  Répartition  géographique  de  certaines  infirmités  en 
France.  —  Boudin,  Traité  de  géographie  et  de  statistique  médicales,  t.  II,  p.  4-^?,  5.5i, 
589. —  JM.VGITOT,  Bulletin  de  la  Société  d' Anthropologie,  2°  série,  t.  II,  p.  71.  —  Sistacii, 
Gazette  médicale  de  Paris,  i8G3,  p.  725.  —  Rergeiion,  Répartition  des  teignes,  etc. 
Paris,  iSG5.  —  Lunier,  Production  et  consommation  des  boissons  alcooliques  en 
France.  Paris,  1877.  —  Guibert,  Ethnologie  armoricaine,  dans  les  Mémoires  du  Con- 
grès celtique  international.  —  Gounot,  Etude  statistique  sur  la  métallurgie  du  fer  en 
France,  dans  la  Revue  scientifique  de  la  France  et  de  V Etranger,  t.  XXVIII,  octobre 
1881.  Parmi  les  curtogrammcs  de  cette  première  espèce  qui  figuraient  à  l'Exposition 
de  1878,  nous  citerons  ceux  :  du  D'  Lusier,  sur  la  production  et  la  consommation  des 
boissons  alcooliques  en  France;  de  M.  Helzé,  sur  la  statistique  agricole;  de 
M.  Vesselowski,  sur  la  libération  du  territoire  entre  les  mains  des  serfs  russes  éman- 
cipés; de  M.  Neumasn  Spallakt,  sur  la  statistique  industrielle  et  agricole  de  l'Autriche. 
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120.  Belpaire  (')  et  Minard  {^)  ont  imaginé  une  autre  disposition  qui  est 
surtout  propre  à  représenter  les  variations  de  trafic  sur  les  voies  de  commu- 
nication d'un  pays  et  sur  les  diverses  sections  de  ces  voies.  Cette  disposition 
consiste  à  figurer  sur  la  Carte,  au-dessus  du  tracé  de  chaque  voie  (route, 
chemin  de  fer,  canal  ou  rivière  ),  une  bande  colorée  dont  la  largeur  en  chaque 
point  est  proportionnelle  soit  au  tonnage  des  marchandises,  soit  au  nombre 
des  voyageurs,  soit  à  la  valeur  argent  des  transports  effectués.  C'est,  en 
somme,  le  diagramme  à  colonnes  gcographiquement  distribué.  La  Section 
russe,  à  l'Exposition  de  1878,  présentait  vui  grand  nombre  à&  cartogj-ammes 
à  bandes,  diessés  d'apiés  ce  principe.  U Album  de  Statistique  grnpliique 
publié  en  1879  par  le  Ministère  des  Travaux  publics  (^)  en  contient  quatre 
qui  se  rapportent  respectivement  au  tonnage  des  rivières,  canaux  et  ports 
de  la  France  en  1 877,  au  tonnage  des  routes  nationales  en  1876,  au  tonnage 
et  à  la  recette  des  chemins  de  fer  français  en  1877. 

Le  même  Ministère  a  publié,  en  1880,  un  second  Album  qui  contient 
douze  cartogrammes  à  bandes.  Ceux  des  planches  V  et  VI  figurent  les  ton- 
nages des  chemins  de  fer,  des  rivières,  des  canaux  et  des  ports  en  1878. 
Les  bandes  proportionnelles  passées  en  couleurs  sur  le  parcours  de  ces 
diverses  voies  représentent,  à  la  même  échelle  sur  les  deux  cartes,  les  cou- 
rants de  circulation.  Elles  permettent,  non  seulement  de  mesurer  les  ser- 
vices rendus  par  les  voies  exploitées,  mais  encore  de  préjuger  les  services 
qu'on  doit  attendre  des  voies  à  ouvrir.  Les  planches  IX  et  X  représentent, 
d'après  le  même  principe,  l'une  les  lecettes  brutes,  l'autre  les  bénéfices 
nets  des  chemins  de  fer  français  en  1878.  Ces  résultats,  ramenés  au  kilo- 
mètre, sont  figurés  à  la  même  échelle  \  en  sorte  que  la  différence  de  largeur 
des  bandes  qui  se  correspondent  géographiquement  dans  les  deux  caries 
est  proportionnelle  aux  frais  d'exploitation.  Les  planches  III  et  IV  figurent 

(')  Notice  sur  les  Cartes  du  niom'cment  du  transport  en  Jiclgi<iue.  Bruxelles.  1841. 

(')  Sur  la  circulation  des  cliepiins  de  fer  et  des  canaux  de  la  Belgique,  \'è\-j.  —  Des 
Tableaux  graphiques  et  des  Cartes  figuratives,  1861.  Voir  aussi  Boris,  Renseignements 
comparatifs  sur  la  fréquentation  et  les  dépenses  d'entretien  des  routes  et  chemins  vici- 
naux du  département  du  Jura,  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  1869,  \"  se- 
mestre, p.  425,  et  /'/.  CLXI.I. 

(')  Paris,  Imprimerie  nationale.  1879.  Cet  Album  contient,  outre  les  figurations 
cartographiques  dont  nous  venons  de  parler,  six  Tableaux  en  coordonnées  rectan{yu- 
laires,  représentant  l'histoire  financière  des  six  grandes  Compagnies  françaises  de  che- 
mins de  fer  depuis  l'origine  de  ces  Compagnies  jusqu'à  la  fin  de  1878.  Trois  courbes 
principales  indiquent,  dans  cliaque  Tableau,  Ja  variation  des  cours  les  plus  hauts, 
des  cours  les  plus  bas  et  des  revenus.  Seize  autres  diagrammes  traduisent  les  mou- 
vements d'importation  et  d'exportation  des  ports  de  commerce  français  depuis  18G8 
jusqu'en  i8-;S.Un  dernier  Tableau  résume  le  mouvement  du  commerce  français  depuis 
iSq3  jus(iu'en  1878, 
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les  frais  de  jireniiei-  établissement  des  chemins  de  fer  et  des  voits  navi- 
gables, avec  distinction,  pour  les  chemins  de  fer,  des  subventions  de  l'État 
et  des  dépenses  laissées  à  la  charge  des  Compagnies.  La  planche  II  se  rap- 
|)orte  aux  conditions  techniques  détablissement  des  voies  ferrées.  Elle  pré- 
sente, ])nur  chaque  ligne  ou  section  de  ligne,  deux  bandes  ju\la|)Osées, 
l'une  directement  proportionnelle  au  rayon  minimum  des  courbes,  l'autre 
inversement  proportionnelle  à  la  déclivité  maxima  du  profd.  I,a  largeur 
totale  des  deux  bandes  étant  dès  lors  d'autant  plus  grande  que  lés  lignes 
sont  mieux  tracées,  elle  peut,  en  quelque  sorte,  servir  de  mesure  à  la  qua- 
lité techni<jue  de  ces  lignes;  elle  peut  même  fournir  des  indications  utiles 
pour  l'étude  du  tracé  d'une  nouvelle  ligne  à  insérer  dans  un  réseau  de  lignes 
exploitées.  Quand  on  rapproche  les  trois  diagrammes  du  tonnage,  des 
recettes  et  des  frais  de  premier  établissement,  on  remarque,  entre  leurs 
bandes  proportionnelles  respectives,  des  conditions  de  similitude  qui 
rendent  prestpie  superposables  les  traductions  graphiques  des  trois  lois 
étudiées  sé|)arément.  On  est  ainsi  amené  à  reconnaître  que  les  lignes  les 
plus  fréquentées  et  les  plus  productives  sont  en  même  temps  les  i)lus  coû- 
teuses et  les  mieux  établies.  La  planche  XIV  figure  les  conditions  de  navi- 
gabilité des  diverses  catégories  des  voies  navigables.  Les  planches  XI,  XII 
et  Xin  complètent  la  série  des  cartogrammes  à  bandes  figuratives  (').  Elles 
expriment  l'importance  de  la  circulation  dans  Paris,  en  1878,  d'après  les 
recettes  kilométriques  des  omnibus,  des  tramways,  du  chemin  de  fer  de 
ceinture  et  des  bateaux  à  vapeur. 

121.  On  désigne  sous  le  nom  de  cartogrammes  à  foyers  diagraphiques 
une  troisième  catégorie  de  diagrammes-cartes,  dans  laquelle  le  centre  de 
chacune  des  divisions  géographiques  considérées  est  pris  comme  foyer  d'un 
petit  diagramme  spécial.  Ce  diagramme  figure,  d'après  certaines  conven- 
tions, la  valeur  moyenne  d'un  ou  plusieurs  phénomènes  observés  dans  la 
région  corresjjondante;  l'ensemble  des  diagrammes  locaux,  établis  suivant 
une  règle  uniforme,  représente,  d'une  façon  très  expressive  et  très  analy- 
tique à  la  fois,  les  lois  générales  de  variation  des  mêmes  phénomènes  dans 
la  totalité  du  pays. 

Les  cartogrammes  diagraphiques  sont  dits  à  cercles  proportionnels  lors- 
qu'on se  borne  à  figurer,   sur   chaque  foyer   régional,    un  cercle   dont  la 


(')  MiNARD  a  dressé  un  carta jramme  à  bandes  proportionnelles  représentant  les 
pertes  essuyées  par  l'armée  française  pendant  la  campajne  de  Russie  (1812).  Le  large 
ruban  qui  marque  l'effectif  au  départ  se  trouve  réduit,  au  retour,  à  une  bande  très  mince. 
11  était  déjà  réduit  à  moins  d'un  quartde  sa  largeurprimiliveau  moment  où  la  retraite 
a  commencé. 
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surfiice  est  proportionnelle  ;i  la  valeur  moyenne  d'un  fait  observé.  VJlbum 
de  Statistique  graphique  de  1880,  cité  plus  haut,  contient  [PI.  VIII)  un 
(liagiaiiime  à  cercles  proportionnels  fi^nirant  les  recettes  des  stations  des 
chemins  de  fer  français  en  1878.  Une  teinte  spéciale  est  affectée  à  chaque 
réseau.  Quand  une  station  n'appartient  qu'à  un  seul  réseau,  les  recettes 
annuelles  sont  exprimées  par  la  surface  d'un  cercle  qui  a  son  centre  à  la 
position  géographique  de  la  station  considérée.  La  recette  de  Sooooo'^''  est 
représentée  par  un  cercle  de  a'"""  de  rayon,  La  surface  d'un  cercle  de 
rayon  î\  figurant  une  recette  R,  est  donc 

~>' 

T.r>  =  - R; 

Ò00000 

d'où  il  suit  qu'à  un  rayon  r,  mesuré  sur  la  carte  et  exprimé  en  millimètres, 
correspond  une  recette 

7'- 
R  =1  DOOOOO  y  • 

4 

On  obtient  facilement  les  rayons  des  cercles  à  tracer  sur  la  carte  en  faisant 
usage  de  Vnbaque  de  M.  Lalanne,  ou  d'un  petit  diagramme  parabolique 
auxiliaire  qui  dispense  de  tout  calcul. 

Quand  deux  réseaux  aboutissent  à  une  même  station,  leurs  recettes  res- 
pectives sont  représentées  par  deux  demi-cercles  juxtaposés,  affectés  des 
teintes  correspondantes.  Dans  le  cas  d'un  nombre  de  réseaux  supérieur  à 
deux,  chac|ue  réseau  est  figuré  par  un  secteur  dont  la  surface  est  propor- 
tionnelle à  sa  recette. 

Les  diagrammes  locaux  sont  disposés  quelquefois  de  façon  à  grouper  un 
grand  nombre  de  résultats  statistiques  indépendants.  Dans  la  planche  I  de 
V Album  de  Statistique  de  1880,  la  position  géographique  de  chaque 
chef-lieu  est  un  foyer  autour  duquel  rayonnent,  en  forme  de  diagramme 
polaire,  des  secteurs  concentriques  et  contigus  dont  les  surfaces  repré- 
sentent, à  une  échelle  de  convention,  l'importance  de  divers  faits  relatifs 
au  développement  des  voies  de  communication  à  la  fin  de  1878.  Sept  sec- 
teurs de  même  rayon,  dont  l'ensemble  complète  le  demi-cercle  situé  au- 
dessus  de  l'horizontale,  représentent  respectivement  (rotation  de  gauche  à 
droite)  les  longueurs  des  roules  nationales,  des  routes  départementales, 
des  voies  navigables,  des  chemins  de  fer  et  des  trois  classes  des  chemins 
vicinaux.  J.e  secteur  relatif  à  chacune  de  ces  données  ligure  avec  sa  teinte 
caractéristique  dans  toute  la  suite  des  diagrammes  départementaux.  Le 
demi-cercle,  somme  des  secteurs,  varie,  d'un  diagramme  à  l'autre,  en  raison 
directe  de  la  longueur  totale  des  voies  de  toutes  sortes  dans  les  diverses  cir- 
conscriptions. Le  quart  de  cercle  inférieur,  vers  l'ouest,  exprime,  dans 
chaque  département,  le  rapport  entre  le  d(''velopi)emcnt  total  des  voies  de 


FifT.  83. 
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communication  et  la  superficie  territoriale.  Le  quart  de  cercle  inH-rieur,  vers 
l'est,  exj)rime  le  rapport  entre  le  même  déveloj)pement  de  voies  et  la  popula- 
tion, l^ixjtg.  83  represente  le  diagramme  local  relatif  au  département  de  l'Ain. 
Dans  le  cartogramme  à  foyers  de  la  planche  XV,  chaque  diagramme 
local  pi  esente,  au-dessus  de  l'horizon- 
tale, six  secteurs  concentriques  d  ou- 
verture constante  (3o°)  et  de  rayons 
variables,  dont  les  surfaces  figurent  res- 
pectivement, en  allant  de  gauche  à 
droite,  la  qualité  moyenne  des  maté- 
riaux d'empierrement  des  routes  natio- 
nales, la  fréquentation  de  ces  routes, 
exprimée  en  colliers,  la  consommation 
de  matériaux  d'empierrement,  le  prix 
d'achat  des  matériaux  par  mètre  cube, 

leur  prix  d'emploi  et  leur  prix  total,  achat  et  emploi,  ramenés  à  la  c[ualité 
10.  Les  échelles  et  unités  adoptées  pour  figurer  ces  divers  résultats  sont 
telles,  que  la  surface  d'un  secteur  de  o'°,02  de  rayon  correspond  iv  des 
matériaux  de  qualité  20,  à  une  fréquentation 
de  5oo  colliers,  à  une  consommation  de  20"'^  de 
matériaux,  ramenés  à  la  qualité  10,  par  kilo- 
mètre et  par  100  colliers,  et  à  20*^"^  par  mètre 
cube  de  matériaux  :  i°  fournis,  2°  employés, 
3°  fournis  et  employés.  Dans  le  diagramme  par- 
ticulier au  département  de  la  Loire,  par  exem- 
ple [Jig-  84),  la  qualité  moyenne  des  matériaux 
étant  14^20,  le  prix  de  fourniture  étant  io'^'^,o5 
et  le  prix  d'emploi  5'^'",  36,  ensemble  i5^',\i,  le  prix  total  par  mètre  cube, 
ramené  à  la  qualité  10,  sera 


Fig.  84. 


i5,4iX 


[4, 20 


10,86. 


Quant  aux  rayons  du  premier  et  du  sixième  secteur,  ils  seront  respecti- 
vement 


0,02  v/^ 
y     2( 


20 
20 


et 


/io,86  ^ 

0,024/  =o™,oi5. 

y       20 


Le  demi-cercle  tracé  au-dessous  de  l'horizontale  de  la  fig.  84  exprime  le 
rapport  entre  le  cube  des  aménagements  de  matériaux  et  le  cube  total  de  la 
consommation.  Le  rayon  de  ce  demi-cercle  est  égal  ào™,oi  lorsque  la 
consommation  absoi-be  exactement  les  quantités  aménagées.  Il  s'ensuit  que 
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si  le  rapport  des  anicn;igements  à  la  consommation  est  0,79,  comme  dans 
la   Loire,  ce  résultat  est  exprimé  par  un  demi-cercle  de  rayon 

/•  =:  0  ,  O  I  ^  79  =  O'",  0089. 

Le  cartogrammc  de  la  jilanclie  XVI  oflie  encore  quelques  disi)Ositions 
intéressantes  à  signaler.  Il  exprime  le  développement  des  chemins  de  fer 
dans  les  principaux  Étals,  de  i83o  à  1878.  La  |)ositiou  géographique  de  la 
capitale  de  chaque  État  est  le  centre  d'une  circonfeience  divisée  en  six  arcs 
égaux.  Les  six  points  de  division  sont  les  centres  d'autant  de  circonférences 
teintées,  dont  les  surfaces  sont  respectivement  proportionnelles  au  dévelop- 
pement absolu  des  voies  ferrées,  dans  l'État  considéré,  en  i83o,  i84o, 
i85o,  1860,  1870  et  1878.  Le  rayon  de  l'un  quelconque  de  ces  cercles  est 
donné  j)ar  la  formule 


oi.  000 


dans  laquelle  n  représente  le  nombre  de  kilomètres  du  réseau,  dans  l'Etat 
correspondant  et  à  la  date  considérée,  et  o'",oi  le  rayon  du  cercle  dont  la 
surface  exprime  un  développement  de  Soooo'*^'''. 

Au  dessous  de  rhoriz:)ntale  qui  passe  par  le  centre  de  chaque  État  sont 
deux  quarts  de  cercle  adjacents,  décrits  de  ce  centre,  et  qui  expriment  res- 
pectivement le  rapport  de  la  longueur  du  réseau  en  1878  à  la  population 
et  à  la  supeificie  du  territoire.  Le  diagramme  particulier  à  la  Fiance  est 
••eprésente  par  la  fig.  85  (^). 

122.  Les  cartogrammes  à  foyers  diagraphiques  pei  mettent  de  mener 
do  front,  sur  une  seule  carte,  les  figurations  d'un  assez  grand  nombre  de 
iaits  distincts;  mais  ils  ne  font  pas  toujours  ressortir,  avec  une  clarté  suffi- 
sante, la  valeur  relative  de  chacun  de  ces  faits  dans  les  divers  lieux  d'ob- 


(')  ^Oiis  citerons  encore,  parmi  les  représentations  du  même  système  qui  ont  figuré 
à  l'Exposition  de  1878  :  une  Carte  du  Ministère  des  Travaux  publics,  relative  à  la  pro- 
ductioti  de  l'industrie  minérale  en  France;  trois  Cartes  du  U"^  E.-soel  sur  la  distribution 
des  forces  motrices  (eau,  vent,  vapeur)  en  Prusse,  et  sur  la  répartition  des  popula- 
tions rurales  et  industrielles  dans  le  même  pays;  une  Carte  de  la  mortalilé  cholé- 
rique dans  le  Brabant,  dressée  i>ar  le  U'  Jaxssens,  avec  seize  expressions  distinctes 
pour  graduer  l'intensité  des  faits;  une  Carte  de  M.  Loua,  représentant  la  répartition 
des  étrangers  en  France,  par  départements,  avec  distinction  des  nationalités.  On 
trouvera  cnlin  des  applications  variées  des  mêmes  principes  dans  les  vingt  et  une 
cartes  qui  coniposeiit  V Albmn  de  Statistique  grapiiiqi(e  publié  en  1881.  La  dernière 
de  ces  caries,  figurant  l'invasion  fihylloxérique,  l'étonduc  des  vignoliles  et  la  produc- 
tion vinicole  de  lu  France,  de  i8JG  à  i8So.  est  une  application  combinée  du  carto- 
gramnie  a  luiiitcs  dégradées  el  du  cartogranime  ;i  loyers  diagraplii(iues. 
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servation.  Les  cartogrammes  à  teintes  dégradées  satisfont  en  quelque 
mesure  à  cette  condition,  lorsque  les  résultats  numériques  à  figurer  se 
réduisent  à  un  assez  jjelit  nombre  de  moyennes  et  n'exigent  pas  l'emploi 
d'une  gamme  trop  complète  de  nuances  ou  de  quadrillés;  mais  ce  mode  de 
représentation  perd  toule  clarté  lorsque,  voulant  entrer  plus  avant  dans 
l'analyse  d'un  fait  statistique,  on  est  conduit  à  figurer  un  trop  grand 
nombre  de  moyennes.  Ou  a  recours,  en  ce  cas,  aux  carto'^raninies  à  courbes 
d'égal  élément  ou  isoplètlies ,  sortes  de  tableaux  graphicpies  à  doiil)l<- 
entrée  (lOi  et  116  ■,  dans  lesquels  les  variables  x  et  r  sont  les  coor- 
données géographiques  des  localités  sur  lesquelles  a  porté  l'observation  du 
fait  à  représenter.  La  troisième  coordonnée  z  varie  proportionnellement  à 
l'intensité  du  même  fait,  et  les  courbes  figurées,  raccordant  sur  la  carte  tous 


Fig.  85. 
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les  points  d'égale  intensité,  sont  les  projections  des  sections  horizontales 
équidistantes  pratiquées  dans  la  surface  continue  qui  passsrait  par  les  extré- 
mités de  toutes  les  ordonn 'es  ^.  Chaque  courbe  est  affectée  d'un  indice 
numérique  correspondant  à  l'intensité  du  phénomène  dans  toute  la  suite 
des  points  géographiques  qu'elle  raccorde. 

La  princij)ale  difficulté  jiratique  que  l'on  rencontre  dans  le  dressement 
des  cartogranimes  statistiques,  à  courbes  d'égal  élément,  tient  à  ce  que  les 
relevés  numériques  ne  fournissent  j)as  des  valeurs  de  :;  pour  chacun  des 
jioints  de  la  caite,  mais  seulement  des  valeurs  moyennes  correspondant  à 
des  circonscriptions  territoiiales  j)lus  ou  moins  étendues.  La  surface  théo- 
rique continue  se  trouve  ainsi  remplacée  par  un  relief  à  gradins  horizon- 
taux formant  la  limite  supérieure  de  prismes  juxtaposés,    qui   ont   chacun 
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pour  base  une  circonscription  et  ])our  hauteur  sa  moyenne  statistique.  Il 
s'agit  de  reconstituer,  avec  ce  relief  à  facettes,  un  relief  continu,  s'appro- 
chant  autant  que  ])ossible  d(;  la  surface  réelle.  L'une  des  conditions  essen- 
tielles de  cette  transformation  est  ([ue  la  nouvelle  surface  partielle,  substi- 
tuée au  plan  supéiieur  de  chaque  prisme  régional,  serve  de  limite  à  un 
solide  de  même  volume  que  ce  prisme.  On  réalise  cette  condition  en  rem- 
plaçant, dans  un  assez  grand  nombre  de  sections  transversales  du  relief,  le 
profil  à  échelons  des  sommets  de  prismes  par  une  courbe  compensatrice 
continue.  La  compensation  peut  être  fournie  par  une  infinité  de  courbes  ; 
mais,  si  les  circonscriptions  ont  été  convenablement  multipliées,  on  est 
guidé  vers  une  solution  assez  approchée  par  le  mouvement  général  que  les 
profils  à  échelons  n'ont  pas  cessé  d'accuser,  malgré  la  déformation  produite 
par  les  moyennes.  Les  profils  en  travers  à  courbes  continues  étant  ainsi 
déterminés,  on  rentre,  pour  la  construction  des  courbes  de  niveau,  dans  la 
règle  générale  commune  à  toutes  les  surfaces  topographiques  ('  ). 

Les  cartogrammes  à  courbes  isoplèthes  sont  fréquemment  employés  en 
Météorologie.  Leur  usage  s'est  même  vulgarisé  à  tel  point  qu'un  certain 
nombre  de  feuilles  périodiques  joignent  à  leur  bulletin  météorologique  une 
carte  figurative  des  courbes  d'égale  pression  et  de  divei's  phénomènes  en 
connexion  avec  les  irrégularités  de  distribution  accusées  par  le  baromètre. 
'L'djig.  86  représente,  d'après  ce  système,  les  isobares  et  les  directions  des 
vents  dans  le  nord-ouest  de  l'Europe  le  29  novembre  18^4'  ^  ^^  ^^ 
matin.  Le  nombre  marqué  sur  chaque  isobare  est  la  cote  de  hauteur  baro- 
métrique commune  à  tous  les  points  de  son  trajet.  Dans  le  cas  particulier 
de  la  figui'e,  les  courbes  se  ferment  autour  d'espaces  où  les  lectures  baro- 
métriques sont  plus  basses  que  dans  les  régions  voisines  extérieures,  ce  qui 
est  la  condition  caractéristique  d'une  aire  cjcloiiique  ou  de  dépression. 
Les  vents  très  faibles  sont  indiqués  par  de  petits  cercles;  les  vents  plus  forts 

(')  M.  Valtiiier  a  dressé,  dans  ce  système,  plusieurs  cartes  statistiques  qui  figurent 
la  répartition  de  la  population  de  Paris  et  de  la  France;  le  mouvement  de  la  popu- 
lation, de  1872  à  1876;  la  natalité  générale  de  la  France,  de  i856  à  i8(j5;  la  niatri- 
monialité  dans  la  même  période;  la  mortalité  des  enfants,  de  zéro  à  i  an  et  de  1  à 
5  ans;  l'état  de  l'instruction  en  France;  la  France  électorale  au  20  février  1876.  C'est 
en  1872  que  M.  Vautihek  a  fait  sa  première  application  des  courbes  de  niveau  au  carto- 
gramme  figuratif  de  la  population  parisienne.  On  sait  (note  de  la  page  157)  que,  dans 
sa  Communication  de  février  i845  à  l'Acadéniie  dos  Sciences,  M.  Lalanne  avait  déjà 
décrit  ce  procédé  graphique  avec  précision.  (Voir,  pour  plus  de  détails  sur  la  con- 
struction, la  coloration  et  l'emploi  des  cartogrammes  statistiques  à  courbes  d'égal 
élément:  Vautiuer,  Cartes  statistiques  à  reliefs,  ISotice  explicative.  Paris,  mai  1878. 
—  Voir  aussi,  Cueysson,  les  Méthodes  de  statistique  graphique  à  l' Exposition  univer- 
selle de  1878,  dans  les  Conférences  internationales  de  statistique  tenues  à  Paris  les 
17.  23  et -i'^  juillet  1S78.  Paris,  1880.) 
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par  des  flèches  placées  suivant  leur  direction  et  marque'es  d'un  nombre 
de  pennes  d'autant  plus  grand  que  le  mouvement  est  plus  rapide.  Il  est 
aisé  de  voir  que  le  vent  souffle  autour  du  centre  de  dépression  à  l'inverse 
du  sens  de  rotation  des  aiguilles  d'une  montre,  et  suivant  des  directions  à 
peu  près  parallèles  à  celles  des  isobares,  mais  avec  une  tendance  à  se  rap- 
procher du  centre  des  plus  basses  pressions  ('). 

Les  mouvements  de  l'atmosphère  tiennent  essentiellement  aux  ruptures 

Fig.  86. 


d'équilibre  accusées  par  les  variations  de  la  colonne  barométrique.  Ils  sont 
d'autant  plus  violents  et  rapides  que   la   différence  de  pression  est  plus 

(')  Si  les  cotes  de  hauteur  barométrique  allaient  en  croissant  vers  l'isobare  inté- 
rieure, la  surface  figurative  des  pressions  présenterait  un  sommet  saillant,  au  lieu  d'un 
cratère,  et  la  perturbation  serait  anticyclonique.  Les  flèches  accuseraient  alors  un 
mouvement  circulaire  en  sens  inverse  du  précédent,  avec  tendance  à  s'éloigner  de  la 
courbe  culminante.  Ainsi  se  trouve  mis  en  relief  le  principe  formulé  par  Buys-Ballot. 
à  savoir  que  si,  dans  l'hémisphère  nord,  un  observateur  tourne  le  dos  au  vent,  le 
baromètre  est  plus  bas  à  sa  gauche  qu'à  sa  droite.  Dans  l'hémisphère  sud,  les  sens 
de  rotation  sont  inverses,  et  la  proposition  doit  être  renversée.  (Voir,  pour  plus  de 
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grande  entre  deux  stations  données.  Le  rapport  de  cette  différence  à  la  dis- 
tance des  deux  stations  constitue  ce  qu'on  pourrait  appeler  la  pente  baro- 
métrique, entre  les  mêmes  stations,  de  la  surface  topographique  définie 
par  les  isobares.  On  a  donné  à  ce  rapport  le  noii)  de  gradient.  Les  gradients 
sont  exprimés  en  millimèties  de  la  colonne  barométrique,  rapportés  au 
degré  de  60  milles  nauti(|ues,  i)iis  pour  unité  de  distance.  On  voit  sur  la 
figure  un  faisceau  de  droites  rayonnant  de  Ifolyliead  vers  Valentia,  Aberdeen, 
Skudesnaes,  le  Helder  et  Brest.  Ces  droites,  affectées  d'un  iudice  numé- 
rique, sont  les  projections  des  gradients  déterminés  entre  la  station  centrale 
et  chacune  des  autres.  On  voit  immédiatement  que  les  vents  soufûent  dans 
des  directions  à  peu  j)rès  perpendiculaires  à  celles  de  ces  droites,  et  avec  d'au- 
tant plus  de  force  que  les  gradients  ont  une  plus  grande  valeur.  Pour  déter- 
miner le  j>oint  où  un  gradient  est  coupé  par  une  isobare,  dont  la  cote  baro- 
métrique est  comprise  entre  les  lectures  aux  deux  stations  extrêmes,  on 
opère  comme  s'il  s'agissait  de  ccmstruire,  sur  une  surface  topographique 
proprement  dite,  l'intersection  d'une  courbe  de  niveau  et  d'un  profil. 

IV.  —  Stéréogrammes. 

123.  On  novanta stcréograiwne  (')  la  figure  en  relief  cpii  représente  effec- 
tivement dans  l'espace  une  fonction  à  trois  variables  ou  une  table  à  double 
ôfffrée.  Zeuner,  le  premier,  a  proposé  de  traduire  les  phénomènes  démogra- 
^îhiques  par  des  représentations  à  trois  jixes  (^). 

déluils  et  pour  un  jjraud  nombre  d'autres  aindicatious  des  isopléthes  aux  cartes 
niétéoro[[iaj)hiques,  Roiiert  H.  Scott,  Cartes  du  temps  et  avertissements  de  tempêtes, 
traduction  de  Zcrcher  et  Marcollé,  Paris,  1879;  Marié-Davy,  Météorologie  gêné' 
raie,  etc.  Paris,  1877;  Poincaré,  Distribution  et  marcite  des  pluies  dans  le  département 
de  la  Meuse,  etc.,  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  1878,  2' semestre,  p.  227, 
et  VI.  XXII,  XXIII.) 

(')  Cette  dénomination  a  été  proposée  par  le  professeur  Messedaglia. 

(^  )  Le  stéréogramnie  théorique  proposé  par  Zel'neu  dillere  de  celui  que  nous  allons 
expliquer  en  ce  qu'il  e^t  rapporté  à  trois  axes  rectangulaires.  ;^Voir  AbiuuuUungen 
ans  der  malhemutischen  Statistik,  von  D'  Gustav  Zeiser;  Leipzig.  1869). 

La  traduction  graphique  des  laits  démographiques  a  donne  naissuice  à  divers  sys- 
tèmes de  représentations  planes  rapportées  à  deux  axes.  iNous  citerons  notamment 
le  système  de  Rnapp  i_  Ueber  die  Ermittlung  der  Sterblichkeii  aus  den  Aufzeichnungen 
der  Devolkerutigs-Statistilt,  Leipzig,  1868,  et  Tlieorie  des  Deiolkerungsif'ecltsels. 
Abhandlungen  zur  angrwandten  Matltematik.  l'iraunschvveig,  1874);  celui  de  Becker 
{Zur  lierechnung  von  Sterbctafeln  au  die  lìe\-òlkerungsstatistik  zu  stellende  Anfor- 
derungen,  Herlin,  1874);  celui  de  ht\is  {Einlcitu/ig  in  die  Théorie  der  JJei-ulkeningssta- 
tistik,  Strassjjurg,  iSyô),  et  celui  de  Lewin  {Rapport  sur  la  détermination  et  le  recueil 
des  données  relatives  aux  tables  de  mortalité.  Programme  de  la  neuvième  session  du 
Congrès  international  de  Statistique  à  Budapest,  Budapest,  1876).  On  trouve  un 
exposé  sommaire  de  ces  divers  systèmes  dans  les  Mémoires  cités  plus  loin  de  M .  Perozzo. 
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Soient  [fig'  87)  OY,  OZ  deux  axes  rectangulaires  situés  dans  le  plan  du 
tableau,  OX  un  troisième  axe  faisant  avec  OY,  dans  le  plan  horizontal  YOX, 
un  angle  de  60°. 

L'axe  OY  est  celui  des  époques  de  naissance  des  diverses  classes  de  sujets 
dont  on  étudie  la  collectivité;  l'axe  OZ,  celui  du  nombre  de  ces  sujets 
d'après  la  st.itistique.  En  d'autres  termes,  si  Y,  M,  est  une  ordonnée  pro- 
portionnelle au  nombre  des  naissances  constat('es  pendant  une  certaine 
année,  Yj,  OY,  sera  une  abscisse  proportionnelle  au  noud)re  d'années  com- 


Fig.  87. 


prises  entre  Y,  et  une  année  antérieure,   prise  comme  date  d'origine  des 
observations  à  figurer. 

L'axe  OX  est  celui  des  âges;  en  sorte  que,  si  le  segment  OX,  est  liropor- 
tionnel  à  la  durée  com|)rise  entre  la  date  d'origine  O  et  une  certaine  année 
X,,  l'ordonnée  du  relief  au  point  X,  sera  proportionnelle  au  nombre  des  indi- 
vidus qui,  nés  à  l'époque  O,  sont  vivants  à  l'époque  X,  et,  par  conséquent 
âgés  de  OX,  années.  Pareillement,  l'ordonnée  RiP,,  telle  que  YiPi,  soit 
égal  et  parallèle  à  OX,  est  proportionnelle  au  nombre  des  individus  qui, 
nés  en  l'année  Y,,  sont  vivants  et  âgés  de  OX,  années,  OY,  -4-  OX,  années 
après  la  date  prise  pour  origine  de  la  figure. 
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En  général,  toute  ordonnée,  telle  que  Ri  Pi,  située  dans  une  section  plane 
]MiyiIl,Pi  parallèle  au  plan  des  .rc,  représente  la  fraction  survivante  à 
l'âge  OX,  des  YiIM]  individus  nés  à  l'epoque  Yi.  Le  relief  du  stéréogranime 
est  donc  coupe  par  toute  section  parallèle  au  |)lan  des  xz  suivant  une  courbe 
MiPi'V^,  dite  ligne  des  sur  vivants.  Cette  courbe  représente,  en  effet,  la  loi 
de  survivance  (et,  par  différence,  la  loi  de  mortalité)  des  individus  nés  en 
l'an  Y].  Elle  rencontre  le  plan  des  xy  lorsque  le  dernier  survivant  de  la 
classe  Yi  a  disparu,  e'cst-à-dire  en  un  point  V,  tel  que  YiV  représente  en- 
viron cent  années  à  l'échelle  de  la  figure.  Le  lieu  des  traces  V  s'écarte  peu 
de  la  parallèle  X,V  à  l'axe  OY. 

On  voit  immédiatement  que  les  jilans  ])arallèles  à  celui  des  j3  coupent  la 
surface  suivant  une  seconde  série  de  courbes,  telles  que  Pi  Po»  dont  les 
ordonnées  Ri  Pi,  R2P2,  •  •  •  sont  respectivement  proportionnelles  aux 
nombres  d'individus  des  classes  Yi,  Y^,  .  .  .,  qui  étaient  vivants  OXi  années 
après  leur  naissance.  Les  courbes  P1P2  sont  dites  lignes  des  individus  du 
même  âge.  La  courbe  IMi  M,,  dite  ligne  des  naissances,  n'en  est  qu'un  cas 
particulier  correspondant  à  l'âge  zéro. 

Les  plans  parallèles  à  celui  de  xy  coupent  la  même  surface  suivant  une 
troisième  esjièce  de  courbes,  qu'on  nomme  isodéiniques,  parce  que  tous  les 
points  de  l'une  quelconque  d'entre  elles,  TjT,,  ont  même  ordonnée  OZ,, 
et  correspondent  à  un  même  nombre  d'individus.  Ces  courbes  permettent 
de  relever,  par  exemple,  que  les  classes  Yi,  Y3,  .  .  .  avaient  OZi  survi- 
vants, respectivement  S/fi  et  S3T3  années  après  leur  naissance,  ou  respec- 
tivement Zi  Si  4-  Sj  Ti  et  Zi  S3  +  S3T3  années  après  la  date  d'origine  O.  Les 
courbes  isodémiques  seraient,  dans  la  disposition  de  la  figure,  les  isoplèthes 
du  Tableau  graphique  à  double  entrée,  dressé  d'après  la  méthode  Lalanne 
pour  être  substitué  au  relief  démographique. 

Considérons  maintenant  une  section  plane  MjYoV  pratiquée  dans  la  sui- 
face,  non  plus,  comme  précédemment,  suivant  l'une  des  trois  directions  pa- 
l'allèles  aux  plans  coordonnés,  mais  perpendiculairement  à  la  bissectrice  in- 
térieure de  l'angle  XOY.  On  détermine  ainsi  une  quatrième  espèce  de 
courbes,  M^PaV,  dont  il  est  aisé  de  trouver  la  signification.  Soit  P,  lUi 
point  de  l'une  quelconque  de  ces  courbes.  L'ordonnée  RjPo  représente, 
ainsi  qu'on  l'a  vu,  le  nombre  des  survivants  de  la  classe  Y3  qui  ont  atteint 
l'âge  de  Y3R2  années.  Ce  nombre  sera  donné  par  le  recensement  de  la  po- 
pulation à  une  époque  postérieure  de  OYsH-  Y3R2  années  à  hi  date  d'ori- 
gine de  la  figure.  Mais  le  triangle  R2Y3Y2  étant  équilatéral  par  construc- 
tion, on  a 

OY3+Y3R,=  OY„ 

ce  qui  icvicnt  à  diic  que  les  survivants  RoPjde  la  classe  Y3  seront  recensés 
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à  l'âge  OX,  et  en  l'année  Y,;  car  on  a  eu  soin  de  mesurer  le  lenips  à  la 
même  échelle  sur  les  axes  OX,  OY.  On  voit  par  là  que  les  ordonnées  de  la 
courbe  jNLPoV  figurent  la  suite  complète  des  individus  de  tout  âge  recensés 
en  l'année  Yo,  depuis  les  survivants  des  Mo  Y,  enfants  nés  pendant  la  même 
année  jusqu'au  dernier  survivant  V  delà  classe  Y,,  qui  était  né  environ 
cent  ans  avant.  Les  courbes  de  rcs|)ècc  ^UV  sont  dites  lignes  des  recensés. 
La  sui  face  démographique  présente  donc  quatre  espèces  intéressantes  de 
courbes  planes.  On  y  distingue  aussi  des  lignes  à  double  courbure  dont  il 
sera  question  plus  loin. 

124-.   Appliquons  les  considérations  théoriques  qui  précèdent  à  la  traduc- 
tion en  relief  d'une  suite  de  faits  démographiques  réellement  observés. 

La  Suède  possède,  depuis  plus  d'un  siècle,  des  recensements  par  périodes 
quinquennales  et  par  âges.  M.  Berg  en  a  d'abord  figuré  les  résultats,  depuis 
i^5o  jusqu'en  iSyS,  sur  un  diagramme  plan  dans  lequel  le  temps  est  porté 
en  abscisses  et  le  nombre  d'individus  en  ordonnées.  Sur  l'ordonnée  relative 
au  recensement  de  iSaS,  par  exemple,  on  porte  successivement,  et  toujours 
à  partir  de  l'axe  des  abscisses,  des  longueurs  proportionnelles  :  [a)  au 
nombre  total  des  sujets  nés  vivants  dans  la  précédente  période  quinquen- 
nale (1820-1825);  [b]  au  nombre  des  mêmes  sujets  qui,  n'ayant  pas  suc- 
combé, étaient  âgés  de  o  à  5  ans  au  recensement  de  i825;  (c)  au  nombre 
de  sujets  qui  avaient  de  5  à  lo  ans  au  même  moment,  et  ainsi  de  suite. 
Chacun  des  segments  décroissants  de  la  même  ordonnée  représente  donc 
une  classe  de  vivants  ayant  pour  caractère  commun  que  la  date  de  leur 
naissance  est  comprise  dans  une  même  ]iériode  quinquennale  antérieure.  Si 
l'on  opère  de  même  pour  chaque  recensement  quinquennal,  il  suffira  de 
raccorder  entre  eux,  par  des  traits  rectilignes,  les  sommets  des  r)rdonnées 
(a),  puis  les  sommets  des  ordonnées  [b],  .  .  .,  pour  avoir  une  série  de 
lignes  brisées,  dont  la  première  figure  la  loi  de  déveloj)pement  des  naissances, 
chacune  des  autres  figurant  le  mouvement  d'une  catégorie  de  sujets  âgés  de 
n  a  n  -\-  5  années.  On  a  ainsi  toute  la  suite  des  lignes  des  indii'idus  de  même 
âge  (123). 

On  remarquera,  d'autre  part,  que  les  sujets  âgés  de  5  à  lo  ans  et 
figurés  par  l'ordonnée  (c)  au  recensement  de  1825,  par  exemple,  sont  les 
survivants  des  sujets  âgés  de  o  à  5  ans  et  figurés  par  l'ordonnée  [b] 
au  recensement  de  1820.  Il  suit  delà  que,  si  l'on  raccorde,  en  s'écartant  de 
l'origine,  le  sommet  [b]  d'une  ordonnée  au  sommet  [c]  de  la  suivante, 
celui  ci  au  sommet  [d]  de  la  suivante,  et  ainsi  de  suite,  on  obtient  une 
ligne  brisée  de  nouvelle  espèce,  qui  figure  le  mouvement  décroissant  d'une 
génération  dont  toutes  les  naissances  sont  comprises  dans  une  même  période 
quinquennale.  En  opérant  de  même  pour  chacune  des  périodes,  on  obtient 
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la  sc'ne  des  /ii^ne.'!  de  sujvivnnts.  Quant  aux  lignes  des  recensés,  que  nous 
avons  aussi  distingiu'es  dans  le  relief  théoiique,  elles  se  confondent  ici  avec 
les  verticales  sur  Icscjuelles  se  superposent  les  ordonnées  de  chaque  recen- 
sement. 

Cela  posé,  il  est  aisé  de  passer  du  diagramme  plan  à  un  stéréogramme 
figurant  les  mêmes  phénomènes  d'une  manière  plus  saisissante  et  permet- 
tant d'ailleurs  diverses  consiructions  et  déductions  qu'un  tableau  à  deux 
axes  ne  comporte  pas.  La  Jlg.  88  est  une  perspective,  réduite  à  ses  lignes 

Fig.  88. 


principales,  du  stén'ogramme  démographique  de  la  population  mâle  sué- 
doise depuis  i-jSo  jusqu'en  iSyS,  construit  par  M.  Perozzo,  d'après  les 
données  qui  avaient  déjà  servi  à  dresser  le  Tableau  de  M.  Berg.  Les  axes 
soni  disjìosés  comme  nous  l'avons  indiqué  |)lus  haut  (123);   il  en  résulte 
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<|ue  les  deux  séries  de  seelioiis  planes  verticales,  donnant  les  liynes  des 
SUI  vivants  et  les  lij^nes  des  recenses,  sont  inclinées  syniiUriciuenient  à  60° 
sur  le  plan  des  yz.  Les  lignes  des  recensés  sont  en  traits  de  force  pleins, 
celles  des  survi\aiits  en  traits  pleins  plus  légers,  les  lignes  d'âge  en  p(;tits 
traits  interrompus,  et  les  isodéniiques  en  pointillés.  On  distingue  sur  le  lelicf 
chacune  de  ces  catégories  de  lignes  par  une  teinte  spéciale. 

On  adopte  les  lignes  des  recensés  comme  .profils  en  travers  générateurs 
de  la  surface  à  construire.  A  cet  ellel,  sur  une  planchette  en  forme  d'é([uerre, 
affectée  a  chaque  recensement,  on  trace,  d'après  les  échelles  adoptées  pour 
les  âges  et  pour  les  nombres  de  sujets,  la  ligne  des  recenses  fournie  par 
l'observation  (juinquennale  correspondante.  Après  avoir  découpé  cette 
ligne  sur  l'i'cjuerre,  dont  elle  remplace  Thypoténuse,  on  place  la  planchette 
dans  la  position  M^Y^V  de  hjig.  8^,  le  sommet  de  l'angle  droit  étant  au 
|)oint  Yo  qui  marque  sur  l'axe  des  r,  à  l'échelle  adoptée,  la  date  du  recen- 
sement. On  fixe  de  même  à  leurs  j.ositions  équidistantes,  dans  le  dièdre 
formé  par  les  plans  coordonnés  XOY^  YOZ,  leséquerres  relatives  à  la  suite 
des  recensements.  On  a  ainsi,  dans  l'espace,  toutes  les  lignes  de  recensés,  et 
l'on  construit  consécutivement,  au  moyen  de  j)etites  réglettes  ou  de  fils 
diversement  colorés,  les  lignes  planes  de  même  âge,  d'égale  population  et 
de  survivance. 

Le  stc'réogramme  se  prête  à  la  construction  de  diverses  autres  lignes  dont 
la  vue  fournit  inunédiatemcnt  d'utiles  renseignements  sur  la  manière  d'être 
du  groupe  démograpbicjue  considéré. 

On  peut  se  demander,  par  exemple,  à  quel  âge  limite  il  faiulra  s'arrêter 
dans  les  relevés  il'un  certain  recensement  pour  que  l'ensemble  des  sujets  de 

cet  âge  et  au-dessous  soit  une  fraction  déterminée  -  de  la  population  totale 

jui  même  moment.  Cet  âge  limite  sera  OXj  {_fig.  87)  si  l'ordonné^j  lUP-, 
(erme  le  périmètre  d'une  aire  trapézoïdale  MoY^RoPj,  égale  à  la  «'«""=  par- 
tie de  l'aire  totale  M^Y^V  qui  figure  toute  la  population  recensée  à  la  date 

Y2.  A  la  niêiue  fraction  -  correspond  un  point   tel  que  P^  sur  chacune  des 

courbes  telles  que  ]\L  V.  En  raccordant  tt)us  ces  points  sur  le  relief,  on  ob- 
tient une  ligne  à  double  courbure  qui  est  la  //g/te  isotoi/iique  des  leceiisc- 

ments  relative  à  la  fraction  -•  A  cha(|ue  valeur  de  //  correspond  une  isoto- 
n  '■ 

mique  différente.  Pour  n^  2,  l'ordonnée  R^Po  divise  l'aire  totale  M^Y-jV 

en  deux  parties  égales;  l'âge  OXi  =  Y2R2  est  alors  Vàge  moyen  de  toute  la 

population  recensée   à  la  date  Y.,.   La  suite  des  points  P^,  déterminés  par 

la  condition  «=  ■?.,  donne  V Isotoinique  des  âges  moyens  relatifs  aux  dive;. s 

recensements. 
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Oli  piiit  encore  consicli'rcp,  non  pins  les  sections  IMoV,  relatives  aux  re- 
censements, mais  les  sections  de  survivance  ]MiV,  et  déterminer,  par  des 
considérations  analogues  aux  précédentes,  des  lignes  d'une  nouvelle  espèce, 
dites  isotomiques  des  généidtiorts  (*). 

125.  IM.  Perozzo  (^)  a  fait  une  ingénieuse  application  du  stéréogiamme 
à  trois  axes  oithogonaux  aux  relevés  de  nuptialité  fournis  par  la  statistique 
italienne  pendant  les  cinq  années  comprises  entre  1872  et  1876.  Les  sujets 
de  chacun  des  deux  sexes  étant  groupés  par  classes  quinquennales  d'âges, 
on  forme  une  table  numérique  à  double  entrée,  dont  le  premier  argument, 
composant  la  première  colonne  de  gauche,  est  donné  par  les  mariés 
honnnes  de  loo  ans  et  au-dessus  (limite  théori(pie  extrême),  de 
q5  ans  et  au-dessus,  et  ainsi  de  suite,  en  retranchant  cinq  années 
d'une  ligue  à  la  suivante,  jusqu'à  l'extrême  limite  opposée  de  i5  ans  et 
au-dessus.  Le  second  argument,  composant  la  première  ligne  horizontale 
de  la  table,  est  donné  par  les  mariées  femmes  groupées  de  la  même  manière, 
à  cette  différence  près  que  la  seconde  limite  est,  en  ce  cas,  de  10  ans  et  au- 
dessus.  Chaque  case  de  la  table  reçoit  le  nombre  qui  correspond  à  ses  deux 
arguments  particuliers.  Par  exemple,  la  ligne  horizontale  marquée  4o  — &> 
(4o  ans  et  au-dessus)  dans  la  première  colonne  de  droite  et  la  colonne 
verticale  marquée  3o  —  w  sur  la  première  ligne  supérieure  déterminent  par 
leur  intersection  une  case  dans  laquelle  figure  le  nombre  -y 7  168;  ce  qui 
exprime  que ,  pendant  toute  la  période  quinquennale  considérée , 
■y  7  168  hommes  âgés  de  4<J  ^^^  et  ])lus  ont  épousé  pareil  nombre  de  femmes 
âgées  de  3o  ans  et  plus.  La  case  correspondant  aux  deux  limites  i5  —  w 
pour  les  hommes,    10  —  w  pour  les  femmes,  comprend  évidemment  tous 

(')  Pour  les  diverses  déductions  et  évaluations  anticipées  à  tirer  du  diagramme 
de  Berg  et  du  stéréogramme  correspondant,  voir  J.  Hertillon,  JMode  de  prcfision  de 
la  statistique  des  naissances,  dans  la  Nature,  Paris,  187S,  n°  282.  —  J.  Bertillon, 
Note  sur  le  diagramme  de  Berg  et  Elis  Sidenbladh,  Relation  entre  le  nombre  des 
nés-vivants  et  celui  de  leurs  snn-iç'ants  en  Suède,  dans  les  Annales  de  Démographie 
internationale,  Paris,  1879,  n°  9.  —  A.  Ciiervin,  Rapport  sur  la  cartographie  démo- 
graphique à  la  section  des  Sciences  anthropologiques  à  l'Exposition  universelle  de  1878, 
dans  les  Cornptes  rendus  du  Congrès  international  de  démographie,  annexe  6,  p.  261, 
Paris,  Imprimerie  nationale,  1879.  — L.  Perozzo,  Statistique  graphique.  Sur  la  repré- 
sentation graphique  d'une  collectivité  d'individus  dans  la  succession  du  temps,  et  en 
particulier  sur  les  diagrammes  à  trois  coordonnées,  Rome,   1S80. 

(')  LriGi  Perozzo,  Stereogrammi  demografici,  seconda  Memoria,  Roma,  18S1.  — 
Voir  aussi,  dans  une  brochure  plus  récente  du  même  auteur  [Stereogramma  della 
tariffa  speciale  n"  3  —  Derrate  alimentar'.  —  a  grande  velocità  delle  Ferrovie  dell' 
ytlta  Italia),  la  description  d'un  stéréogramme  dont  Ics  trois  éléments  sont  le  prix 
d'expédition  z,  la  distance  do  transport  x  et  le  [loids^,  et  dont  la  surface,  z  =  Ajci  , 
est  un  paraboloide  hyficrboliqiie. 
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les  m.iri;iges  de  la  pi-riode  et  porte,  en  effet,  le   noml^rc    i  08 1  2o3,   fourni 
par  l'état  civil. 

Cela  posé,  on  prend  trois  axes  rectangulaires.   Sur  celui  des  .r  on  porte 
la  notation   100  — '■>  à  l'origine  et  successivement,  aux   points  équidistants 

donnés  i)ar  une  éciielle  de  ctjuvention,  les  notations  t)5  —  w i5  —  m, 

correspondant  aux  diverses  classes  totales  quinquennales  dhoinmes.  On 
porte  pareillement  et  à  la  même  échelle  sur  Taxe  des  >■  les  notations  dej)uis 
100  —  0)  jusqu  à  10  —  w,  relatives  aux  classes  de  femmes.  Enlin,  au  point 
des  .'■)■  ch'terminc'  par  l'inter.section  des  coordonnées  horizontales  relatives  à 
une  classe  totale  iThommes,  //  —  oj,  et  à  une  classe  totale  de  femmes, 
y —  w,  on  élève  une  ordonnée  verticale  z  ])rop()rtionnpIle  au  nombre  de 
mariages  contractés  entre  des  hommes  âgés  de  plus  de  /i  années  et  des 
femmes  âgées  de  plus  de /années.  Les  sommets  de  toutes  les  ordonnées  .; 
constituent  le  relief  continu  de  la  surface  démographique  de  nu|)tialité. 
Une  section  plane  parallèle  aux  }-z  et  passant  par  un  jjoint  tel  (jue  3o  —  'j> 
de  l'axe  des  .r  donne  la  courbe  figurative  des  mariages  entre  les  hommes 
âgés  de  plus  de  3o  ans  et  les  femmes  de  tous  âges;  de  même  la  section 
25  —  0)  parallèle  aux  xz  figure  les  mariages  des  différentes  classes  d'hommes 
avec  les  femmes  de  2.5  ans  et  au-dessus. 

Dans  chacun  de  ces  deux  systèmes  de  sections,  l'aire  comprise  entre  la 
courbe  et  le  plan  des  .rr  est  évidemment  très  petite  ou  nulle  au  voisinage 
de  l'origine  100  —  oj.  Par  suite  du  mode  de  cumulation  adopté,  cette  aire 
va  croissant  à  mesure  qu'on  s'éloigne  de  l'origine,  en  sorte  que,  sur  le  pro- 
fil extrême  i5  —  o)  relatif  aux  hommes,  on  peut  figurer  les  pi-ojections  en 
vraie  grandeur  de  toutes  les  autres  courbes  mas- 
culines et  sur  le  profil  extrême  10  —  w  relatif 
aux  femmes  les  projections  de  toutes  les  courbes 
féminines.  Ces  projections  permettent  de  déter- 
miner, au  moyen  de  constructions  graphiques 
très  simples,  certains  résultats  utiles  que  le  sté- 
réogramme  ne  donne  pas  directement. 

Soit  à  rechercher,  par  exemple,  combien 
d'hommes  de  25  à  3o  ans  ont  épousé,  dans  la 
])ériode  pour  laquelle  le  relief  a  été  construit, 
des  femmes  de  20  à  2.5  ans.  Les  courbes  AB,  CD 
{^g-  89)  sont  les  pi'ojections  des  courbes  mas- 
culines 15  —  &i,  3o  —  oj,  sur  le  plan  i5  —  '.j 
delà  dernière  de  ces  courbes;  les  droites  AP, 
BQ  sont  les  projections  sur  le  même  plan  des 
courbes  féminines  25  —  w,  20  —  o).  Le  segment 
AP,  projection  en  vraie  grandeur  de  l'ordonnée   du    pf)int  A,    est  propor 
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tionnel  au  nombre  de  femmes  de  25  ans  et  plus  (|ni  ont  ('ponsé  des  hommes 
<le  25  ans  et  plus;  BQ  est  proj)oitioniicl  an  noml)ic  de  femmes  de  20  ans 
et  plus  qui  ont  épousé  des  hommes  de  25ans  et  plus;  par  suite,  BK=  RQ — AP 
représente  le  nombre  de  femmes  de  20  à  25  ans  qui  ont  épousé  des  hommes 
<le  25  ans  et  plus. 

De  même,  DF  =:  DQ  —  CV  représente  le  nombre  de  femmes  de  20  à 
25  ans  qui  ont  épousé  des  hommes  de  3o  ans  et  plus,  et  finalement  le 
serment  BG  rr^  BE  —  DF,  qu'on  obtient  en  menant  par  le  point  A  la  pa- 
rallèle à  CD,  représente  le  nombre  de  femmes  de  20  à  95  ans  qui  ont  ('pousc; 
«les  hommes  de  25  à  3o  ans. 

On  serait  arrivé  au  même  l'ésnltat  et  par  des  constructions  analogues  si 
l'on  avait  considéré,  sur  la  section  fc'niininc  extrême  10  —  w,  le  trapèze 
compris  entre  les  ordonnées  masculines  25  —  w,  3o  —  w,  et  les  courbes 
f('minines  25  —  w,  20  —  oj. 

Ce  trapèze  et  le  précédent  ne  sont,  du  reste,  que  les  projections  de  la 
fiirure  formée  sur  le  sléréoirramme  par  les  deux  courbes  masculines  et  les 
deux  courbes  féminines  considérées. 

Des  lignes  d'une  troisième  espèce  marquent  sur  le  relief  les  traces  de 
sections  horizontales  équidistantes.  Chacune  d'elles  est  affectée  de  sa  cote, 
<iui  est  le  nombre  z  de  mariages  compris  entre  la  section  considérée  et  le 
i)lan  des  .rr.  Si   ^i  représente  la  plus  grande  valeur   de  z,   c'est-à-dire  la 

lotalité  des  mariages  figurés,  la  section  — ;  qui  divise  la  hauteur  du  solide 

en  deux  parties  égales,  indiquera  à  (|uels  âges  des  deux  séries  de  conjoints 
(  orrespond  la  moitié  des  mariages.  Dans  lo  cas  considéré,  cette  section 
<  st  comprise  entre  les  extréniiu-s  supérieures  des  courbes  féminines  20  —  w 
<(  25  —  oj,  mais  plus  près  de  cette  dernière  courbe  que  de  la  précédente. 

L'â"e  moven  des  épouses  est  donc  compris  entre  20  et  25  .ms  et,  plus 
approximativement,  entre  28  et  24  ans,  ainsi  cpi'on  le  vérifie  par  une  simple 
interpolation  à  vue, 

La  même  section  est  comprise  entre  les  courbes  masculines  25  —  ro  et 
3o  —  r^,  d'oii  l'on  dc'duit  cjue  l'âge  moyen  des  époux  est  compris  entre  25 
et  3o  ans.  L'interpolation  donne  à  peu  prés  28  ans. 

126.  1\L  Perozzo  a  construit  aussi  des  stéréogrammes  démographiques 
à  coordoinif'es  polaires. 

Pour  d(;terminer,  dans  ce  système,  l'aire  et  la  courbe  d'un  recensement, 
on  trace,  dans  un  plan  vertical,  à  parlii-  d'un  point  pris  pour  pôle  et  du 
même  côté  de  la  verticale  passant  |)ar  ce  point,  les  dix-neuf  rayons  ni'ces- 
saires  pour  diviser  180°  en  vingt  ouvertures  angulaires  égales,  correspon- 
<lant  aux  vingt  classes  quinquennales  d'âges  comprises  entre  o  et  100  ans. 
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J.e  plus  grand  de  ces  rayons,  correspondant  à  la  classe  do  o  à  5  ans,  lait 
un  angle  de  g"  avec  la  partie  supérieure  de  la  verticale.  L'angle  est  de  18" 
pour  le  rayon  de  5  à  10  ans,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  rayon  de  0)5  à 
100  ans,  ({ui  se  confond  en  direction  avec  la  partie  inf<'rieure  de  la  verti- 
cale. On  porte,  sur  chaque  rayon,  à  partir  du  centre  commun,  une  lon- 
gueur proportionnelle  au  nombre  d'individus  recenses  de  la  classe  quin- 
quennale corres])ondante.  Les  rayons  vont  en  décroissant  à  mesure  que 
l'écartement  angulaire  augmente;  celui  de  la  classe  gS  à  100  ans  est  nul  ou 
très  petit.  En  raccordant  les  extrémit('s  de  tous  ces  rayons,  on  obtient,  eu 
coordonnées  polaires,  la  courbe  ou,  i)lus  exactement,  la  ligne  brisée  des 
recensés. 

Ou  opèie  de  même  pour  chaque  recensement  quinquennal,  et  l'on  dis- 
pose la  suite  des  aires  planes  ainsi  obtenues  de  telle  manière  que  leurs  pôles 
et  les  verticales  passant  par  ces  pcMcs  coïncident.  Les  plans  méridiens  des 
aires  sont,  d'ailleurs,  régulièrement  distribués  autour  de  leur  axe  commun, 
en  sorte  que,  si  le  relief  doit  figurer  n  recensements  quinquennaux,  les  plans 

,      ,     360° 

de  deux  recensements  consécutifs  se  couiieront  sous  un  angle  de 

'  ^  // 

Les  diagrammes  polaires  des  recensements  étant  ainsi  placés  etilccoupés, 
on  tracera  les  lignes  des  survivants  en  remarquant  que,  pour  suivre  une 
mémo  génération,  il  faut  descendre  d'une  classe  d'âge  cjuand  on  passe 
d'un  recensement  quinquennal  au  suivant.  On  joindra,  par  exemple,  l'extré- 
mité du  ra^'on  o-5  du  profd  de  i^So  à  l'extrémité  du  rayon  5-io  du  jirolil 
de  17.55,  et  ainsi  de  suite. 

Les  surfaces  isodémiques  sont  des  sphères  ayant  j)our  centre  commun  Ir 
pôle  de  tous  les  profils  et  les  lignes  isodémiques  sont  les  intersections  da 
stéréogramme  par  ces  sphères. 

Les  lignes  des  recensés  étant  planes,  on  construit  aussi  aisément  les  hgncs 
isotomiques  des  recensements  dans  le  système  polaire  que  dans  le  système 
à  trois  axes  (12i). 

On  obtient  des  stéréogrammes  d'une  lecture  plus  facile  en  réduisant  de 
moitié,  sur  le  diagramme  des  recensements,  les  ouvertures  angulaires  égales 
qui  correspondent  à  chaque  classe  d'âge.  L'amplitude  totale  du  diagramme 
est  ainsi  réduite  de  180°  à  90",  et  le  rayon  de  c)5  à  100  ans,  qui  coïnci- 
dait précédemment  avec  la  verticale  du  pôle,  devient  horizontal  dans  la 
nouvelle  disj)osiiion. 

On  trouve  d'ailleurs  commode,  pour  l'exécution  matérielle  du  solide^ 
de  ne  pas  faire  coïncider  les  verticales  passant  par  les  pôles  des  divers 
diagrammes,  et  de  les  distribuer  suivant  les  génératrices  équidistantes 
d'un    cylindre    à    base    circulaire    de   queltjues    centimètres    de   diamètre. 
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Les  sphères  isodemiqiies  sont  alors  remplacées  par  des  tores  à  sccUon  cir 
culaire  (  '  L 


V.  —  Appareils  inscripteurs. 

127.   La  traduction  graphique  des  résultats  d'observations   devait   natu- 
rellement conduire  à  leur  enregistrement  automatique  (-].  Un  plu'nomène 


(')   M.  le  professeur  Tuirston  a  récemment  proposé  un  système  de  stéréoj]rammcs 
propres    h  figurer  les  variations  d'un  phénomène  qui  est  lui-même  l'onction  de  trois 
riables.  On  sait  que  si,  d'un  ])oint  quelconque,  pris  dans  l'intérieur  d'un  triangle 

'equilatera],  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  trois  côtés,  la  somme  de  ces  per- 
pendiculaires est  egale  à  la  hauteur  du  triangle.  Si  cette  hauteur,  divisée  en  cent  par- 
lies  égales,  représente,  par  exemple,  cent  parties  d'un  alliage  forniéjifi-JxaiS-inéiaux, 
Miacune  des  perpendiculaires  pourra  être  considérée  comme  représentant  le  nombre 
le  parties  de  chacun  des  trois  métaux  dans  la  conslitulion  de  l'alliage,  thaqne  poinl 
de  l'intérieur  du  triangle  correspondra  <loiic  à  un  de  ces  alliages  et  à  un  seul:  et  si 
l'on  élève  en  chacun  de  ces  points,  perpendiculairement  au  plan  du  triangle,  une 
ordonnée  proportionnelle,  soit  à  la  limite  d'élasticité,  soit  à  la  charge  de  rupture, 
soit  à  toute  autre  propriété  de  l'alliage  correspontlant,  la  surface  topographique  foi-mée 

kpar  les  extrémités  de  toutes  les  ordonnées  repiésentera  la  loi  de  variation  de  la  pro- 
pi-iélé  qu'on  aura  considérée.  On  pourra  d'ailleurs  remplacer  le  stéréogramme  con- 
struit d'après  ce  principe  par  un  plan  h  courbes  de  niveau  cotées.  (Voir  le  Génie 
civil,  revue  générale  des  industries  françaises  et  élrangi'res,  t.  111,  p.  3fi,  ij  novem- 
bre 1882.) 

(^)  Il  faut  remonter  assez  loin  dans  le  passé  pour  trouver  la  première  ap|>lication 
de  l'idée  qui  consiste  à  fixer  sur  une  surface  mobile  la  trace  des  variations  auxquelles 
les  phénomènes  physiques  sont  soumis.  Le  marquis  d'Ons  en  Brav  a  décrit,  dans  les 
Mémoires  de  l'ancienne  Académie'des  Sciences  (17314),  un  anémographe  qui  donnait 
la  vitesse  et  la  direction  du  veut  et  qui  traçait  automatiquement  ces  résultats  sur  une 
feuille  enroulée  autour  d'un  cylindre  mobile.  Un  de  ces  instruments  figure  dans  les 
galeries  du  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers.  En  17G3,  Cummings  construisait,  d'après 
le  système  discontinu  proposé  par  Ciiasgel'x  [Journal  de  Physique,  Chimie  et  Histoire 
naturelle,  t.  XVI,  p.  325),  un  baromètre  traçant  les  hauteurs  du  mercure  sur  un  cadran 
conduit  par  une  horloge.  En  1782,  I\1ai;ellax  faisait  connaître  les  dispositions  d'un 
météorographe  perpétuel  destiné  à  inscrire,  en  un  lieu  quelconque  du  globe, 
toutes  les  variations  atmosphériciues.  Cet  appareil  comprenait  un  barogra]ihe,  un 
thermographe,  un  anémographe,  un  hygroscope,  un  iduvioscope  et  un  atmidomètre. 
En  i79'|,  RfTiiEnFORD  publiait,  dans  les  Transactions  d'Edimbourg,  la  description  d'un 
Ihermomélrographe  qui  traçait  sa  courbe,  au  moyen  d'une  pointe  mobile,  sur  une 
bande  de  papier  noirci,  animée  d'un  mouvement  de  translation.  Un  autre  apjiareil 
du  même  genre  est  décrit  dans  les  Annales  de  Gilbert.  En  180G,  AVatt  imaginait 
son  tube  iiulicateur,  dont  le  diajjramme  fait  connaitre,  par  une  simple  quadrature,  le 
travail  de  la  machine  à  vapeur.  Ciiazai.on  a  fait  construire,  vers  i85o,  un  maréographe 
propre  il  enregistrer  les  variations  de  régime  des  cours  d'eau  aussi  bien  que  les  oscil- 
lations des  marées.  1?londat  a  proposé,  vers  la  même  époque,  un  barographe,  un 
therniographc,  un  hydrograjjhe    et  un    anémograi>lic  (voir   le    liappoit    au   Ministère 
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naturel  est  en  general  soumis  à  des  variations  incessantes  et  les  observations 
directes,  quelque  fréquentes  qu'on  les  suppose,  ne  déterminent  que  des 
points  isolés  de  la  courbe  continue  qui  devrait  en  être  l'expression.  On  rac- 


des  Travaux  publics,  par  une  Commission  composée  de  MM.  Bosisiart,  Cavalii;r  et 
iMancon,  sur  l'utilité  des  instruments  destinés  à  conserver  la  trace  de  certains  phéno- 
tnènes  pli)  siques  et  sur  quelques  instruments  de  cette  espèce,  présentés  par  M.  Blondat, 
ilans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  3'  série,  785i,  i"  senieslre,  p.  'io\)-  En  iSj'j, 
Kegnard  a  résolu,  au  moyen  de  rouages  auxiliaiies,  la  difficulté  qui  tenait  à  l'insuffi- 
sance de  la  force  développée  par  certains  phcnomènes  assujettis  à  effectuer  leur 
propre  enregistrement. 

L'emploi  des  appareils  enregistreurs  a  été  successivement  étendu  à  un  très  grand 
nombre  de  recherches.  En  Mécanique,  nous  citerons  :  la  classe  nombreuse  des  dyna- 
momètres graphiques,  qui  dérivent  plus  ou  moins  directement  de  la  conception  de 
AVatt;  les  appareils,  tels  que  lodographc  de  Marey,  propres  à  écrire  un  grand 
nombre  de  mouvements,  et  en  particulier  les  variations  de  vitesse  d'un  train  de  chemin 
de  fer  ou  de  tout  autre  véhicule;  les  divers  instruments  imaginés  par  Poncelet  et 
construits  par  le  général  Morin  ;  les  appareils  employés  dans  les  expériences  de  Ba- 
listique, notamment  les  chronographes  de  Le  Bollangi',  de  Sciri.tz  et  de  Moisson;  le 
chroniigraphe,  le  vélocimètre  et  le  projectile  inscripteur  du  colonel  Slbert;  l'accélé- 
rographe  proposé  par  Deprez  pour  tracer  la  courbe  des  vitesses  imprimées  par  la 
poudre  à  projectile:  le  séismographe  de  Cablile,  appareil  enregistreur  des  mouve- 
ments relatifs  des  véhicules  en  marche  et  le  wagon  dynamomùlie  de  la  Compagnie 
des  chemins  de  fer  de  l'Est. 

Parmi  les  appareils  automatiques  employés  en  Météorologie  et  en  Physique,  nous 
indiquerons:  le  baromètre  et  l'udomètre  inscripteurs  de  Brégcet;  les  anémomètres 
et  girouettes  à  indications  graphiques  du  même  inventeur;  les  baromètres,  anémo- 
mètres et  girouettes  k  double  enregistrement  automatique  de  Gibbons;  le  baromètre 
et  l'anémomètre  d'EccARD;  l'enregistreur  anémométrique  de  Jacqi'emier  :  les  baro- 
mètres de  GcicHARD,  avec  indicateurs  électriques;  le  thermomètre  de  Ricuabd  frères; 
le  baromètre  à  balance,  le  thermomètre,  le  thermographe,  le  déclinomètre,  l'inclino- 
mètre,  le  bifilaire,  l'anéniographe,  l'électrographe,  l'actinonièlre  et  le  psyciiromètre 
deSALLERON;  le  thermograptie  de  Pictet  et  Cellerier;  l'anémomètre  et  le  pluviomètre 
d'HERVÉ  Mangon  ;  le  baromètre  et  le  manomètre  de  Bolrdon  ;  le  baromètre,  le  thermo- 
mètre, le  psyciiromètre,  l'hygromètre,  l'évaporomètre,  l'électromèlre  de  Rédier;  l'éva- 
poromètre  de  Ragona;  l'atmographe  de  l'Observatoire  de  Montsouris;  le  limnomètre 
de  FoREL  ;  l'appareil  de  ?»oel  pour  les  variations  de  niveau  des  liquides;  le  méteoro- 
graphe  du  P.  Secchi;  le  raétéorographe  de  Tueorell;  le  météorographe  de  van 
Rysselberciie  et  Sculbart;  la  série  des  instruments  météorologiques  enregistreurs 
de  Hasler  et  de  Hipp;  le  maréographe  de  Thomson;  les  maréographes  à  cylindre  hori- 
zontal ou  vertical  de  Collin;  les  fluviograplies  du  même  inventeur,  dout.un  à  cadran, 
avec  diagramme  polaire,  l'autre  à  trois  crayons,  inscrivant  les  variations  de  niveau 
dans  une  écluse  et  dans  les  deux  biefs  qu'elle  raccorde;  les  fluviomètres  électriques 
de  Grivolas,  de  Mocoiery,  de  Schaeffler  et  de  Hipp;  l'appareil  de  Bonneac  pour  l'enre- 
gistrement de  la  direction  et  de  la  vitesse  des  courants  sous-marins  à  toutes  profon- 
deurs; la  sonde  sous-marine  de  Rolsset;  les  indicateurs  électriques  des  niveaux 
d'eau  et  des  pressions  de  gaz  de  Glillemard;  l'appareil  pour  enregistrer  automati- 
quement la  déclinaison,  l'inclinaison  et  les  variations  diurnes  de  Gloesener:  l'electro- 
mètre  deLippMANN:  le  phonautog:-aphe  de  Scott  et  Koenic;  le  phonographe  d'EoisoN; 
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corde  ordinairement  ces  points  ])ar  des  droites  ou  par  des  segments  de 
courbes  que  les  procédc's  d"interpf)lation  permettent  de  déterminer.  3]ais 
cet  artifice  est  inefiicace  (piand  les  observations  sont  faites  à  longs  inter- 


les  appareils  de  Ltssajols,  cI'Helmiioltz,  de  A'illari.  pour  fi{;iirer  la  modalilé  des  ondos 
sonores;  riiarmoiiifjraphe  de  Tisley  et  Spiller  ;  l'appareil  de  Cornu  pour  enrcjiistrcr 
la  vitesse  de  la  lumiùrc;  l'appareil  de  M.  Napoli  donnant  le  diagramme  des  attractions 
d'un  aimant;  les  séismographes  de  Palmieri,  Cavalleri,  de  Rossi.  Bertelli,  Cecciii, 
Galli:  le  panséisniograplie  de  Giiliam;  les  microséismograplies  on  tromomélrographrs 
de  Bertelli  et  de  Rossi,  pour  l'observation  des  tremblements  de  terre;  le  ciirono- 
{jraplie  astronomique  de  Fuess,  etc. 

L'emploi  des  appareils  inscripteurs  s'est  aussi  gi-néralisé  en  Pliysiologie.  On  trouvr 
les  premières  ajiplications  de  ce  genre  dans  le  Kj  moì^rap/iiori  de  Lcnwic,  sorte  de. 
manomètre  inscripteur  pour  l'étude  de  la  pression  sanguine,  dans  le  Federhvrnogra  - 
phion  de  FiK  {^Untersuch.  a.  d.  Ziirclier.  phy'^ioi.  Laborat.,  1,  ]i.  i  ),  dans  les  appareil  s 
de  VoLKMAXN,  de  Helmiioltz  et  de  Vierordt  [Vierordt  et  Lidwig,  Bcitrâge  zur  Lehic 
von  dell  Athemhcwcgungen  {^Arch.  fur  physiologische  Heilkunde ,  i8.i5,  t.  XIV,  p.  258}| 
pour  figurer  les  phases  de  la  circulation,  de  la  respiration  et  de  l'action  musculaire. 
Les  sphygmographes  d'OzANAM  et  de  Mosso  [Von  einigen  ueuen  Eigenschaften  dcr  Gc- 
fàsswand,  Leipzig,  187^,  et  Movimenti  dei  vasi  sanguigni  nell'uomo,  Acad.  scienz.  di 
Torino,  1875),  le  sphygmographe,  le  cardiographe,  le  pneumographe,  le  myographe. 
le  réographe,  le  dynamographe,  le  thermographe,  le  polygraphe  de  Marey,  l'appa- 
reil construit  par  Franxk,  d'après  Buisson,  pour  écrire  les  variations  de  volume  de  V.\ 
main,  l'hémodomographe  de  Ciiauveau,  l'anapiiiographe  de  Rerceron,  les  appaieils  a 
explorations  successives  de  Desprez  et  de  Bloch,  le  périmètre  de  Meyer  pour  tracer 
la  courbe  des  variations  du  champ  visuel  suivant  les  couleurs,  les  nombreux  appareils 
inscripteurs  appliqués  par  Marey  au  passage  des  ondes  liquides,  au  passage  des 
ondes  musculaires,  à  la  rumination,  aux  diirérentcs  allures  de  l'homme  et  des  ani- 
maux, à  la  locomotion  aérienne  des  oiseaux  et  des  insectes,  les  appareils  de  Rosapelly 
pour  enregistrer  le  mouvement  des  lèvres,  d'ARLOiNC  et  de  Carlet  pour  inscrire  les 
mouvements  de  déglutition;  le  polygraphe  électrocliimique  de  Rac.osine,  donnant  les 
courbes  de  pulsation,  de  respiration,  etc.;  telles  sont  les  principales  dispositions 
imaginées  pour  traduire  graphiquement  des  phénomènes  qui,  par  leur  complexité, 
leur  amplitude  très  restreinte  ou  leur  durée  à  peine  saisissoble,  semblaient  plus 
ciue  tous  autres  devoir  échapper  à  ce  mode  d'investigation.  On  trouvera  la  description 
de  ces  appareils,  l'indication  des  c'xpcriences  auxquelles  ils  se  prèlent  et  l'interpréta- 
tion des  résultats  graphiques  auxquels  ils  conduisent  dans  V Annuaire  de  l'Observatoire 
de  IMontsouris  (1878  et  1879);  dans  les  Annales  industrielles  (7  juillet  1878,  3o  no- 
vembre 1879,  23  octobre  et  so  novembre  1881)  ;  dans  les  Annales  des  travaux  publies 
(octobre  1881);  dans  ies  A  finales  des  Ponts  et  Chaussées  (décembre  1876,  p.  ()o6,  et 
février  1881,  p.  226);  dans  la  Nature  (numéros  des  5  et  19  novembre  1881);  dans 
quelques-uns  des  écrits  déjà  cités  (p.  100)  et  sirrtout  dans  le  remarquable  Ouvrage 
du  D"'  Marey  (/.«  méthode  graphique,  etc.).  Voir  aussi  :  L'électricité  et  ses  applications, 
expose  sommaire  et  Notices  sur  les  différentes  classes  de  l'Exposition  internationale 
d'électricité,  p.  10G-170,  Instruments  de  précision,  par  Marcel  Deprez  et  SéreRt. 
Paris,  1881.  —  Bollettino  del  Vulcanismo  italiano  de  M.  S.  de  Rossi.  Roma.  187^- 
1881.  —  La  Meteorologia  endogena  de  M.  S.  de  Rossi,  Milano,  1879-1882.  —  Bericht 
iìber  die  wissenscliaftlichen  Instrumente  auf  der  Beriiner  Gewerbeausstellung  im  Jahre 
1879.  Ileraiisgegeben  von  D"^  L.  Loewemierz.  Berlin,   1880,  p.  35-38. 
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valles  ou  quand  elles  portent  sur  des  faits  susceptibles  de  brusques  oscilla- 
lions. 

D  antre  part,  il  est  souvent  utile  de  conrparer  des  résultats  fournis  an 
nveme  moment  par  divers  instruments  placés  en  divers  lieux,  et  il  ne  sudif 
pas  de  multiplier  les  observateurs  pour  être  assuré  que  cette  condition  de 
synchronisme  est  exactement  remplie.  Enfin  l'observation  directe,  et  la  tra- 
duction gri'.phique  des  résultats  numériques  qu'elle  fournil,  portent  avec 
elles  les  nombreuses  chances  d'erreur  qui  tiennent  à  l'imperfection  de  nos 
sens.  Les  appareils  inscripteurs  parent  à  ces  inconvénients.  Ils  rendent 
l'expérimentalion  plus  facile  et  j)lus  simple;  ils  accusent  par  des  tracés 
continus  les  vraies  courbés  figuratives  des  variations  infinies  iiuxquelles  les 
phénomènes  sont  soumis;  ils  saisissent  et  expriment  simultanément  un 
grand  nombre  de  faits;  ils  mesurent  les  petites  fractions  de  la  durée  qui 
échapperaient  à  l'observation  directe  et  d('taillent  les  j)hases  de  tous  les 
mouvements,  quelle  qu'en  soit  lu  lenteur  ou  la  rapidité;  ils  accumulent  les 
données  d'une  infinité  d'expériences  avec  une  irrécusable  fidélité  et  sous 
une  f  )rme  claire  et  concise,  très  propre  à  ficiliter  la  comparaison  des  faits 
et  la  d('duction  des  lois  qui  les  régissent. 

Les  manifestations  statiques  des  f)rces  sont  constatées  au  moyen  d'in- 
struments plus  ou  moins  précis,  mais  leur  immutabilité  même  exclut  toutt- 
idée  d'enregistrement.  Les  manifestations  dynamiques,  au  contraire,  sont 
caractérisées  par  des  mouvements  dont  la  transmission,  à  l'aide  d'organes 
appropriés,  permet  de  conserver  les  traces  écrites  des  phénomènes. 

128.  Qu'il  s'agisse,  par  exemple,  d'enregistrer  les  variations  de  niveau 
d'un  fleuve.  Un  flotteur  transmet  ces  variations  à  un  style  guidé  verticale- 
ment. Une  bande  de  papier,  maintenue  dans  un  plan  vertical,  se  déplace  eu 
regard  du  stvle,  de  telle  sorte  que,  si  celui-ci  restait  immobile,  sa  trace  sur 
le  papier  serait  une  droite  horizontale.  ]Mais,  à  raison  môme  des  variations 
qu'on  se  propose  d  enregistrer,  le  style  moule  ou  descend  et  décrit  un  dia- 
gramme rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  :  l'un  horizontal,  qui  est  celui 
des  abscisses  proportionnelles  au  temps  pris  comme  variable;  l'autre  verti- 
cal, qui  est  celui  des  ordonnées  égales  ou  proportionnelles  aux  changements 
de  niveau. 

L'horizontale  parcourue  par  un  point  quelconque  de  la  bande  mobile  est 
une  circonférence  décrite  du  j)oint  à  l'infini  de  la  verticale  qui  sert  de  guid^ 
au  style.  Si  l'on  prend  le  centre  à  distance  finie  sur  cette  verticale,  les  ho- 
rizontales deviennent  des  circonférences  concentriques,  la  bande  mobile  de- 
vient un  cadran  et  le  style  décrit  le  diagramme  en  coordonnées  polaiies  des 
variations  de  niveau. 
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Tels  sont  les  principes  communs  à  la  plupart  des  appaieils  inscripteurs. 
Toutefois,  dans  le  système  rectangulaire,  la  bande  mobile  est  le  plus  sou- 
vent enroulée  autour  d'un  cylindre  qui  pivote  d'un  mouvement  uniforme 
sur  son  axe  et  ({ui  pre'sente  successivement  ses  génératrices  à  la  pointe  du 
style. 

Dans  l'appareil  bien  connu  de  Poncelet  et  Moiin,  le  style  est  porté  j)ar 
un  cor|)s  pesant  qui  tombe  verlicaleinent  sous  l'action  de  la  pesanteur.  La 

VlQ.    ()0. 
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parabole  tracée  sur  le  cyliiulic  peutiant  la  chute  caractérise  le  mouvement 
des  graves  et  en  détermine  la  loi. 

L'indicateur  de  Watt,  qui  constitue  l'une  des  plus  anciennes  et  des  |)lus 
importantes  applicatious  de  la  métlioiJi;  gi-aphicpic,  est  uu  appai-eil  inscrip- 
teur  du  travail  des  machines  à  vapeur.  Le  style  traceur,  actionné  par  un 
tube  manoiii('rri(pie,  décrit  un  diagramme  dont  les  onlonnées  sont  propor- 
Iioiuiollcs  à  la  pression  de  la  vapeur  dans  le  cyliudie  de  la  inacliine;  le  cy- 
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lincile  enregistreur,  commandé  par  le  piston,  fournit  des  abscisses  propor- 
tionnelles aux  chemins  que  ce  piston  parcourt.  L'aire  de  la  courbe  est  donc 
proportionnelle  au  produit  de  la  |)ression  j)ar  Tespaco  paiiouiu,  c'est- 
à-dire  au  travail  de  la  machine. 

129.  Nous  donnerons  une  idee  assez  complète  des  appareils  inscripteurs 
appliques  à  la  Météorologie  en  déciivant  le  baromètre-balance  et  le  ihermo- 
yraphe  adoptés  à  l'Observatoire  de  lAIontsouris. 

Le  premier  de  ces  instruments  est  leprésenté  par  la  fig.  oo.  Un  tube  ba- 
rométrique fixe  AB  plonge  dans  une  cuvette  mobile  C,  suspendue  à  l'extré- 


mité  de  l'un  des  bras  D  d'une  balance  et  maintenue  en  cquililii-e,  dans  un 
certain  état  moyen  de  la  pression  atmos[)hériqiie,  par  un  contre-poids  E 
placé  à  l'extrémité  du  second  bras.  Suivant  que  la  pression  augmente  ou 
diminue,  et  que  par  suite  une  petite  quantité  de  mercure  passe  de  la  cuvette 
dans  le  tube  barométrique  ou  du  tube  dans  la  cuvette,  celle-ci  monte  ou 
descend  et  les  oscillations  du  fléau  auxquelles  ces  mouvements  donnent  lieu 
sont  transmises  à  l'aiguille  h  qui  les  inscrit  sur  le  cylindre  mobile  K.  Une 
pointe  d'acier,  fixée  à  l'armature  d'un  électro- aimant,  trace  sur  l'une  des 
bases  du  cylindre  une  ligne  de  repère  circulaire  qui  devient,  après  le  déve- 
loppement du  papier,  l'axe  des  abscisses  de  la  courbe.  A  chaque  contact 
électrique  déterminé  par  une  horloge,   la   pointe  s'écarte  un  instant  de  sa 
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position  poiu'  maïqiier  une  division  du  temps  sur  la  ligne  de  repère.  La 
même  liorloge  agit  sur  les  électro-aimants  de  tous  les  cylindres  inscripteurs 
et  permet  de  compaicr  les  résultats  fournis  aux.  mêmes  moments  par  un 
grand  nombre  d'appareils. 

La  fig.  ()i  fait  connaitre  la  disj)osition  adoptée  à  IMontsouris  pour  enre- 
gistrer simultanément  l'état  hygrométrique  de  l'air,  la  tem|)ératuie  à  la 
surface  du  sol  et  les  variations  de  l'actinomètre  (').  AB  représente,  à 
droite  de  la  figure,  un  tube  de  Bourdon,  sorte  de  ruban  creux  \\  section 
elliptique,  tordu  autour  de  son  axe  en  forme  de  spire  très  allongée.  Ce 
tube,  rempli  d'alcool,  est  fixé  à  l'une  de  ses  extrémités;  l'autre  extrémité, 
restée  libre,  poite  une  aiguille  dont  les  mouvements  angulaires  accusent 
les  divers  états  de  torsion  du  tube  sous  l'action  de  l'alcool  plus  ou  moins 
dilaté. 

Un  tube  sec  de  cette  espèce  transmet  par  la  tringle  /,  à  travers 
les  parois  du  kiosque,  ses  variations  à  l'aiguille  n"  2.  Un  second  tube 
semblable,  mais  enveloppé  de  mousseline  mouillée,  agit  sur  ''.-.iguille 
n"  3.  L'ensemble  des  aiguilles  t  et  3  constitue  donc  un  psycbromètre 
insciipteur. 

L'aiguille  5  est  fixée  à  un  troisième  tube  torse,  couché  dans  un  bain  de 
glycérine  FE  et  mis  en  communication,  par  un  conduit  capillaire,  avec  un 
réservoir  tubulaire  en  métal  noirci,  placé  à  la  surface  du  sol.  Les  indications 
de  l'aiguille  5  sont  le  résultat  com])lexe  des  effets  j^roduits  par  l'ensemble 
de  ces  tubes  exactement  remplis  d'alcool.  Pour  défiilquer  l'action  du  tube 
torse  et  du  conduit  capillaire,  et  isoler  celle  du  réservoir  couché  sur  le  sol, 
ou  fait  agir  sur  l'aiguille  4  "n  autre  tube  torse,  couché  aussi  dans  le  bassin 
FE  et  j)rolongé,  comme  le  précédent,  par  un  conduit  capillaire  qui  n'estpas 
en  communication  avec  le  réservoir.  L'aiguille  4  donne  ainsi  directement 
les  corrections  à  faire  aux  indications  de  l'aiguille  5,  et  la  variation  de  tem- 
pérature du  réservoir  est  proportionnelle  à  la  différence  des  ordonnées  des 
courbes  tracées  par  ces  deux  aiguilles. 

Les  aiguilles  6  et  'y  correspondent,  l'une  cà  un  thermomètre  blanc,  l'autre  à 
un  thermomètre  noir,  plai-és  tous  deux  dans  le  vide  sec  et  mis  en  coiumu- 
nication  par  des  conduits  capillaires  avec  les  deux  derniers  tubes  torses  du 
bassin  EF.  Le  degré  actinométrique  est  en  rapport  avec  l'c'cartement  va- 
riable (les  courbes  tracées  par  les  deux  aiguilles. 

L'aiguille  i,  commandée  par  l'électro-aimant,  trace  la   ligne  de   repère 


(')  Cet  apiiareil.  constriiit,  cornino  le  prcccdoiil,  ]iar  M.  Salleixin,  a  fonctionné  au 
Clianip  de  Mars,  dans  le  kiosque  de  l'Oljsorvatoirc  de  IMonlsouris,  pendant  toute  la 
durée  de  l'Exposition  de  187S. 
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18.) 


commune  à  toutes  les  courbes  et  pointe  les   heures  données  par  l'hoilo^c 


commune 


(')  Nous  devons  meiilioiinor  ici  spécialement,  à  raison  des  a|.|)lications  (;ia|)iii.)ues 
auxquelles  il  donne  lieu,  le  thermographe  récemment  iniuîfine  par  MM.  Raoul  l'icnn 
et  G.  Cellerier  (voir  Méthode  générale  d'intégration  continue  d'une  fonction  numé- 
rique quelconque,  à  propos  de  quelques  théorèmes  fournis  par  l'Analyse  mathématique 
<ti>pitquée  au  calcul  des  courbes  d'un  nouveau  thermographe.  Genève  et  Paiis.  Gaulliier- 
\illars,  1879).  Cet  appareil  présente  un  cas  \nX.év^^<i\x\\\.  à' anamorphose  géométrique, 
mécaniquement  réalisée  au  cours  même  de  leureuistralion.  Les  inventeurs,  se  fon- 
dant sur  les  théories  récentes  de  la  Ihermodyuamique  et  sur  un  yrand  nombre  d'ob- 
servations, ont  établi  une  relation  générale  entre  la  pression  P  de  la  vapeur  d'un  li- 
quide et  la  température  correspondante  t.  Les  variations  de  P,  accusées  par  le  chaude- 
ment de  niveau  du  mercure  dans  un  tube  manométrique,  sont  transmises  par  un 
llotteur  et  par  un  système  de  fils,  poulies  et  contre-poids,  au  crayon  chargé  de  les 
inscrire  sur  un  papier  animé  d'un  mouvement  continu.  Si  la  transmission  avait  lieu 
selon  les  procédés  ordinairement  adoptés,  la  courbe  tracée  donnerait  des  ordonnées 
égales  ou  j.roportionnelles  aux  variations  de  P,  et  lintervention  du  calcul  ou  des 
Tables  numériques  serait  indispensable  pour  déterminer  les  valeurs  cor.cspon- 
dantes  de  t  qui  sont  lobjet  final  de  la  recherche.  Pour  substituer  à  la  courbe  des 
pressions  P  la  courbe  directement  tracée  des  températures  /,  il  a  sufli  de  placer  entre 
le  flotteur  et  le  crayon,  et  sur  l'axe  même  du  tambour  qui  obéit  aux  mouvements  du 
llotteur,  une  lusée  de  forme  hélicoïdale,  d'un  pas  très  petit,  sur  laquelle  s'enroule  un 
second  fil,  directement  attelé  au  crayon.  La  spire  a  pour  projection,  sur  le  plan  du 
tambour  qui  lui  est  accolé,  une  courbe  de  réduction  déterminée  par  la  lelatiou 
t  —  o[^).  Il  en  résulte  que  le  second  lil  s'enroule  ou  se  déroulesur  la  fusée,  et  que, 
par  suite,  le  crayon  avance  ou  recule  sur  le  plan  du  diagramme,  de  quantités  égales 
pour  des  variations  égales  de  t.  La  courbe  transformatrice  du  mouvement  est  tracée 
l'ar  tangentes  au  moyen  d'un  procédé  graphique  très  simple. 
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CHAPITRE  YI. 

GÉOMÉTRIE  ANAMORPHIQUE  ET  SOLUTIONS   GRAPHIQUES. 


Lalanne.  Mémoire  sur  les  Tables  grapltiques  et  sur  lu  Céoniétrie  ana/iiorpliique,  de. 
[Annales  des  Ponts  et  Cliaiissées,  2°  sem.,  t.  XI,  i8'|(j).  —  Lalanne,  il/e'r/iWw  «-/-rt- 
phiques pour  l'expression  des  lois  empiriques  ou  mullieiiuuiques  à  trois  variables,  etc.. 
Paris,  1878.  —  CiLMANN,  Die  graphische  Statik,  Zurich,  187.1,  n""  1.3-li.  —  De  la 
GocRNEniE,  Traité  de  Géométrie  descriptive,   Paris,  1874,  IN^  Partie,   iV"  1090-i09'i. 

—  Mannueim,  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  l'Ecole  Polytechnique,  Paris,  i88a, 
p.  /jj8.  —  LiLL,  Résolution  graphique  des  équations  numériques  d'un  degré  quelconque 
il  une  inconnue.  [Nouvelles  Annales  des  Mathématiques,  2"  série,  t.  YI,  Paris,  18G7, 
p.  3.5<),  et  t.  YII,   18G8,  p.  363367).  —  Comptes  rendus,  etc.,  t.  LXY.   p.  854-807. 

—  Bellavitis,  lY"  Partie  de  la  Xll"  Rivista  di  giornali,  n°'  6i2,  §  2,  3,  G.  —  Y.  Ott. 
Graphische  Dnrstellung  der  Funktionen,  Pra[f,  i86j.  —  Solin,  Ueber  die  graphische 
Inte"ration.  [Abhandlungen  der  K.  Bohm  Geselhclitift  der  Wissenschaften,  YI,  F.  5. 
B.  Prnff,  1872.  —  Stamm,  Essai  sur  rautomat/quc  pure.  Milan,  i863.  —  Stamm, 
Sul  calcolo  gi'cjico  e  sullo  studio  dei  polinomi  interi  e  razionali  della  forma 
x"> ->r- ajc"'~^ -\- .  .  . -\- e  X -\- l,  coir  ajuto  d'un  nuovo  sistema  di  coordinate  [Heiidi- 
conti  del  R.  Istituto  lombardo,  Y.  I,  Fase.   YI,  p.  aoB-aog). 


I.  —  Principes  de  Géométrie  anamorphique. 

130.  Les  tableaux  graphiques  à  courbes  d'égal  élément  (104) 
ne  peuvent  être  dressés  avec  une  exactitude  relative  que  si  l'on 
délcrmine  ciiaque  courbe  au  moyen  d'un  assez  grand  nombre  de 
points.  On  n'obtient  donc  que  par  des  constructions  longues  et 
minutieuses  des  figures  dont  la  lecture  présente  d'ailleurs  quelque 
(bliicidlé,  par  suite  de  la  confusion  possible  entre  des  courbes  sou- 
vent très  rapprochées.  Aussi  esl-il  [)crmis  de  penser  que  l'usage 
fdes  tableaux  ne  se  serait  jamais  beaucoup  propagé  sans  les  pro- 
l cédés  de  transformation  cL  de  siinplilicaiion  que jious  allojis-i'aire 
leonnallrc. 

L'usage  d'un  tableau  graphique  ne  comporte  pas  nécessairemeuL 
que  la  graduation  des  coordonnées  x  et  /,  situées  dans  le  plan  de 


\ 


\ 
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la  figure,  soit  faite  suivant  une  loi  délcrniinée.  Considérons,  ])ar 
exemple,  \ajig.  7-  (lOo).  Les  horizontales  et  les  verticales  qui 
correspondent  à  la  suite  des  nombres  naturels  sont  équidistantes 
et  les  coordonnées  sont  par  conséquent  proportionnelles  à  leurs 
valeurs  numériques.  Mais  cette  proportionnalité  n'est  pas  néces- 
saire, et  l'on  peut  imaginer  que,  les  notations  numériques  restant 
les  mêmes,  les  divisions  écpiidistantes  soient  l'cnijilacées  par  des 
divisions  espacées  suivant  une  autre  loi  que]coii(|ue.  Le  point  A 
de  l'hyperbole  xy  =:  10  qui,  dans  la  figure  originaire,  était  à  l'in- 
tersection de  riiorizontale  5  et  de  la  verticale  3,  avait  edeclivc- 
ment  des  coordonnées  de  la  valeur  linéaire  représentée  par  ces 
notations.  Le  point  Aj  de  la  figure  transformée,  situé  à  l'inter- 
section de  la  nouvelle  horizontale  5  et  de  la  nouvelle  verticale  2, 
n'aura  plus  les  mêmes  coordonnées  linéaires,  mais  il  .«era  déter- 
miné par  d'autres  coordonnées  ayant  les  mêmes  notations  numé- 
riques que  les  premières  et  pourra,  dès  lors,  être  coté  10  comme 
représentant  le  point  A.  En  général,  Fhyperbole  10,  courbe  g-éq- 
niétrique  formée  par  la  suite  continue  des  points  A,  sera  rem^ 
placée  par  ime  courbe,  en  quelque  sorte  arithmétique,  cotée^B 
et  formée  par  la  suite  des  points  A,.  Cette  courbe  permettra  de 
relever  sur  la  nouvelle  figure  tous  les  résultats  que  les  hvperboles 
fournissaient  sur  le  tableau  primitif. 

La  transformation  sera  évidemment  avantageuse  si  les  nouvelles 
coui'bes  sont  plus  faciles  à  construire  et  à  lire  que  les  précédentes, 
et  surtout  si  l'on  parvient  à  remplacer  les  courbes  par  des  lignes 
droites  que  deux  points  suffisent  à  déterminer.  On  atteindra  ce 
résultat  en  faisant  varier  suivant  une  loi  convenable  les  valeurs 
linéaires  des  coordonnées  de  la  nouvelle  figure. 

M.  Lalanne  a  été  conduit  à  ces  considérations  fécondes  en  cher- 
chant-à  convertir  une  table  logarithmique  à  double  entrée  en  un 
tableau  graphique  à  courbes  d'égale  cote.  La  somme  des  coor- 
données de  tous  les  points  d'une  droite  également  inclinée  sur  les 
axes  étant  constante,  il  suffit  de  porter  sur  ces  axes  des  longueurs 
proportionnelles,  non  plus  aux  valeurs  numériques  des  coor- 
données, mais  aux  logarithmes  de  ces  valeurs,  pour  que  la 
droite  soit  le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  du  plan  dont 
les  distances  aux  axes  forment  un  produit  constant.  Avec  des 
axes    gradués    en    parties    égales,    c'est-à-dire    suivant    la   loi  de 
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variation  miiiH'iiqiie  qui  correspond  cxaclcnienl  à  la  loi  de  va- 
riation linéaire,  on  avait  la  suite  des  hyperboles  équilatères 
de  la  fi  g.  -jy.  En  rcmplarant  les  divisions  égales  par  une  gra- 
duation logarillinii(pie ,  les  courbes  d'égal  produit  cotées  1.  2, 
.  .  . ,  10,  ....  deviennent  des  droites  inclinées  à  ^h°  sur  les  axes. 
Les  coordonnées  de  l'origine  étant  nulles,  l'origine  devra  porter 
comme  cote  l'unité  dont  le  logarillinie  est  o.  Cette  transformation 
donne  naissance  à  \d  Jig.  9  ^  qui  n'est  autre  que  la  réduction  à  ses 
données  les  plus  simples  de  Wihatjue  précédemment  décrit  (7(3). 

Fif;.  ()j. 


.9 

\              \ 

\    \ 

\\ 

N\ 

^S^ 

"^ 

^ 

\             \ 

\- 

v\ 

\nJ-.n 

N 

\ 

r'i*r> 

7 
fi 

\          \| 

\      \ 

\^ 

s\ 

V 

\ 

\N 

\^ 

\     ^ 

\\ 

\ 

^> 

N 

N 

N^ 

^> 

'i 

\ 

\ 

\ 

\ 

\^ 

\^ 

^ 

^ 

\ 

^r7 

-1 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

s 

\ 

N 

\ 
\ 

N 

*s- 

\ 

\ 

\ 
\ 

\ 

\ 

\ 

\ 
\ 

"^n 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

^ 

\ 

\ 
\ 

\ 

\ 

Pour  exprimer  les  mêmes  considérations  en  langage  algébrique, 
revenons  au  paraboloide  hyperbolique  (105) 


et  posons 


nous  avons 


iziogx,  y=io-/. 


Ouand  on  considèrea,',  j',  z  comme  trois  coordonnées  variables, 
lette  nouvelle  équation  représente  un  cylindre  horizontal,  dont  les 
lignes  de  niveau  sont  ilcs  droites  parallèles,  inclinées  à  4'j'^  t'^'i"  b'S 
axes. 

Ces  droites,  (pie  la  transiormalion  a  permis  de  substituer  aux 
li\  j)(  rl»()l(;s    de   la    ligure  piimillve,  pourraient,   à  leur    tour,  être 
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remplacées  par  des  circonférences  concentriques.    Il   suffirail,    en 
cfTet,  de  poser 

pour  cpie  l'équalion  proposée  devînt 

X    -  +  J     -  :i^  z    ■  . 

La  graduation  des  coordonnées  se  ferait  dans  ce  cas  suivant  les 
racines  carrées  des  logarithuics  des  nombres. 

131.    Soit,  en  généralisant, 

l'équation  d'une  surface. 

Supposons  qu'on  ait  pu  faire  subir  à  cette  équation  une  trans- 
formation ([ui  la  mette  sous  la  forme 

F[cp(.r),-]/(j),7r(3;]  =  o. 


(^) 

F[H^ 

Posons 

(3) 

.x'^^{x). 

L'équation 

(2)  devient 

(4) 

F 

;- ,  =  j  —  o. 

Faisons  la  traduction  géométrique  de  ces  transformations  en  gra-- 
duant  les  trois  axes  suivant  les  lois  exprimées  par  les  relations 
(3).  Il  suffit,  pour  cela,  d'attribuer  à  x,  hj  et  à  3  des  valeurs  suc- 
cessives, de  calculer  les  valeurs  correspondantes  de  x',  j  ',  z',  et  de 
porter  à  l'échelle  ces  valeurs  sur  les  axes  de  coordonnées  qu'on  a 
»oin  de  coter  d'après  les  valeurs  des  variables  primitives  x,  r,  z. 
Les  sections  jilanes  faites  dans  la  surface  représentée  par  l'équa- 
tion (4),  au  moyen  de  plans  parallèles  à  celui  des  x'j',  donne- 
ront comme  lignes  de  niveau  des  droites,  si  l'équation  (4)  est  du 
premier  degré  en  x'  et  r';  des  sections  coniques,  si  cette  équation 
est  du  second  degré,  et  ainsi  de  suite.  En  général,  si  les  deux  axes 
placés  dans  le  plan  horizontal  ont  été  gradués  suivant  les  lois  in- 
diquées par  les  relations  (3),  la  nature  des  courbes  de  niveau  sera 
déterminée  par  le  degré  en  x'  et  ^'  de  l'équalion  (4).  Or  ce  degré 
peut  être  très  inférieur  au  degré  de  l'équation  (1)  en  x  ely. 

li 
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x\AI.  Lalanne  a  donne  à  celle  niélhode  de  Iransfornialion  le  non> 
à'anaiììoìjìhose  géoììicliique  (  '  ). 

132.  Le  mode  d'anamorphose  précédemmenl  appliqué  (130) 
à  la  fonclion  z  =^  xj  s'clend  à  la  classe  loulenlière  des  fonctions 
comprises  dans  la  formule 

car,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  on  a 

log  z  =  logy  (^  )  H- log i|/(j), 

de  sorte  qu'en  graduant  les  axes  du  plan  horizontal  suivant  les  lois 
exprimées  respectivement  par  x'=logo(x)  et  par  7  '  =  log?|'(j)'), 
on  transformera  les  lignes  de  niveau  de  la  surface  topographique 
représentée  par  la  fonclion  proposée  en  autant  de  droites  paral- 
lèles enlre  elles  et  inclinées  à  4^"  sur  les  axes. 

A  plus  forte  raison  sera-t-il  possible  d'anamorphoser  en  une  sur- 
face réglée  celle  qui  est  représentée  par  l'équalion 


?1 


•Mj 


Il  suffira,  pour  cela,  de  graduer  les  axes  suivant  les  lois 
x'='^{x)  elj'==.Kj). 

L'anamorphose  est  donc  facile  lorsque,  dans  l'équation  primi- 
tive, les  variables  indépendantes  x  et  y  sont  séparables,  ou  lors- 
qu'elles peuvent  le  devenir  par  quelques  transformations  simples. 
INIais  on  ne  peut  pas  donner  une  règle  générale  pour  effectuer  ces 
transformations. 

133.  Quand  l'équation  ])rimilive  ne  permet  pas  la  séparation 
des  variables  moyennant  la  seule  subslilulit»n  des  valeurs a'=  Ç (•»■), 
j''=ri|/(j-)  dans  celle  équation  convenablement  préparée,  la  sépa- 
ration devient  quelquefois  possible  par  la  substilulion  des  valeurs 

.r'--<p(.r,j),     r'  =  -K-ï-,  v). 


(')  (;cUo  expression  csl  empruntée  aux  physiciens,  qui  l'ont  employée  pour  dé- 
signer les  (Ifl'ormalions  produites  ])ar  la  réflexion  des  figures  sur  des  miroirs  courbes 
de  loi  iiios  et  de  positions  déterminées. 
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Considérons,  par  exemple,  réqiialion 


On  ne  peut  pas  la  simplifier  en  prenant  de  nouvelles  variables 
qui  soient  des  fonctions  distinctes  des  anciennes,  car  ces  dernières 
sont  réunies  dans  le  dénominateur.  Si,  cependant,  on  veut  avoir 
des  droites  pour  les  lignes  de  niveau,  on  posera 

x'  =;  a.r^,      1  '  i:^  ./•  -h  y, 

et  l'on  construira  sur  les  formules 

/  ■^' 

J 

deux  tableaux  graphiques  à  double  entrée,  le  premier  composé 
d"ol)liques  345°.  le  second  consistant  en  un  faisceau  de  ravons  qui 
a  son  centre  à  l'origine.  Le  premier  tableau  fait  connaître  l'or- 
donnée auxiliaire  1 ';  le  second  donne  ensuite  linconnue  z' . 

On  peut  éviter  la  conslriiclion  du  second  tableau  en  incitant 
l'équation  (i)  sous  la  forme 

r 
}'  —  n  X-  •  -  -h  .r  im  o, 

OU,  en  posant  z' =  -•>  sous  la  forme 


On  a  ainsi  une  écjuation  du  premier  degré  entre  j   et  -'. 
134.    Soit  encore  la  relation 


_  "\ 


<7  .r-»  +  r 


x--^y 
Posons 


il  vient 


j-=z 


Trois  tables  graphiques  à  double  entrée  sont  nécessaires,  dans 
ce  cas,  pour  trouver  la  valeur  numérique  de  z  correspondant  à 
des  valeurs  données  de  x  et  de  y.  Mais  ces  tables  seront  toutes 
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composées  de  lignes  droites,  si  l'on  a  soin  de  graduer  les  axes  des 
coordonnées  en  posant,  jxmr  la  j)i'eniière  table, 


pour  la  deuxième, 
et  pour  la  troisième, 


y  =j 


=  z',      }"—az- 


Il  est  facile  de  comprendre  qu'en  soumettant  la  fonction  pri- 
iiiili\e  à  des  transformations  successives  de  ce  genre,  on  arrivera 
toujours  à  calculer  les  valeurs  numériques  d'une  fonction  à  deux 
variables,  au  moyen  d'une  suite  de  tableaux  grapliiques  à  double 
entrée,  qui  ne  renfermeront  que  des  lignes  droites.  Mais  la  méthode 
perdrait  ses  avantages  pratiques  si  l'on  a\ait  à  opérer  avec  un 
trop  grand  nombre  de  tableaux. 

135.  Rien,  dans  ce  (|ui  précède,  n'indique  que  les  fonctions 
cp(a;)  et  ']'{j'),  suivant  lesquelles  on  gi-adue  les  axes  des  coordon- 
nées, doivent  aller  toujours  en  croissant  ou  toujours  en  décrois- 
sant. Ces  fonctions  peuvent  avoir  des  nuixiiiia  ou  des  viinima, 
auquel  cas  les  Aaleurs  linéaires  de  la  graduation  des  axes,  après 
avoir  été  en  croissant  dans  un  certain  sens,  iront  en  décroissant, 
et  devront  être  coniptées  en  sens  contraire. 

Considéi'ons,  par  exemple,  l'bvperboloïde  représenté  ])ar  l'équa- 
tion 

\  Z  -^  X^  —   'M).l'  -+-    IO  I    zzzz  G. 

j^cs  courbes  horizontales  sont  des  paraboles. 
Mais,  si  nous  posons 

x' =  .»  - —  10.r  -f-  I()4, 
nous  aurons 

yz  -4-,r'=o, 

et  les  lignes  de  niveau  seront  des  droites. 

A  la  valeur  /\  de  x'  correspond,  ])Our  a,  une  grandeur  mmimuni 
égale  à  lo.  La  cote  lo  sera,  par  conséipient,  au  |)oint  dont  l'ab- 
scisse est  /\,  et  les  t'otes  i  i,  i:>.,  \\^,  .  .  .,  C),  8,  7,  ...  seront  sur 
la  partie  de  l'axe  qui  s'étend  au  delà  de  ce  point.  J^es  \aleurs  de 
X  sont  injaginaircs  [)our  les  abscisses  inférieures  à  4?  <^l;  [)ai'  suite, 


IIKSOLUTION   Gn.VPIlIQLK    UKS    ICQUVTIONS.   —   MKTIIODi:    I)i:    I.H.I..  197 

les  droites  transformées  des  paraboles  sont  parasites  au  delà  de  la 
parallèle  à  l'axe  des  ordonnées  dont  l'abscisse  est  4- 

13G.  Après  avoir  obtenu  la  transformation  d'une  fij^ure  au  mojcn 
d'une  graduation  particulière  des  coordonnées,  on  peut  en  déduire 
une  inrinit(''  d'aulics  figures  analogues,  sans  recourir  à  de  nouvelles 
transformations  des  équations,  par  de  simples  projections  ortho- 
gonales ou  polaires,  sur  des  plans,  sur  des  surfaces  développables, 
ou  même  sur  des  surfaces  quelconques. 

L'anamorpiiosc;  géométi'i([ue  par  voie  de  graduation  des  coor- 
données peut,  d'ailleurs,  être  appliquée  à  un  système  quelconque 
de  coordonnées. 

Par  exemple,  pour  anamorphoser  en  une  spirale  d'Archimede 
p'=w'  une  sj)irale  hyperbolique  représentée  par  l'équation  en 
coordonnées  polaires  po)  =^  a-,  il  suffira  de  poser 

o' ^^  \oiio       w' =z  —  [()<»&) 

et  de  graduer  respectivement  suivant  les  lois  représentées  par  ces 
deux  équations  le  rayon  vecteur  et  la  circonférence  sur  laquelle 
on  mesure  les  écartemonts  angulaires. 

II.  —  Résolution  graphique  des  équations  (  '  ).  Méthode  de  Lill. 
137.   Soit 

Ax'"  ^  Bx'"-'  -+-  C.r'"-M-.  -     +  M,r4-  N  ::^  O 

une  équation  de  degré  ni,  dont  les  coefficients  A,  B,  C,  ....  M, 


(')  Euclide  est  considéré,  à  juste  titre,  comme  représentant  la  somme  des  connais- 
sances géométriques  acquises  jusqu'à  son  temps.    Aussi,    laissant  de  côté  les  recher- 
ches   relatives   aux    époques   antérieures,   nous   bornerons-nous   à   rajipeler   que    les 
fondements  de  l'Analyse  des  équations   du  second    degré  sont   contenus,  sous   forme 
géométrique,    dans    les  quatrième   et  cinquième  propositions   du  Livre    II    des    Élé\ 
inents,  et  que  la  sixième  proposition  du  même  Livre  présente  l'importante  construc-j 
"ïîôn  qui  conduit,  dans  la  résolution  des  équations   quadratiques,  à  ajouter  aux  deux 
membres  le   carré  du  demi-coefficient  de  lincohnue.  Il  faut  citer  aussi  les  proposîA 
/<ions   vingt-septième    et  vingt-huitième    du    Livre    VI,    et  les  Données   LVIII,  LIX, 
flï^XXIV,  tXXXV,    dans   lesquelles   on   retrouve  au  complet  la  résolution   par  voie 
('géométrique  des  équations  du  second  degré  avec  des  applications  qui,  de  nos  jorirs 
\ncore,  n'ont  rien  perdu  de  leur  intérêt.  Elclide  est  même  allé   beaucoup  plVis  îoiu, 
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N  sont  des  nombres  donnés.    Soumeltons-la  à  une  série  de  tìivi- 

éar,  dans  les  Données  LXXXVI  et  LXXX\  II.  il  enseigne  à  résoudre  géométriquenienl 
les  équations  du  quatrième  degré  de  la  forme 

lA>.  x*z:^qx- — 11=0. 

Des  recherches  récentes,  soumises  à  l'épreuve  de  lu  plus  sévère  critique,  ont  mis 
hors  de  doute  que  les  Grecs  savaient  construire  les  équations  du^  troisième  degré. 
Les  auteurs  de  ces  recherches  ont  trouvé  de  précieux  éléments  d'instruction  dans 
le  développement  historique  de  quelques  problèmes  célèbres,  tels  qtte-ceiix  de  la  dupli- 
cation du  cube  et  de  la  trisection  de  l'angle,  et  daus  les  autres  nombreux  documents 
que  l'école  grecque  nous  a  laissés  pour  l'histoire  de  la  construction  graphique  des 
problèmes  du  troisième  degré.  Il  suffira  de  citer  les  diverses  constructions  de  cet 
ordre  qui  figurent  dans  les  commentaires  d'EiTOCius  sur  le  Traité  de  la  sphère 
ct^dii  cylindre^  d'ARCuiMÉDE,  la  doctrine  des  maxima  et  des  mìnima  d'AroLLOMis  et 
■  .'"les  questions  pour  la  solution  desquelles  DropiiANiE  eut  recours  à  des  cousidératioiis 
géométrigiiesi 

Dans  les  règles  données  par  Bp.aumkgipta,  pour  la    construction   du  triangle   recX 
/{angle  en  nombres  rationnels  et  pour   la  construction   des  quadrangles,   on    trouve  ) 
(^tous  les  éléments  nécessaires  pour  résoudre  les  équations  indéterminées  du  secon^y 
derrré  et  l'équation  ^ 

en  .termes-ESdwMMîels.  Nous  devons  signaler  aussi  les  deux   constructions   graphiques 

de  l'équation  indéterminée 

ax  -•-  bj  -^c=  xj, 

proposées  par  Bhascara,  et  les  problèmes  du   même  géomètre  consir.tant  ii   trouver, 
în  nombres  rationnels,  les  côtés   du  triangle  rectangle  dont  l'aire  est  exprimée  par  N^ 
fee   même   nombre    que  l'hypoténuse,    ou    dont   l'aire   est    numériquement   cgale  au 
pvoduit  des  trois  côtés. 

On  trouve  de  très  importantes  recherches  sur  la  construction  graphique  des  équa- 
tions daus  les  écrits  mathématiques  des  Arabes.  ÌMouammed  ben  Mousa  s'est  expressé- 
ment occupé  des   équations  quadratiques;  Aboll    Wefa   a   laissé  tout  un  Recueil  de 
constructions  géométriques.  Parmi  les  nombreux  écrits  des  autres  géomètres  arabes, 
nous  nous  bornerons  à  citer  ceux  d'ALKARKUi  et  d'OsiAR  Alkhahami.  La  question  qui 
nous   occupe  y    est   traitée  avec   beaucoup   de  détails.  Nous  devons  signaler   awssî, 
■»-  ~^  dans  ce  trop  rapide  aperçu,  le  procédé  connu  sous  le  nonide  plateaux  de  balanccj./ 
Léonard  de   Pise   eut    le    mérite  de   faire   connaître  à   l'Occident   les    travaux   des 
Arabes,  auxquels  il  ajouta  le  fruit  de  ses   propres  recherches.    Llxa   Pacioli   écrivit 
aussi  sur  la  construction  des  équations,  mais  sans  originalité  et  en  imitateur  fidèle 
de  MdUAMMED  BEN   MousA.    TARTAGLIA  et   Cardano   donnèrent   ensuite  les  très  intércs- 
■«antes  constructions  géométriques  qui  se  trouvent  daus  leurs  OEuvrcs. 
y^'  Viète,  Descartes  et  plus  tard  Newton  firent-  entrer  la  construction  grai)hiqHe   dos 
>  équations  dans  une  phase  nouvelle,  plus    féconde   en  ressources  et  eir'HppKcatious. 
Il   serait  malaisé  d'exposer  en   peu  de  lignes    toute  la  suite  de  ces  développements 
nouveaux.    Nous    préférons   renvoyer    le    lecteur    aux    deux    publications   suivantes, 
dans  lesquelles    nous   avons   coordonné   tous    les    renseignements   qu'il    nous   a   été 
^_^  yqonné  de  recueillir  :  Notizie  storico-critiche  sulla  costruzione  delle  equazioni.  jAa- 
"s^Jcna,   1878.   —  Appendice  alle  notizie  storico-critiche  sulla  costruzione  delle  equa- 
zioni. Modena,   181S0. 
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sions  successives  par  x,  et  posons 

—  (A./;"'-'-4-B.r'"-2-i-C.r"'-3-T 1-Lx1=jr,       =  -  iS  +  M, 

—  (  A.i-'"-  -  +  Bx'"-^'  +  C.r"'-'  H h  K.r)  =  Vo        =  -  J,  -h  L, 


—  A.c  =  r,„_,  z=  -  j,„_2  +  B, 

X 

Chacune  des  équations  finales,  telles  que 

.r 

'peut  être  considérée^,  dans  un  système  de  coordonnées  orthogo- 
nales, comme  l'équation  d'une  droite  a^ant  pour  ordonnée  jj, 
pour  abscisse  N,  pour  tangente  trigonométrique  de  son  inclinaison 

sur  Taxe  des  j::,  -  et  pour  ordonnée  à  l'origine  ]M. 

Les  équations  (i)  donnent  lieu  aux  observations  suivantes  : 
1°  Toutes  les  droites  qu'elles  représentent  ont  la  même  incli- 
naison I  arc  tang  -  j  sur  l'axe  des  x  ; 

2"  La  tangente,  prise  négativement,  donne 
_  i^  _     A      _  B  —  .r„,-i  _  C  —  .r„,-,,  _       _  L  —  r,  __  51  —  r,  _ 

•^  J/«— 1  J /«  — 2  y  m—T,  J\  -^ 

3°  Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  chacune  de  ces  frac- 
tions peuvent  être  considérés  comme  les  deux  côtés  d'un  triangle 
rectangle,  et  tous  les  triangles  ainsi  formés  sont  semblables. 

Cela  posé,  imaginons  que  l'on  décrive  [fi§-  gS)  un  contour  po- 
lygonal rectangulaire  dont  les  cotés  successifs  oi,  12,  28,  .  .  . ,  j8, 
aient  respectivement  des  longueurs  proportionnelles  aux  coeffi- 
cients A,  B,  C,  D,  .  .  , ,  M,  N.  Si  Ton  connaissait  l'angle  o  A,  i  =  w, 
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dont  la  lang^enlo  Irigonojiiélriqne  csl  t'galc  à (x  élant  une  des 

racines  de  réqiiation),  on  pourrait  former  le  second  conlour  po- 
lygonal oA,A2A3...A7  qui  délimite,  dans  Fintérieur  du  pre- 
mier, les  triangles  rectangles  oiAj,  AisAo,  A23A3,  ....  dont 
nous  avons  parlé  plus  haut.  Ce  nouveau  contour  aboutirait  (;xacte- 
ment  au  point  8,  extrémité  du  ])remier,  et  la  longueur  lA,  (oi 
étant  pris  pour  unité)  sei^ait  une  racine  de  l'équation  proposée. 

La  résolution  graphique  de  cette  équation  se  réduit  donc  à  cher- 
cher, sur  le  côté  12  du  contour  primitif,  un  point  A,,  tel  que  le 
nouveau  contour  rectangulaire,  dont  le  premier  côté  est  oA,,  et 
dont  les   sommets  consécutifs  s'appuient  consécutivement  sur  les 

Fig.  93. 


•■'if 

.  AeX         ^-''/ 

\  \            ^ 
^  \  \           \ 
^    \  \          \ 

\     \  \         ^ 
\      \  \        ^ 
\       \\      '^ 

^        \\     \ 
^          \  \    ^ 

^^ 

^5 

autres  côtés  28,  34,  •  •  .  -  du  contour  oi'i3...8,  ait  pour  der- 
nier côté  une  droite  passant  par  l'extrémité  8.  Le  nombre  des  ra- 
cines réelles  de  l'équation  proposée  est  égal  au  nombre  de  points, 
satisfaisant  à  celle  condition,  qu'on  peut  trouver  sur  le  côté  12  ou 
sur  ses  prolongemenls. 


438.  Lill  a  imaginé  un  instrument  très  simple,  qui  permet  de 
déterminer  ces  racinc_s.  avec  rapidité.  Sur  un  disque  circidaire  en 
bois,  parfaitement  dressé,  sont  tracés  deux  systèmes  rectangulaires 
de  cordes  parallèles^  distantes  l'une  de  l'autre  d'un  millimètre.  Le 
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disque  est  gradué  dans  le  sens  opposé  à  celui  du  rnouvemcnt  des 
aijruilles  d'une  montre.  Il  tourne  autour  de  son  centre,  sur  une 
tablette  fixe,  munie  d'un  vcrnier,  et  au-dessous  d  iiu  autre  disque 
en  verre  transparent,  usé  à  l'émeri,  sur  lequel  on  peut  tracer  des 
traits  au  crayon. 

Pour  résoudre  une  équation  donnée,  on  commence  par  établir 
la  coïncidence  entre  le  zéro  du  limbe  mobile  et  celui  du  vernier.  Le 
rayon  oY,  qui  marque  la  direction  de  l'une  des  deux  séries  de 
cordes  parallèles,  passe  alors  par  le  zéro  commun,  et  le  rayon  oX 
passe  par  le  point  du  liml)e  qui  correspond  à  ;>.-o°.  On  marque, 
sur  le  verre,  de  la  manière  que  nous  venons  d'indiquer,  les  points 
o,*  1 ,  2,  3,  ....  8,  et  l'on  trace  au  crayon  le  contour  1 23  ...  8.  Le 
quadrillé  du  disque  inférieur  permet  d'effectuer  très  rapidement 
cette  opération.  On  fait  ensuite  tourner  le  cercle  mobile  gradué, 
jusqu'à  ce  qu'il  parvienne  aune  position  telle  qu'un  contour  poly- 
gonal rectangulaire,  appuyant  consécutivement  ses  sommets  sur 
les  droites  of ,  12,  23,  ....  vienne  aboutir  au  point  8.  Tout  con- 
tour de  ce  genre  fournit  une  longueur  oA,  qui  représente  une 
racine  de  l'équation.  Les  tâtonnements  que  cette  recbercbe  com- 
porte sont  rendus  faciles  et  prompts  par  le  quadrillé  du  cercle 
mobile.  La  graduation  du  cercle,  dont  le  vernier  permet  d'évaluer 
un  tiers  de  degré,  sert  à  déterminer  les  racines  avec  une  plus 
grande  exactitude.  Chacune  des  longueurs,  telles  que  oA,,  n'est 
autre,  en  effet,  que  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  dont  il 
a  fallu  faire  tourner  le  cercle  mobile  pour  amener  l'axe  oX  de  sa 
direction  primitive  01  à  la  nouvelle  position  oA,  qu'il  occupe 
lorsque  le  contour  rectangulaire  oA,  A^.  ...  A;  passe  parle  point 
8.  On  pourra  donc,  au  moyen  de  tables  numériques,  qui  pourront 
être  elles-mêmes  transformées  en  tableaux  graphiques,  obtenir  la 
longueur  de  ces  tangentes  avec  plus  de  précision  que  n'en  com- 
porte la  simple  lecture  du  quadrillé. 

Le  sens  dans  lequel  on  doit  tracer  les  côtés  du  contour  primitif 
dépend  du  signe  du  coefficient  que  chacun  de  ces  côtés  représente. 
On  peut  suivre,  à  cet  égard,  la  règle  suivante  :  Supposons  qu'on 
ait  adopté,  pour  représenter  les  deux  premiers  coefficients,  les 
directions  des  quatre  côtés  d'un  carré  01 23.  Les  côtés  correspon- 
dant aux  coefficients  qui  occupent  dans  l'équation  les  rangs 
4«-4-i,  ^Ji-ho,  4"-i'3,  4«,  suivront  respectivement  les  direc- 
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lions  oi,  13,  23,  3o,  si  ces  coefficiciils  sont  positifs,  et  les  direc- 
tions opposées  s'ils  sont  négatifs.  Si  un  coefficient  est  nul,  le  rang 
des  termes  et,  par  suite,  le  sens  des  côtés  ne  subissent  aucune 
altération. 

Il  résulte  de  ces  conventions,  cpii  n'ont  rien  d'arbitraire,  qu'à 
tout  contour  ainsi  construit  ne  correspond  qu'une  seule  é([ua- 
lion,  et  réeipro(|uenient.  On  peut  donc  dire  qu'un  tel  contour 
rectangulaire  représente  graphiquement  une  équation  déter- 
minée. 

Revenons  à  la  recherche  de  la  valeur  lA,.  Sup[)osons  qu'au  lieu 
d'avoir  donné  à  ce  cùlé  la  longueur  convenable  pour  que  le  second 
contour  se  ferme  exactement  au  point  8,  on  l'ait  pris  d'une  lon- 
gueur telle  que  le  dernier  côté  du  second  contour  passe  par  un  cer- 
tain point  9  du  côté  ^8.  La  distance  89  représentera  l'erreur 
finale  Q  à  laquelle  conduit  l'hypothèse.  Proposons-nous  de  cher- 
cher l'expression  analytique  de  cette  erreur. 

Les  triangles  rectangles  semblables  01  A|,  A,  aAo,  AoSAg,  .  .  . 
donnent  les  séries  de  rapports  égaux 

01    A,  9,  AjS  ^Ac7 

Faisant  iA,r^X  et  représentant  les  longueurs  01,  12,  23,  ... 
respectivement  par  A,  B,  C,  ,  .  . ,  on  a 

A  _  B  — X 

X  ~     /'x\        7x\"^ 


a;  \A/  A67 


d'où  Van  fjédiiit 
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Si  l'on  lait  I 1  =  Xi,  on  aura  finalenient 

Q  ^  A.r;"4-  B.r',"-'  -h  C.r'l'-'  -^  .  .  .  -^  Lxj  4-  xM./  ,  ~  x\. 

La  valeur  de  Q  est  donc  précisément  celle  que  prend  le  polynôme 

donné  quand  on  y  remplace  par  x  la    \aleur  —  —  ou  — ■■    Si 

donc    (^  ^=  o,   c'est-à-dire   si   le  second  contour  vient  aboutir   au 
point  final   8   du   premier,   la    quantité ~  sera  une  racine  de 

l  équation  proposée. 

L'exactitude  de  la  précédente  construction  se  trouve  ainsi  dé- 
montrée; on  reconnaît  d'ailleurs  que  la  racine  obtenue  est  néga- 
tive quand  la  longueur  trouvée  i  A|  tombe  sur  la  partie  positive  de 
12,  et  vice  versa. 

Quand  on  est  arrivé  à  connaître  ;•  racines  de  l'équation  proposée 
et  qu'on  ne  peut  plus  obtenir,  par  la  construction,  aucun  résultat 
nouveau,  on  en  doit  conclure  que  les  m  —  /•  autres  racines  sont 
imaginaires.  On  peut  appliquer  à  la  détermination  de  celles-ci  une 
méthode  analogue  à  celle  qui  vient  d'être  indiquée;  toutefois,  les 
contours  rectangulaires  auxquels  on  aura  recours  n'appuieront  plus 
leurs  sommets  sur  les  côtés  du  contour  primitif,  comme  il  arrivait 
dans  le  cas  des  racines  réelles.  Nous  n'insistons  pas  davantage,  et 
nous  concluons  en  disant  que  cette  méthode  graphique  peut  être 
très  utde  pour  trouver  promptement  une  première  approximation 
des  valeurs  des  racines  d  une  équation  nuniérique  d'un  degré 
quelconque. 

139.  Si  l'équation  est  du  second  degré,  la  même  méthode  four- 
nit la  solution  suivante  qui.  dans  ce  cas,  est  rigoureuse.  Soit 
l'équation 

A .r-  H-  B.v  -H  C  =  o . 

On  construit  {Jig-  94)  le  contour  oiaS,  dont  les  côtés  oi,  li, 
■20  expriment  les  coefficients  A,  B,  C,  et  sur  o3  comme  diamètre 
on  décrit  une  demi-circonférence.  Soient  X,,  Xo  les  deux  points 
où  cette  demi-circonférence  coupe  le  côté  12.  Les  longueurs  iX|, 
iXo  sont  les  deux  racines  de  léqualion,  01  étant  pris  pour 
unité. 


•2(1  \ 


CALCLL   GRAl'HIQLIi. 


CIIAPITHlî    VI. 


III.  ^  Détermination  graphique  des  racines  d'une  équation. 
Méthode  de  Bellavitis. 
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d.    Soit  à  dé 


terminer  les  racines  de  l'équation 
n.T^  -4-  if.r-  -+-  c.r  -f-  fl  =  o. 


V,  m  el  II  ( fig.  c)5)  sont  trois  axes  parallèles.  Portons  sur  j',  à 
partir  d'un  point  quelconque  O  pris  pour  origine,  les  segments 
OD,  DC,  CB,  BA,  respectivement  équipollenls  (3)  à  d,  c,  b,  a. 
Elevons  aux  points  O  et  A  de  y  les  perpendiculaires  à  cet  axe 
jusqu'à  leur  rencontre  avec  h  aux  points  H  et  A|.  Joignons  A|B 
qui  coupe  m  au  point  K.  Si  les  droites  //  et  ///  sont  respectivement 
aux  dislances  i  et  x  de  y,  le  point  K  sera  à  la  distance  ax  ^-  b  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  C  sur  //.  Abaissons  du  point  K 


F'C-  9l- 


Fig.  9,5. 


la  perpendiculaire  Kl^  sur  //,  et  joignons  LC.  Cette  droite  coupe 
m  en  un  second  point  R,,  situé  à  la  dislance  [ax  -4-  />).r  H-  c  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  j)oinl  D  sur  //.  Projetons  K,  sur  A  en 
L),  et  menons  L|D  qui  coupe  m  au  ])oint  M.  En  déterminant  au- 
tant de  points  M  qu'on  voudra,  nous  obtiendrons  une  courbe  |>a- 
rabolique,  et  tout  point  X  d'intersection  de  cette  courbe  et  de  la 
(boite  011  louniira  tuic  racine 


.r=i  OX:()II. 
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Ce  procédé  très  simple  peut  être  étendu  à  une  courbe  de  degré 
quelconque. 

En  limitant  la  construction  à  lintervallc  compris  entre  les 
droites  r  et  //,  on  obtiendra  seulement  les  racines  positives  plus 
petites  que  l'unité. 

Pour  construire  les  racines  négatives,  on  changera  x  en  — x. 
Quant  aux  racines  com[)rises  entre  i  et  -h  x  ,  entre  o  et  —  i ,  entre 
—  I  et  —  »D  ,  on  les  obtiendra  facilement  par  les  transformées  de 
l'équation  proposée. 

IV.  —  Sommation  graphique  des  séries. 

lil.   Soit,  en  général,  à  sommer  grapbiquemenl  la  série 
(l)  «0.'"-,- «,«-'*-» -r- </,<•"--+.  .  .4-  r/„_ic  -4-  a„. 

Posons  \' =  —  »  et  construisons  d'abord  (fg-  g6)  la  droite  /„  dé- 
Icniiinée  par  ce  rapport.  Portons  sur  OX,  à  partir  de  l'origine  O, 


Fig.  9<3. 
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m  ^■' 
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^-^ 

.'    'o 
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y.  Ò 

/^ 

la  longueur  «o,  sur  OY,  à  partir  de  la  même  origine,  les  longueurs 
«,,  rto.  di'  •  •  •  Par  les  extrémités  des  segments  rt|,  (i-i,  a^.  .  .  .. 
menons  les  parallèles  /,,  /_,.  A).  ...  à  /,,.  A  l'extrémité  do  l'abscisse 
rt„,  élexons  l'ordonnée  j-,  limitée  à  la  droite  /,  ;  à  l'extrémité  d'une 
abscisse  égale  à  j  <,  élevons  l'ordonnée  j  o  limitée  à  la  droite  L2',  à 
l'extrémité  d'une  abscisse  égale  à  1  o,  l'ordonnée  )-3  limitée  à  [3.  et 
ainsi  de  suite.  Les  parallèles  /,,  /o.  /^ l,i_,.  l„  donnent  respcc- 


•?.o6  cAi-cri,  GUM'iiiori;.   —  ciiUMiRr:  vi. 

tivemenl  les  c'cjiialions  suivantes  : 


Mulliplianl  ces  équations  respeclixcment  par 

(•"->,     ••"--,     ('"-'*,      ....      f',     f% 

et  remplaçant  les  quantités  ji,  70.  Jsi  •••    p^i'  leurs  valeurs  dé- 
duites des  équations  précédentes,  il  vient 

joC"--  —  <^o''"  +  rtic"-^  +  (/,v"--. 


d'où  il  suit  que  l'ordonnée  j  ,1  correspondant  à  la  j^arallèle  /,,  rc- 

t'ie-  97- 


l^ 

/- 

3/, 

.'/• 

.'/j 

l„ 

/ 

^ 

.-' 

^ 

^^  1 
,^        1 

,-• 

' 

0      ^^    ^«^     y.  y^ 

présente  la  somme  des  n  -\-  i  termes  de  la  série  proposée. 

1  i2.   Appliquons  cette  méthode  générale  à  la  sommation  de  la 
série  géométrique. 

j)-„  =:  r/  -f-  /71'  +  av  +  c/c'  -I-  .  .  .  +  r/r"-'  4-  <7r" , 
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donl  le  rapport  constant  est  v.  On  arrivera  au  résultat  cherché  en 
faisant  clans  la  série  (i) 


«2=«3--    •  ■-<'t„_. 


Ili        '' 

et  en  posant—  =  -•  loutes  les  jiarallèles  de  la  construction  |iré- 

cédente  coïncideront  dès  lors  avec  /,,  comme  l'indique  la  fig.  ^- , 
et  l'on  aura 

pour  .r  --0.  y^  -=z  a, 

»       ^  =r  a.  Ij  =  rt  -f-  rti', 

"       .?■  =  Ji-  J-2  =:  rt  -f-  <7('  +  rtl'-, 


rs  r=  rt  -f-  <7i'  +  ai>-  -f-  rti'-'. 


»      .r=r„-i,      .)„  =  /■/ -r- <7i' 4- r/('- H- ...-+- flrt)"-' 4- rtc". 

S'il  s'agissait  d'une  progression  arithmélique,  dont  les  ternies 
consécutifs  diffèrent  entre  eux  d'une  quantité  constante,  la  suite 
de  ces  termes  serait  exprimée  graphiquement  j)ar  les  ordonnées 
d  une  droite.  Pour  représenter  graphiquement,  par  exemple,  le 
^,  erae  iqj-j^^q  jg  (,g^g  progrcssion,  il  suffirait  de  porter  en  abscisse, 
à  partir  du  pied  de  la  première  ordonnée,  un  segment  égal  à  p  —  i 
unités  de  longueur,  et  d'élever  à  Fextrémité  de  ce  segment  une 
nouvelle  ordonnée  jusqu'à  la  rencontre  de  la  droite  /. 
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APPENDICE  DU  TRADECTEUR  AU  CHAPITRE  VU 


A.  —  APPLICATIONS  DE  GÉOMÉTRIE  ANAMORPHIQUE. 

I.  ~  Abaques  pour  les  problèmes  sur  l'écoulement  des  liquides. 
IVS.   Considérons  la  relalion 


dans  huiLielle  on  repi-(\sente  ])ar  R  le  rayon  moyen  d'un  canal  à  pente  et  à 
section  constantes,  c'est-à-dire  le  rap|)ort  de  la  section  niouillc'e  au  pc'ri- 
niètre  mouille,  par  I  la  jiente,  i)ar  a  la  vitesse  moyenne  du  liipiide  dans 
une  section  quelconque,  par  «  et  ^  des  constantes  dédnites  de  l'expérience. 

On  peut  avoir  à  déterminer  l'une  quelconque  des  trois  quantités  R,  I,  u 
en  fonction  des  deux  autres.  Le  rayon  et  la  vitesse  étant  considéiés  comme 
variables,  si  Ton  attribue  au  paramètre  R  vaie  série  de  valeurs  constantes 
successives,  on  arrive  à  dt'terminer  un  tableau  de  jìai-abolcs  dont  chacune 
a  pour  cote  la  valeur  correspondante  de  R. 

En  prenant  comme  coordonnées,  non  |)lus  les  valeurs  de  I  et  de  «,  mais 
les  lo.;aritlimes  de  ces  variables,  .M.  Collii^non  (')  a  dre>sé  un  Tableau  j^ra- 


(')  Cours  de  Mécaii'i<[uc  appliijuce  aux  cunsti  activiis  ;  IK  Pallie  :  Hydraulique.  Paris, 
1880,  p.  ligS  et  Pi.  II.  D'autres  tableaux  [;i'a|ihi([ues  pour  l'élude  du  mouvement 
de  l'eau  dans  les  canaux  découverts  ont  été  dritssés  par  M.  Ed.  Pellis  {Bulletin 
de  la  Siicicté  vandoise  des  ingénieurs  et  ar<tiitectes ,  juin  1878);  par  MM.  Gan- 
GUlLLiOï  et  KcTTEli  {Jour liai  de  la  Société  des  iiigénieut s  et  arcliitcctes  de  Vienne, 
iSGcj);  par  M.  Hiìuimì,  dans  les  Transactions  de  la  Société  américaine  des  ingénieurs 
civils,  janvier  1879. 

CuusiMiBY  avait  dejii  publié,  en  i8^.'),  dans  le  t.  II  de  son  Recueil  tic  Tahles  à 
l'usage  des  ingénieurs,  un  Tableau  graplii(|ue  à  coordonnées  graduées,  dressé  d'après 
la  formule  de  Puony,  pour  la  solution  des  problèmes  relatifs  au  mouvement  de  l'eau 
dans  les  tuyaux  de  conduite.  Ce  tableau  et  un  autre  du  même  Ilecueil,  relatif  au 
produit  de  deux  nouibies,  dont  l'un  doit  être  élevé  au  carré,  constituent  deux  ap- 
plicMliiiiis  dt'ja  ancieniK^s   de  (iéoniélric  iuianiorpliiinie,  suivant   la  nuMlnidc  inia^finci' 
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phique  dans  lequel  les  paraboles  sont  remplacées  par  des  droites  parallèles. 
L'angle  des  axes  de  coordonnées  et  les  échelles  do  graduation  ont  ét(;  choisis 
de  telle  sorte  que  les  droites  correspondant  aux  pentes,  aux  vitesses  et  aux 
rayons  sont  respectivement  verticales,  obli((ues  et  horizontales.  Les  coefli- 
cients  V.  et  ,S  variant  d'ailleurs  avec  la  nature  des  parois,  l'axe  vertical  du 
Tableau  présente  quatre  échelles  de  graduation  distinctes,  correspondant  à 
quatre  couples  de  valeurs  de  ces  coefficients. 

14i.  La  f(n-mule  (  i  )  représentera  la  loi  d'écoulement  dans  les  tuyaux  de 
conduite,  si  l'on  désigne  par  R  le  rayon  du  tuyau,  par  v.  et  |3  les  coefficients 
particuliers  à  ce  cas.  On  aura  donc  encore  un  Tableau  de  parajjoles,  trans- 
formable en  un  Tableau  de  droites,  disposé  comme  il  vient  d'être  dit.  Dans 
les  canaux  découverts,  la  connaissance  du  rayon  moyen  R  ne  suffit  pas  pour 
déterminer  la  section  et  par  conséquent  le  débit.   Dans  le  cas  des  tuyaux, 

par  M.  Lala?(ne.  Cette  méthode  était,  en  ed'et,  connue  par  Y  abaque  et  par  le  rapport 
de  Cauchy  à  l'Académie  des  Sciences  (11  septembre  i843).  Coisinep.y  signalait  dans  le 
même  Ouvrage  (p.  25g)  l'analogie  qui  existe  entre  l'anamorphose  rectiligne  .des 
courbes  et  le  prabJème  de  Mercator  et  de  Wright,  consistant  à  allonger  les  degrés  de 
latitude  de  façon  à  remplacer,  sur  les  cartes  plates,  la  loxodromic  par  un  tracé  rectl- 
ligne.  Cette  analogie  est  incontestable,  dit  M.  Lalanne  {Méthodes  graphiques,  etc., 
p.  406),  mais  a-t-elle  joué  quelque  rôle  dans  l'invention  de  l'anamorphose.'  Les 
savants  chargés  d'en  rendre  compte  à  l'Académie  ne  l'ont  pas  pensé.  Dans  une  Lettre 
du  i5  août  1843,  Lamé,  résumant  l'opinion  de  Cauciiy,  disait:  «  On  peut  contester  à 
M.  Lalanne  la  priorité  d'invention  relativement  à  l'emploi  du  tracé  graphique  en 
général,  mais  l'idée  de.s  coupes  linéaires  est  neuve,  ingénieuse  et  lui  appartient  ex- 
clusivement ».  En  dehors  des  cas  d'anamorphose  qui  sont  traités  dans  les  Mémoires 
déjà  cités  de  l'inventeur,  nous  signalerons,  parmi  les  applications  intéressantes  de 
la  méthode,  l'abaque  d'ALCAN  pour  la  transformation  des  anciens  titrages  de  fils  en 
titrages  métriques  {Traité  des  matières  textiles);  les  abaques  de  M.  Loevel  pour  le 
calcul  de  la  résistance  à  la  rupture  des  fers  à  double  T  et  pour  le  calcul  désintérêts 
composés  à  divers  taux  {Portefeuille  des  conducteurs  des  Ponts  et  Chaussées,  4°  série, 
n°'  6  et  7);  quelques-uns  des  Tableaux  de  M.  Eue.  Pereire  sur  les  questions  d'in- 
térêt et  d'assurances;  rabacme_ltìg.aiitlw»4«f«4ì  proposé  par  le  capitaine  Collier  pour 
la  correction  des  erreurs  commises  dans  la  mesure  approximative  des  distances  au 
moyen  d'un  instrument  spécial  {Mémorial  de  l'officier  du  Génie,  n°  18,  1868);  les 
abaques  de  M.  A.  de  Kapteyn,  pour  les  calculs  des  soupapes  de  sûreté,  des  machines 
à  vapeur,  des  épaisseurs  de  tôles  pour  chaudières  {Revue  universelle  des  mines,  de 
la  métallurgie,  etc.,  t.  XL,  1876,  2=  sem.);  les  Tableaux  graphiques  de  M.  Lévy-Lam- 
bert  pour  les  calculs  des  ressorts,  traduction  des  formules  de  M.  Puillips  en  abaques 
de  lignes  droites  {Ann.  des  Ponts  et  Chaussées,  1880,  2°  seni.,  p.  39);  enfin  les  aba- 
ques de  MM.  RicouR,  Gariel,  Cuery,  cités  dans  le  texte. 

Les  publications  faites  à  l'étranger  sur  le  môme  sujet  par  MM.  Hekmann  {Das  ^ra- 
phische  Einmaleins,  etc.  Braunschweig,  1875),  Vogler  {Sechs  graphische  Tafeln  zum 
Schnellrechnen  und  zuni  Schnellquotiren,  etc.,  Berlin,  1877),  Kaptev.n  {loc.  cit.)  et 
Helmert  {Zeitschr.  fiïr  Verniessungswesen,  Stuttgart,  1878,  Heft  I)  ont  provoqué  de 
la  part  de  M.  Lalanne  des  réclamations  de  priorité  {Méthodes  graphiques,  etc.,  p.  3o8)  - 
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au  contraire,  \e  di'bit  est  donné  par  la  relation  Q  =  7tR^u;  et  comme  le 
rayon,  la  pente  et  la  vitesse  sont  déterminés  en  chaque  point  du  plan,  la 
dépense  Q  l'est  aussi.  On  pourra  donc  tracer  sur  le  même  tableau  les  courbes 
d'éeal  débit.  Ces  courbes  sont  sensiblement  droites  dans  le  tableau  anamor- 
phosé  que  M.  Colliynon  a  établi  (')  pour  le  cas  de  l'écoulement  daus 
des  tuyaux  à  parois  lisses.  Ce  tableau  ])ermet  de  résoudre  les  six  catégories 
de  questions  qui  consistent  à  déterminer  deux  des  quatre  quantités  R,  I,  u 
et  Q  en  fonction  des  deux  autres. 


II.  —  Déformation  suivant  un  seul  axe.  Abaque  des  soupapes  du  sûreté. 

lio.  On  opère  quelquefois  l'anamorphose  d'une  figure  plane  en  la  défor- 
mant dans  la  direction  d'uu  seul  des  axes  de  coordonnées  (^).  On  peut,  pai 
exemple,  se  donner  comme   condition   que  tout  point  D  {/ìg.  98)  d'une 

Fig.  98. 
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droite  OM,  obtenue   par  la  transformation  d'une  courbe  OAII,  ait  même 
ordonnée  que  le  point  A  qui  lui  correspond  sur  cette  courl)e. 
Considérons  l'équation 

(  I  )  j2  =  qx, 

dans  laquelle  </  prend  successivement  des  valeurs  constantes  différentes;  à 
chacune  de  ces  valeurs  correspond  une  parabole,  et  la  suite  des  paraboles. 


(')  Cours  (le  Mécanique,  etc..  Pi.  I. 

(')  Voir  Aliî.  DE  Kaptiîyn,  Ao^c^wr  une  nictliode  de  graduation  représentant  des 
courbes  par  des  lignes  droites  [Revue  universelle  des  mines,  de  la  métallurgie,  des  tra- 
vaux publics,  etc.  I.ii'i;e,  iS-G,  ;i°  sein.,  t.  XL). 
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c'est-à-dire   la   suite  des   courbes  de  niveau  fournies  ])ar  la  surface  (  i  ], 
constitue  un  Tableau  graphique  qu'il  saisit  de  transformer. 
Soient 

r-  =  qx,     r^  =^  p^i 

deux  de  ces  paraboles  ayant  même  axe  et  même  sommet  à  l'origine  des 
coordonnéesi  soient  A,  D  deux  piints  correspondants  situés  respectivement 
sur  la  première  courbe  et  sur  la  droite  cotée  OM,  qui  représente  cette 
courbe  après  la  transformation  et  qui  la  coupe  une  seconde  fois  au  [)oint  H. 
L'ordoiniée  du  point  H  prolongée  rencontre  la  seconde  parabole,  j>'J  z=  px^, 
en  un  point  I. 

jN'ous  nous  proposons  de  démontrer  que  cette  seconde  courba  est  repré- 
sentée, après  ranamorj)liose,  par  la  droite  01. 

Soient  B  le  point  de  la  seconde  courbe  ayant  même  ordonnée  que  le  point 
A  de  la  j)remière,  G  et  K  les  points  d'intersection  de  la  droite  01,  respecti- 
vement avec  Ihorizjutale  du  point  B  et  avec  la  verticale  du  point  D.  L'ab- 
scisse des  paints  II  et  I  étant  représentée  par«,  nous  avons 

GH   ^=i  y- z=:  aq    et    GI  =^y\^zap; 

posant  OE  =  -»  il  vient 


On  a  donc 


ae'  = 

ari                   2 

-^     et     BE   = 
n 

GH        AE 
GÎ  ~  BË' 

no 
II 

iction, 

GH        FD 
GI        flv 

AE        FD 
BË~  Fk' 

mais,  d'après  la  construction, 


et,  par  suite, 


AE  étant  d'ailleurs  égal  à  FD,  il  s'ensuit  que  BE  est  égal  à  FK  et  que  les 
points  C  etK  coïncident.  En  d'autres  termes,  le  point  G  de  ON  a  la  même  gra- 
duation que  le  point  D  de  OM  et  le  faisceau  de  ]Ku-abales  considéré  est  ana- 
morphose en  un  faisceau  de  rayons  qui  a  son  centre  à  l'origine. 

1Ì6.  La  construction  qui  précède  peut  être  simplifiée  par  l'emploi  d'une 
courbe  auxiliaire. 

Marquons  sur  l'ordonnée  de  graduation  FD  le  point  L,  tel  que  FL  =r  OE. 
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Soient  X  et  j  les  cof)rdonne'es  du  point  A  de  la  parabole  considérée  OH, 
Xi  et  ji  les  coordonne'es  du  point  D  de  la  droite  correspondante  OM,  c  le 
coefficient  angulaire  de  cette  droite,  X  et  Y  les  coordonnées  du  point  L. 

On  a 

.r  =  Y,      .rj  =:  X,     Ji  =  r 
et,  |)ar  suite, 

d'où,  en  éliminant  j, 


X^  =  ^  Y. 
c- 

Le  lieu  géométrique  des  points  L  est  donc  une  seconde  parabole  qui  a 
pour  sommet  l'origine  et  pour  grand  axe  celui  des  Y.  Cette  courbe  étant 
construite,  on  déterminera  l'ordonnée  de  graduation  FD,  correspondant  à 
une  ojdonnée  primitive  quelconque  EA,  en  menant  par  le  point  P,  situé  sur 
l'axe  des  Y,  à  la  distance  OP  =::  OE,  une  horizontale  qui  coupera  la  para- 
bole auxiliaire  en  un  point  L  de  l'ordonnée  cherchée. 

147.  Considérons,  à  titre  d'exemple  pratique,  la  formule 


\  p  -\-  0,621 


qui  sert  à  déterminer  en  centimètres  le  diamètre  d  des  soupapes  de  sûreté 
en  fonction  de  la  surface  de  chauffe  «',  exprimée  en  mèti'cs  carrés,  et  de  la 
pression  effective  p  dans  la  chaudière. 

En  attribuant  au  paramètre  p  des  valeurs  constantes  successives,  on 
obtient  un  tableau  de  paraboles  analogue  à  celui  que  nous  venons  de  consi- 
dérer et  l'une  des  deux  constructions  précédentes  donne  l'anamorphose  en 
un  faisceau  de  rayons  ayant  son  centre  à  l'origine. 

III.  —  Abaques  pour  le  calcul  des  poutres. 

148.  Soit  la  relation 
/lì  Rl_pz^ 

dans  laquelle  R  est  la  charge  permanente  par  unité  de  surface  qu'une  pièce 
peut  supporter,  I  le  moment  d'inertie  d'une  section  perpendiculaire  à  l'axe 
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de  la  pièce,  pris  par  raj)j)ort  à  une  droite  coupant  cet  axe  à  angle  droit, 
Il  la  distance  de  l'axe  à  la  fibre  la  plus  éloignée  de  la  pièce,  :;  la  distance  des 
points  d'appui,  p  le  poids  par  mètre  courant,  uniformément  réparti  sur  la 

pièce.  Le  rapport  -  est  connu  pour  une  pièce  de  section  donnée.  Posons 

8.RI_  1  _   , 

n  '      z^ 

La  relation  (  i  )  devient  Cr  =  /^. 

Portons  en  abscisses  les  valeurs  de  /;,  en  ordonnées  les  valeurs  de  j>". 
Le  lieu  est  une  droite  passant  par  l'origine.  Si  l'on  donne  à  C  des  va- 
leurs successives,  on  obtient  autant  de  droites  remplissant  la  même  condi- 
tion (1). 

Lorsqu'au  lieu  d'un  poids  yj,  uniformément  réparti,  on  a  un  poids  P  au 

P- 

milieu  de  la  pièce  de  longueur  :;,  le  moment  fléchissant  maximum  est  -j 

et  Ton  |)eut  encore  se  servir  des  Tableaux  de  droites  concourantes  dressés 
pour  le  cas  des  poids  uniformément  répartis,  à  la  seule  condition  de  poser 

P-^        P^       ,.    -     ..       P- 
I       ^  d'où    P=' — 

IV.  —  Abaques  à  circonférences  pour  les  fourneaux  de  mines. 

149.  Nous  exposerons  encore  un  cas  intéressant  de  transformation  ana- 
morphique  qui  trouve  son  application  dans  la  construction  des  abaques 
pour  la  solution  des  problèmes  relatifs  aux  fourneaux  de  mines. 

Considérons  l'équation 

(l)  .^2    ^    (   ,    _   ry})f-   _   ^  a  hy  =   hK 

qui,  pour  .r  et  y  variables,  est  celle  d'une  ellipse  ayant  son  centre  sur  l'axe 
des  j  ("^).  Pour  que  cette  équation  représentât  un  cercle,  il  faudrait  que  les 


(')  M.  le  chef  de  bataillon  Chéry  a  construit,  d'après  ce  principe,  quinze  abaques 
rectilignes,  applicables  aux  pièces  de  bois,  aux  madriers,  aux  fers  à  planchers  des 
principales  usines  {Pratique  de  la  résistance  des  matériaux  dans  les  constructions, 
Paris,  1S77.  P-  '^'  planches  7  à  24). 

(^)  Désignons  {^g.  99)  par  C  la  charge  de  poudre  placée  en  O  dans  un  fourneau 
de  mine,  par  ce  le  rayon  à  la  base  de  l'entonnoir  d'explosion  AOB,  par  j  la  ligne 
de  moindre  résistance,  c'est-à-dire  la  profondeur  de  la  charge  au-dessous  de  la 
surface  horizontale  du  sol,  par  g  un  coefficient  qui  varie  avec  la  nature  du  terrain 
et  la  qualité  de  la  poudre,   par   a    un   nombre  constant  (égal  à   0,^1).    Une  analyse 
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coefficients  de  x-  et  de  y-  fussent  égaux.  Une  graduation  convenable  des 
axes  permettra  de  remplacer  l'équation  (i)   par  une  autre  qui  satisfasse  à 
cette  condition. 
Il  suffira  de  poser 

remplaçant  j",  dans  (  i  ],  par  sa  valeur  tirée  de  (  ^  ),  il  vient 


(3; 


fondée  sur  les  résultats  d'expériences  établit,  entre  ces  quantités,  la  relation 

On  womvnc  fourneau  ordinaire  celui  pour  lequtl  le  rayon  de  base  de  l'entonnoir 


F'ff-  99- 


est  égal  à  la  profondeur  des  poudres.  On  a,  dans  ce  cas  particulier, 
X  r=  j-  =  /j     et     C  =  gii'. 


d'où 


\jx^ 


-J-—3.J- 


il. 


Faisant  disparaître  le  radical  et  réduisant,  on  est  conduit  à  l'équation  (i)  du  texti'. 
Cette  équation  est  celle  de  la  courbe  des  bords  de  l'entonnoir,  c'est-à-dire  du  lieu  des 
points  tels  que  A  et  B,  A,  et  R,,  . . .,  qui  limitent  les  bords  des  entonnoirs  successifs 
obtenus  avec  une  charge  constante  C,  mais  avec  des  profondeurs  de  charge  variables. 
Voir  Ricoi'R,  Extrait  d'un  Mémoire  sur  les  mines  militaires,  dans  le  Mémorial  de 
l'ojficicr  du  Génie,  n°  21,  1873,  p.  323  à  329.  Le  même  volume  contient  toute  une 
série  de  tableaux  dressés  par  le  capitaine  Ricour,  par  le  commandant  Guillemot  et 
par  le  capitaine  Dii.ambue.  Tous  ces  tableaux  ont  pour  objet  la  résolution  graphique 
du  problème  des  mines. 
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Cette  équation,  qui  n'a  pas  de  terme  en  x,  est  celle  d'un  cercle  dont  le 
centre  est  sur  l'axe  des  j,  à  la  distance 


(4)  ^^=  -j= 

de  l'origine,  et  dont  le  rayon  est 


'•=\/7^"' 


+  h'-   = 


V/r 


Si,  dans  les  expressions  (2)  et  (4),  on  remplace  a  [)ar  sa  valeur  numé- 
rique, qui  est  0,41,  on  a 

r=o,f»i    )',      (t  =: //. 

En  inscrivant  sur  l'axe  des  j'  non  plus  les  valeurs  de  j',  mais  les  valeurs 
correspondantes  de  j,  nous  aurons  pour  coordonnées  numériques  d'un  point 
quelconque  du  cercle  des  valeurs  de  x  et  de  j  qui  satisferont  à  l'équation  (  i  ) 
proposée. 

Ainsi  se  trouve  opérée  la  transformation  anamorphique  de  l'ellipse  pri- 
mitive en  un  cercle. 

La  valeur  gi  de  j'  correspondant  à  la  valeur  100  de  y,  on  effectuera 
la  graduation  en  portant  sur  l'axe  des  j'  la  longueur  91  mesurée  sur 
l'échelle  des  x.  Cette  longueur,  divisée  en  100  parties  égales,  donnera  les 
divisi(ms  pour  J-. 

En  attribuant  à  h  des  valeurs  constantes  successives,  on  a  pour  chacune 
de  ces  valeurs  un  cercle  différent.  On  vient  de  voir  que  l'un  quelconque 

de  ces  cercles  a  son  centre  sur  l'axe  des  }",  à  la  distance  absolue  —^—  h  de 

2 

roriiiiine;   mais,  d'autre  part,  l'unité  de  longueur  du  même  axe  est • 

Le  centre  de  chacun  des  cercles  est  donc  sur  la  division  marquée  de  la  va- 

,  ,  .        h       .^  ,  . 

leur  numérique  -  qui  le  caractérise. 
2 

Si  l'on  fait,  dans  l'équation  (  i  ),  j-  =  o,  on  trouve  x  =  /i  ;  d'où  il  suit 
que  l'un  quelconque  des  cercles  passe  par  la  division  de  l'axe  des  x  numé- 
riquement égale  à  la  valeur  correspondante  de  h.  Les  axes  étant  ainsi  gra- 
dués, on  obtiendra  l'un  quelconque  des  cercles  du  tableau  graphique 
{fîg.  100),  [)ar  exemple,  celui  qui  correspond  à  la  valeur  6  de  Zi,  en  prenant 
pour  centre  le  point  marqué  3  sur  l'axe  des  j  et  pour  rayon  la  droite  qui 
joint  ce  point  au  point  marqué  6  sur  l'axe  de  x.  Ce  cercle  sera  coté  6, 

La  formule  des  mines  n'ayant  plus  d'application  lors(|ue  x  dépasse  3  j, 
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on  pourra  arrêter  tous  les  cercles  à  leurs  points  d'inlersection  avec  la  droite 
oA  déterminée  par  l'équation  x  =  3j.  Les  distances  de  ces  points  d'inter- 
section à  l'origine  sont  proportionnelles  aux  cotes  des  cercles  marquées  sur 
l'axe  des  X.  Il  résulte,  en  effet,  de  la  construction,  que  dans  les  triangles  tels 
que  M 0  2,  M'o6,  semblables  et  semblablement  jilacés,  les  côtés,  tels  que 
M  2,  M'G,   constituent  un  faisceau  de   rayons  parallèles  qui  coupent  les 
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transversales  oA,  oX,  suivant  deux  ponctuelles  semblables  (G.  'S']).  On 
voit  aussi  par  là  que  l'origine  est  un  centre  de  similitude  commun  à  tous  les 
cercles. 

V.  —  Abaque  des  piles.  Graduations  d'axes  parallèles. 


150.  Soient  C  l'intensité  du  courant  ])roduit  par  raccoLq)Iement  en  ten- 
sion de  n  éléments  ('gaux,  orientés  dans  un  même  sens,  R  la  résistance  du 
circuit  interpolaire,  r  la  résistance  d'un  seul  élément,  c  l'intensité  du  cou- 
rant avec  un  seul  élément  et  ])our  le  même  circuit.  Si  l'on  pose 


on  a  la  relation 


R  C 

7  =  ^'     -=r, 


ii{x 
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qui  sert  à  déterminer  l'une  des  trois  quantités  x,y,n,  quand  f)n  connaît 
les  deux  autres. 

La  nature  du  problème  ne  permet  de  considérer  que  les  valeurs  posi- 
tives de  ces  quantités,  c'est-à-dire  des  coordonnées  de  l'hyperboloïde  re- 
présenté par  la  relation  (1);  n  ne  peut  d'ailleurs  désigner  qu'un  nombre 
entier  d'éléments. 

Si,  le  plan  des  xy  étant  supposé  horizontal,  on  attribue  à  n  des  valeurs 
constantes  successives,  on  obtient,  comme  lignes  d'égal  élément,  des  hyper- 
boles dont  les  piincipaux  caractères  résultent  de  ce  que,  pour  les  valeurs 

jr  :=  o,     j"  =1  0,      X  =.  zc  ,     j-  =  :o 

attribuées  à  l'une  ou  à  l'autre  variable,  on  a  respectivement 

>•  =  I ,      .r  =^ —  I,      y:=^n,      .r  =  — n. 

Conséquemment  {Jîg'  loT,  toutes  les  hy|)erboles  coupent  l'axe  des  j  au 
point  I ,  l'axe  des  x  au  pomt  —  i ,  et  chacune  d'elles  a  pour  asymptotes 
les  parallèles  aux  axes  dont  les  coordonnées  sont  j:=  n,  .r  =  —  n.  Dans 


Fig.   loi 


Y 


/    / 
'    i 


^^ 


Y 


le  cas  où  «  =  I ,  l'hyperbole  se  réduit  aux  deux  droites  x  z=  —  i ,  j  =  i . 
Enfin,  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes  de  coordonnées  est  un  axe  commun 
à  toutes  les  courbes. 

Un  tableau  de  ces  hyperboles  cotées  permettrait  de  résoudre  par 
simple  lecture  l'un  quelconque  des  trois  problèmes  auxquels  l'équation  (i) 
donne  lieu.  Mais  on  peut  substituer  à  ce  tableau  de  courbes  un  abaque  de 
droites,  soit  par  l'un  des  moyens  déjà  indiqués,  soit  par  la  disposition 
suivante  (*). 


(')  C.-M.  Gariel,  Discussion  srraphiqne  de   la  formule  des  piles,  dans  l'Electricien. 
rci'ue  générale  d'électricité,  t.  I,  p.  20,  Paris,  avril  18S1. 
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151.  Soient  [fig.  102)  deux  axes  parallèles,  PN,  QX,  coupés  par  une 
transversale  PQ,  et  supposons  que,  n  et  x  étant  donnés,  on  veuille  déter- 
miner y.  Prenons,  sur  PN,  PA  =  /?  et,  sur  QX,  QB  =  ,r,  QC  =  r  +  i .  Joi- 
gnons QA,  PB,  PC;  menons  par  le  point  d'intersection  D  de  QA  et  de  PB 
la  parallèle  EF  aux  axes  et  par  le  point  P  la  parallèle  PL  à  QA.  Le  faisceau 

Fifr.  102. 


J  -3 . 


L 
P(CBQL),  coupé  par  les  transversales  parallèles  CL,  FK,  donne  immédiate- 
ment (G.  57) 

EF  n 


d'où 


X  -h  1 


EF  =  -^^ ^  =  j 


ce  cpii  est  bien  la  valeur  de  j  donnée  |)ar  l'équation  (i). 

On  ])ourra  donc  aist'mcnt,  au  moyen  de  deux  axes,  qu'il  sera  commode 
de  choisir  [)crpondiculaircs  à  PQ  et  de  compléter  par  un  quadrili;»  à  divi- 
sions entières  écpiidistantcs,  tracer  et  coter  les  deux  f;iisccaux  de  rayons 
P,  Q,  qui  complètent  l'abaque  rectiligne  de  l'équation  proposée  ('). 


(')  On  poiirr;!,  (railleiiis,   tirer  clifoctcmoiit  do  cet  abnqiie  les  mêmes  détluetions 
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Si  les  n  éléments  considérés,  au  lieu  d'être  accouplés  en  tension,  étaient 

montés  en  dérivation  (*),  la  relation    entre  les  nouvelles  quantités   C,  c, 

R,  /•,    n  serait  encore  donnée  par  l'équation   'i),  à   la  seule  condition   de 

r 
poser, r=:  —  '  Le  même  abaque  ponrrait  donc  servir,   pourvu  qu'on  eût 

soin  de  lire  sur  l'axe  OX  les  valeurs  x  =  -  au  lieu  des  valeurs  .r  =  —  • 
^  R  r 


VI.  —  Abaque  des  lentilles.  —  Transformation  perspective  d'une 
anamorphose. 


lo2.  L'équation 


est  la  relation  qu'on  établit,  dans  les  miroirs  et  dans  les  lentilles  sphé- 
riqnes,  entre  les  dislances  .c  et  >•  du  miroir  ou  de  la  lentille  à  deux  loyers 
conjugués  et  la  distance  focale  principale  /?,  déterminée  par  la  [iosition  que 
prend  l'un  des  foyers  quand  son  conjugué  est  à  l'infini. 

Si  l'on  gradue   deux  axes  rectangulaires  en  prenant  pour  coordonnées 

11=--,     c^— ,  on  obtient  '^L'.  io3i  un  abafjue  de  lignes  droites,  dans 

lequel  les  valeurs  de  -  doivent  être  lues  sur  les  obliques  à  45".  Riais  cette 
disposition  présente  deux  inconvénients  :  d'une  part,  en  effet,  les  valeurs 


théoriques  que  de  l'équation  elle-même  et  de  sa  traduction  géométrique  donnée  par 

la/5-.   ICI. 

Stipposons,  par  exemple,  que,  la  droite  QA  restant  immobile,  les  rayons  PB,  PC 
pivotent  autour  du  point  P,  sous  la  condition  que  le  sejjment  CB  soit  toujours  égal 
à  l'unité.  Lorque  PB  coïncidera  avec  PQ,  EF  et  BC  coïncideront  tous  deux,  en  direc- 
tion et  en  grandeur,  avec  Qi,  d'où  il  suit  que,  pour  j;  =  o,  _;>'  =  i.  Si  le  mouvement 
continue  jusqu'à  ce  que  PC  coïncide  avec  PQ,  EF  et  RC  coïncideront  avec  Q( — i); 
donc,  pour  )■  :=  o,  j;  =  — i.  Si  B  devient  le  point  à  l'infini  de  QX,  le  point  E  se  con- 
fondra avec  P,  le  point  F  avec  A,  ce  qui  revient  à  dire  que,  pour  x  =  oc ,  )=n.  Si 
PB,  continuant  à  pivoter,  vient  prendre  la  direction  parallèle  à  QA,  EF  devient  la 
droite  à  l'infini  du  plan  et,  pour  ^- =:  ce  ,  on  a  a:  ^  QL  =. —  n.  Enfin,  quand  «  =  i, 
on  a  toujours  QC  =  LB  et,  par  suite,  y  t=  n  =1. 

Notons  en  passant  que  la  valeur  de  j-  est  donnée  (33)  par  le  segment  OX  de  la 
^g.  24,  quand  on  fait 

AO  =  AQ  =  x,     0B  =  «,     BD  =  i. 

(')  Voir  Marcel  Deprez,  Théorie  graphique  des  machines  dyiiamo-éiectriqiies,  dans 
la  Lumiere  électrique.  Journal  universel  d'électricité,  n°  71,  Paris,  décembre  1881. 
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croissantes  de  .r  et  de  y  fournissant  des  valeurs  décroissantes  de  u  et  de  f, 
les  divisions  deviennent  de  plus  en  plus  petites,  à  mesure  qu'on  se  rap- 

Fi(j.  io3. 


proche  de  l'origine;  d'autre  part,  la  jwsition  des  valeurs  comprises  entre 
deux  lignes  consécutives  ne  jionvant  pas  être  fixée  ])ar  nne  interpolation  pro- 
portionnelle, le  tableau  serait  d'une  lecture  difficile  dans  la  plupart  des  cas. 
On  supprime  ces  inconvénients  en  construisant  [fig.  io4)  uii  second 
tableau,  qui  est  une  anamorphose  perspective  du  premier  (M. 


(')  Voir  Garii;l,  Traiisforniiitioii  perspccth'c  d'une  anamorphose  relattre  à  la  for- 
mule des  lentilles,  dans  le  Compte  rendu  de  la  5°  session  de  l'Association  française 
pour  l'avancement  des  Sciences,  Congrès  de  Clcrmont-Fcrrand,    1876,  p.  1  |i). 
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Imaginons  que  l'une  des  obliques  de  Xii.  fig.  io3,  l'oblique  cotée  i  i,  par 
exemple,  soit  la  trace,  sur  le  plan  horizontal  de  cette  figure,  d'un  plan  ver- 
tical qui  est  représenté  par  la  droite  PQ  dans  la  coupe  verticale  suivant  OP 
[fig.  io4,  à  gauche)  de  \'A  /ig.  io3.  Si,  d'un  point  S,  pris  arbitrairement 
sur  la  verticale  élevée  à  l'origine  O,  on  projette  \a  fig.  îo3  sur  le  plan  PQ, 
on  obtient,  comme  projection  de  l'abaque  primitif,  un  nouvel  al)aque  re- 
pivsenté  à  droite  de  PQ  dans  la  Jig.  104.  La  charniè^ie  i  i  etlë^oint  P  se 
projefterifr-sui'"  eux-mêmes.  Le  point  à  l'infini  de  l'axe  des  v ,  centre  du 
faisceau  de  rayons  parallèles  à  cet  a\e,  se  ju'ojette  à  l'intersection  V  de  la 
ligne  d'horizon  UV  et  de  la  verticale  au  point  coté  i  sur  l'axe  des  c.  Le 
point  V  devient,  par  conséquent,  le  centre  du  faisceau  de  rayons  concen- 
triques V  [i234-  •••)'  suivant  lequel  se  projettent  les  parallèles  à  l'axe 
des  i'.  Le  point  U  est  pareillement  le  centre  du  faisceau,  symétrique  au 
précédent,  suivant  lequel  se  projettent  les  droites  qui  étaient  parallèles  à 
l'axe  des  u  dans  la  ligure  primitive.  Quant  aux  obliques  à  45",  elles  se 
projettent  évidemment  suivant  des  paiallèles  à  la  charnière;  mais  leurs 
écartements  varient  proportionnellement  à  n  au  lieu  de  suivre  la  loi  de 
décroissance  inverse  dont  nous  avons  signalé  le  double  désavantage.  Les 
triangles  semblables  SOMi,  ]MQS  donnent,  en  effet, 

OMj.QM  =  OS.OP  =  const. 

OM  varie  donc  en  raison  inverse  de  OMj,  c'est-à-dire  en  raison  directe 
de  n.  On  vérifie  sur  la  figure  que  les  écartements  décroissants  des  obliques, 
ayant  pour  cotes  deux  nombres  entiers  consécutifs,  sont  remplacés  par  des 
écartements  égaux  entre  eux  et  dont  la  mesure  est  donnée  [)ar  l'élévation 
du  centre  S  au-dessus  du  point  O.  Dans  ces  conditions,  si  l'on  cherche,  par 
exemple,  la  valeur  EF  de  n,  donnée  par  deux  ravons  U3,  Va  dont  l'in- 
tersection est  comprise  entre  deux  parallèles  consécutives,  i  i,  22,  on  aura 
la  fraction  qui  doit  être  ajoutée  au  nombre  i,  lu  sur  la  parallèle  supérieure, 
en  effectuant,  à  vue  ou  graphiquement,  le  partage  proportionnel  de  la  dis- 
tance qui  sépare  les  parallèles  i  i,  22. 

153.   L'équation    1),  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 
2;  Il   j: -t-j  ■=■?:„)',  \ 

représente  une  hyperbole  equilatere  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires 
>ant  par  un  des  sommets.  Les  asymptotes,  jiarallèles  aux  axes,  se  cou- 
pent au  point  dont  les  coordounées  sont  .x  =^j  =  n.  Le  second  sommet  a 
pomijcjjordonnées. -t-  m^  j-  ==  2«. 

Quand  on  suppose  n  variable,  les  sections  planes  pratiquées  dans  la  sur- 
face (2  ',  parallèlement  au  plan  des  .rj^  et  projetées  normalement  sur  ce 
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|)lan,    donnent   un  abaque    d'hyperboles    équilatères    ayant   un    sommet 
commun  et  le  même  axe  principal. 
Si  l'on  pose 

X  z=  z  -h  n,     y  z=  t  -\-  n, 

ce  qui  revient  à  prendre  pour  variables  les  distances  des  foyers  conjugués 
au  fover  principal,  l'equalion  [i]  devient 

(3)  zt  =  n\ 

Tontes  les  hyperboles  sont  alors  rapportées  à  leurs  asymptotes  com- 
munes et  forment  un  abaque  analogue  à  celui  de  la  Table  de  Pythagore  (  105  j. 
Cet  abaque  j)eut  à  son  tour  être  anamoiphosé  en  un  autre  rectiligne  par  le 
])rocédé  de  graduation  logarithmique  précédemment  indiqué  (130).  L'é- 
cartement  des  parallèles  relatives  aux  valeurs  de  ri  varie  alors,  non  plus 
en  raison  inverse  ou  directe  de  n,  comme  dans  les  deux  figures  précé- 
dentes, mais  en  raison  directe  de  2log«. 

On  peut  enfin,  par  un  ])rocédé  analogue  à  celui  du  n°  151,  construire 
1  abaque  lectiligue  de  la  Jig.  io4  sans  ])asser  par  \ii  Jig.  io3.  On  piend  à 
cet  effet  {/îg.  io4)  UN  =z:i-,  VM  =j  et,  par  le  point  d'intersection  F  de 
UM  et  de  VN,  on  mène,  parallèlement  à  UN,  le  segment  FE,  qui  est  la 
valeur  correspondante  de  //.  Si  l'on  prolonge,  en  effet,  FE  et  UN  jusqu'à 
leurs  points  d'intersection  K,  L,  avec  la  parallèle  menée  par  le  point  V  à 
UM,  on  a 

FE  _  NU 
FK  ~  NL' 

c'est-à-dire,  d'après  les  données  de  la  construction, 

.>■^^ 
FE=  — =  n. 

.1-  -+-  y 

On  jieul  rattacher  directement  cette  construction  à  l'équation  (i),  consi- 
dérée dans  sa  forme  primitive,  en  prolongeant  VU  et  EF  jusqu'à  leurs 
points  d'intersection  R  et  H  avec  IMN.  Chacune  des  diagonales  du  quadri- 
latère UMVNR  GO  étant  divisée  harmoniquement  par  les  deux  autres  (  G.  32), 
on  a,  d'une  part  (G.  35), 

EU=:  2EF 

et,  d'autre  part  (G.  39), 

I  ï     ^ n 

ÛIÏ  "^  VR~ËR' 

divisant  tous    les    termes    par  tangVRiM   et  faisant   UN  =  ^^  VM  —  j,  il 
vient 

I  I  I 

a-        y  ~  hF 
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VII.  —  Application  de  l'anamorphose  à  des  lois  dont  l'expression 
mathématique  n'est  pas  connue. 

154.  Certaines  lois  naturelles  peuvent  être  exprimées  mathématique- 
ment en  fonction  d'éléments  vai'iahles,  qui  dépendent  eux-mêmes  d'autres 
variables  déterminées  par  de  simples  relevés  numériques  dont  la  loi  gé- 
nérale est  inconnue.  L'anamorphose  est  encore  applicable  dans  ce  cas, 
pourvu  que  les  termes  numériques  soient  suffisamment  rapprochés. 

Supposons,  par  exemple,  qu'une  table  numérique,  se  rapportant  à  une 
population  déterminée,  donne  le  nombre  des  individus  dont  l'âge  est  in- 
férieur, ou  tout  au  plus  égal  à   i,  2,  3,  .  .  .,  x  années.   Il   s'agit  de  con- 


3o        JS     4o      4^     Ói3      ÔS  O'o  ëS  jo    60 


struire,  sans  autres  données,  un  tableau  graphique  qui  fasse  connaître  le 
nombre  z  d'individus  compris  entre  deux  âges  quelconques,  x^  et  .x,. 

Soit  jTi  le  nombre  d'individus  dont  l'âge  est  compris  entre  o  et  x^,  y^  le 
nombre  de  ceux  dont  l'âge  est  compris  entre  o  et  .r,.  On  ne  connaît  pas  la 
forme  des  fonctions  j-i  =  /(:ri),  y^  z=.f[x\),  mais  on  a,  entre  l'inconnue; 
et  les  données  ji,  y.^  de  la  statistique,  la  relation 

c'est-à-dire  l'équation  d'un  plan  dont  les  lignes  de  niveau  sont  des  droites 
parallèles. 

La  Jig.  io5,   construite  d'après   ces  considérations,  emprunte  ses  élé- 
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ments  numériques  au  tableau  dressé  par  Demontferrand  pour  la  réparti- 
tion de  la  population  française  inàle  en  i833.  On  a  porté  sur  les  axes,  à 
raison  de  4'°'"  P'i'"  million  de  sujets  mâles,  des  longueurs  proportionnelles 
aux  nombres  y  de  ces  sujets,  dont  l'âge  est  compris  entre  o  et  ^  années. 
On  a  inscrit  comme  cotes  sur  les  mêmes  axes,  non  les  valeurs  j'  des  coor- 
données réelles,  mais  les  valeurs  correspondantes  de  .r,  relevées  sur  la 
table  numérique.  Pour  obtenir  le  nombre  d'individus  compris  entre  deux 
âges  déterminés,  il  faut  suivre  l'horizontale  correspondant  au  plus  petit 
âge  jusqu'à  la  rencontre  de  la  verticale  correspondant  au  plus  grand.  La 
cote  de  l'oblique  sur  laquelle  on  est  ainsi  conduit  exprime  en  millions  le 
nombre  cherché  (^). 

B.  -  RÉSOLUTION  GRAPHIQUE  DES  ÉQUATIONS  {"-). 


VIII.  —  Résolution  de  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues 
par  les  méthodes  de  fausse  position. 

155.  Deux  points,   U,  V    [fii;.  io6),    se  déjdacent   respectivement  sur 
deux  droites  u,  v,  sous  la  condition  que  la  distance  x  du  premier  a  une 


(')  Lalanne,  Méthodes  gi-aphiqiies,  etc.,  dans  les  Notices  réunies  par  les  soins  du 
Ministère  des  Travaux  publics  pour  l'Exposition  de  Melbourne,  Paiis,  i88o,  p.  ò~!\. 
On  trouve  dans  ce  Recueil  (p.  SyC-S^g)  trois  abaques  du  même  auteur  sur  les  pro- 
Labilités  de  vie,  avec  anamorphoses  successives.  Ces  constructions  avaient  déjà  été 
indiquées  dans  le  Mémoire  sur  les  Tables  graphiques,  etc.,  publié  en  i846.  Les 
Notices  précitées  contiennent  aussi  (p.  420-423)  deux  intéressants  abaques  de 
M.  Edouard  Collig.no.n  pour  les  formulos 

tanji  A  tan(;D  = — cosll     et     sin  D  =  cosX  cosio. 

Le  pi-emier  de  ces  aba(|ues  donne,  en  l'onction  de  la  latitude  \  et  de  la  décli- 
naison D,  les  heures  du  lever  et  du  coucher  du  Soleil  pour  un  point  quelconque  du 
globe  terrestre  et  pour  une  époque  quelconque  de  l'année.  Le  second  donne  les 
angles  azimutaux  du  lever  et  du  coucher  du  Soleil;  étendu  et  complété,  il  pourrait 
servir  à  résoudre  à  vue  \\"  triangle  sphérique  rectangle.  La  théorie  de  ces  diagrammes 
avait  déjà  été  donnée  par  l'auteur  dans  une  Note  sur  la  résolution,  au  moyen  de 
Tableaux  graphiques,  de  certains  problèmes  de  Cosmographie  et  de  Trigonométrie  sphé- 
rique {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2°  série,  t.  XVllI,  Paris,  1879)-  Dans  une 
seconde  A'oic  iM/-  la  résolution,  au  moyen  de  tableaux  graphiques,  de  certains  pro- 
blèmes de  Cosmographie  (Nouv.  Ann.  de  Mathématiques,  Î"  série,  t.  I,  i88j),  W.  Col- 
LiGNON  indi(]ue  Temploi  du  même  tableau  pour  déterminer  l'heure  du  passage  du 
Soleil  dans  le  plan  vertical  Est-Ouest.  Il  montre  aussi  comment  le  diagramme  peut 
être  complété  de  manière  à  tenir  com|)te  de  la  durée  du  créi)uscule. 

(')   Voir  CilvsLlis,    Traité  de    Géométrie   supérieure,    •?."    édit.    Paris,    iSSo,    p.   20j- 
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riylne  lixe  O,   prise    sur  u,  et   la  distance  y  du  second    une   origine  P, 
pi'ise  SUIT,  soient  toujours  liées  [)ar  la  relation 

[i)  Ix  +  iir  -\-  -j  =o. 

Considérons  deux  positions  du  point  U,  situées  aux  dislances  x^  et  Xo  de 

Fi{j.   lo'j. 


l'origine  O,  et  les  deux  positions  correspondanles  du  point  V,  situées  aux 
distances  ji  et  j,  de  P.  Nous  aurons 


Ixi  -+-  UJi  -+-  V 
1x9  4-  y.  )o  H-  v 


o, 
o; 


■2  1 3.  —  G.  FoURET,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Seiences,  t.  LXXX,  p.  55q,  et 
Bulletin  de  l' Association  française  pour  V avancement  des  Sciences,  Congrès  de  Nantes, 
1875.  —  Briot  et  Bouquet,  Leçons  nouvelles  de  Géométrie  analytique,  1"  édit.,  p.  234- 
7.i\!\.  —  Desboves,  Questions  de  Géométrie,  Paris,  1870,  p.  293-299,  et  Questions 
de  Trigonométrie.  Paris,  1872,  p.  71-78.  —  De  Koos,  Aperçu  cinématique  sur  les 
différents  systèmes  de  tiges  articulées,  etc.,  traduit  par  Alb.  Kapteys,  dans  la  Bévue 
universelle  des  Mines,  etc.,  1877,  ^^  sem.,  p.  11-17.  —  Lalanxe,  Géométrie  arithmo- 
graphique.  Exposé  d'une  nouvelle  méthode  pour  la  résolution  des  équations  numé- 
riques de  tous  les  degrés  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXXI,  187.5, 
p.  H86-1188  et  i2'|3-i246;  t.  LXXXII,  1876,  p.  1487-1I90).  —Sur  la  méthode  géo- 
métrique pour  la  solution  des  équations  numériques  de  tous  les  degrés  (  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXX  VII,  1878,  p.  157-159).  —  Méthodes  gra- 
phiques pour  l'expression  des  lois  empiriques  ou  mathématiques,  etc.,  dans  les  Notices 
réunies  par  le  Ministère  des  Travaux  publics  pour  l'Exposition  de  Melbourne,  Paris, 
x88o,  p.  386-892. 
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).  (  .rj  —  x.^  )~—y.  (  Ji  —  J.,  ) 
et 

,     .  .i"j  —  .r.,  «. 

(  9. =  —  V  =-  COllSt. 

Les  points  U  et  V  ilecrivent  donc,  sur  Ics  droites  a  et  r,  des  ponctuelles 
semblables  (G.  S7). 

Lorsque  w  et  p  sout  parallèles,  ce  qui  est  le  cas  de  la  figure,  les  deux 
ponctuelles  ont,  comme  e'iémentuni,  le  point  à  l'infini  de  ces  droites;  elles 
sont  par  conséquent  (G.  45)    des  sections  d'un  môme  faisceau  de  rayons, 

n, 

dont  le  centre  S  partage  dans  le  rapport  —  ^  la  distance  MN,  comprise 

entre  les  deux  parallèles. 
Le  rapport 

u.         .V  I      V 

^  ~  J        J-     >■ 
est  d'ailleurs  égal   à  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport   -    lorsque,  le 

layon  mobile  UV  s'approcliant  de  plus  en  plus  de  la  position  s,  les  deux 
variables  ,c  et  j  gi'andissent  indéfiniment  sans  cesser  de  vérifier  la  rela- 
tion (i).  Pour  trouver  la  position  de  la  droite  s  qui  contient  le  point  S,  il 
suffira  donc  de  svq)poser  jc  et  j  infinis  et  de  chercher  la  limite  de  leur 
rappoit. 

I>a  distance  MN  étant  quelconque,  on  pourra  toujours  assujettir  le 
centre  S  du  faisceau  projetant  à  se  trouver  sur  une  droite  donnée  s, 
parallèle  à  «  et  à  c.  Il  suflira  cpie  la  droite  c,  par  exemple,  étant  supposée 
fixe,  la  droite  u  soit  déplacée  pai'allèlement  à  elle-même  de  la  quantité 
nécessaire  pour  c{ue  les  distances  de  u  et  de  c  à  s  soient  dans  le  rapport 

_  t 

150.  Dans  le  cas  particulier  où  MN  =  o,  les  trois  droites  s,  ii,  i-  coïn- 
cident (^ji,'.  loy),  et  les  deux  i)onctuelles  sont  superposées  (G.  42).  Elles 

l'ig-  107' 
0         II,  M      A  ll2 

; L, j L ,j . " 


P  Vj  B  N  V, 

sont  d'ailleurs  opposées  ou  concordantes  (G.  48)  selon  que  le  rapport  de 
siniilitudc  —  ^  est  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  selon  que  la  droite  //, 
avant  (le  coïncider  avec  c,  était  ou  n'c'tait  pas  séparée  de  c  [)ar  s. 


RKSOLITION    DE    //    KyUATIONS    DU    PltK.MÏKR    DliGKi:    A    II    INCONNLKS.         0.27 

157.  On  peut  sufierposer  les  droites  u  et  c  de  telle  manière  que  les  ori- 
gines O  et  P  se  confondent.  Les  |)oints  corres[)ond;ints  A  et  B,  cpii  étaient, 
avant  le  déplacement,  sur  le  rayon  du  faisceau  S  parallèle  à  la  droite  OP, 
coïncident  après  le  déplacement  et  constituent  un  éU'mcnt  uni  AB  des  deux 
ponctuelles.  On  construira  cet  élément,  si  l'on  connaît  deux  points  corres- 
pondants quelconques  Ui,  Vj,  en  divisant  la  distance  UiVi  dans  le  rapjjort 
de  similitude.  La  distance  m  du  j)oint  AB  à  l'origine  OP,  exprimée  en 
fonction  des  distances  des  points  correspondants  Uj  et  Vj  à  la  même  ori- 
gine, est  d'ailleurs  donnée  par  la  relation 

À.r,  -h  (/.)-. 

m  =  —- ^—  , 

qu'on  obtient  en  faisant 

•^2  =  J2  —  'n 

dans  la  relation  (2)  du  n°  155. 

N. 

158.  Nous  })Ouvons  exposer  maintenant    les  méthodes  dites    de  fausse 

position  i^éométrique ,   proposées   pour   résoudre   un   système  d'équations 
du  premier  degi'é  à  plusieurs  inconnues. 

Considérons  d'abord  un  système  de  n  équations  du  premier  degré  de  la 
forme 

).i,r  +  v.ij  -+-vi  =0, 


^/i^'  +  f^/i'-t"  +  •■'«=  u. 


Supposons  que  x  soit  remplacé  par  x'  dans  la  dernière  équation,  et  attri- 
buons à  X,  dans  la  première,  une  valeur  arbitraire  x^,  à  laquelle  corres- 
pondront des  valeurs  déterminées  des  variables  x,z,  .  .  . ,  c,  x' .  Pour  que 
x'  fût  une  racine  des  équations  proposées,  il  faudrait  que  cette  valeur  rendit 
la  dernière  équation  identique,  c'est-à-dire  qu'on  eût  .r' =  x^. 

Cela  posé,  considérons  les  variables  x,  y,z,  .  .  . ,  c,  x'  comme  représen- 
tant respectivement  les  distances  d'une  suite  de  points  X,  Y,  Z,  .  .  . ,  V,  X', 
mobiles  sur  une  droite,  à  un  point  fixe  de  cette  droite.  La  première  équa- 
tion assujettit  les  points  X  et  Y  à  décrire  deux  ponctuelles  superposées 
semblables  (156);  la  deuxième  établit  la  même  condition  ])our  les 
points  mobiles  Y  et  Z,  .  .  . ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière,  qui  ex- 
prime que  les  points  V  et  X'  décrivent  aussi  sur  la  droite  considérée  deux 
ponctuelles  semblables.  La  première  et  la  dernière  ponctuelle  de  cette 
suite,  décrites  respectivement  par  les  points  X  et  X',  sont  évidemment 
semblables,  et  l'on  voit  immédiatement  que  leur  point  uni,  satisfaisant  à 
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la  condition  .r'=:.ri,  fournira  la  racine  x  des  équations  proposées.  Il  n'y 
aura  qu'un  seul  point  uni  à  distance  finie,  le  second  étant,  par  suite  de  la 
similitude,  le  point  à  l'infini  de  la  droite. 

/tia  résolution  des  équations  proposées  se  réduit  donc  à  construire  le 
point  uni  de  deux  ponctuelles  semblables  superi)osées. 

Soient  a  et  h'  les  valeurs  de  x.  qu'on  déduit  de  la  dernière  équation, 
quand  on  attribue  successivement  à  x  les  valeurs  a  et  ^  dans  l.i  première. 
On  porte  sur  une  droite  (/%.  io8),  à  partir  d'un  point  O  pris  pour  ori- 
gine,  et  en  tenant  compte  des  signes,  des  segments  OA,  OB,  OA',  OB', 

Fig.  io8. 


res])ectivement  égaux  à  a,  b,  a\  b' ,  Le  point  uni  M  à  déterminer  devant 
satisfaire  à  la  condition  générale  de  similitude,  on  a 

AM         MB 

-— —  r=  — --—  =  const., 
A'iM        MB' 


d'où  l'on  tire 


OM  —  OA         OB  —  OM 


ou 


d'où 


OM  — 

OA' 

OB   - 

OM 

X  — 

-  a 

b—x 

X  — 

a' 

"~  b'  —  x' 

ah'  —  a'  b 

b'  —  b  -\-  a  —  «' 

et,   identiquement,    en  écrivant  deux  fois  au  numérateur   le  produit  ab 
avec  des  signes  contraires  et  réduisant, 

a[h'  ~b\  —  b[a'-a\ 


X  —- 


\^'- 


La  différence  ci  —  «  =  a  entre  la  valeur  de  x,  déduite  de  la  dernière 
équation,  et  la  valeur  correspondante  arbitrairement  attribuée  à  x  dans  la 
première,  j)eut  être  considérée  comme  l'crieur  commise  en  adoptant 
la  valeur  d'essala.  Pareillement,  //—/>  =  S  est  l'erreur  relative  à  la 
valeur  d'essai  b.  On  a  donc  la  relation 


a  ?j  —  bv. 


(fui  est  la  formule  connue  de  la  règle  de  dusse  position. 
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f.n  méthode  est  cip[)licable  à  n  équations  quelconques  du  premier  demé 
à  n  inconnues,  alors  même  que  chacune  de  ces  équations  contient  plus  de 
deux  inconnues;  il  est,  en  effet,  toujours  possible  de  ramener,  par  voie 
d'addition,  ces  équations  à  la  forme  de  celles  que  nous  venons  de  consi- 
dérer. 

159.  La  construction  qui  va  suivre,  indiquée  par  M.  Fouret,  présente 
l'avantage  de  déterminer  du  même  coup,  et  non  plus  isoh'ment,  les  valeurs 
de  toutes  les  inconnues. 

Considérons  le  système  de  n  équations  à  n  inconnues 

?.  ((7,  -F  Oj)  ,r,  -i-  a„_.T:,^=p^, 
(T,  -^1  -4-  '2((7j  -f-  «3)  .r,  +  «3.r3  =  y92, 

<7.„  .r„_,  -4-  o  (  a„  -}-  «„+,  )  .r„  =  /?„ . 

Ajoutons  à  la  dernière  écpiation   le  terme  r7„^,.r„^.i,  produit  du  coef- 
ficient f'n+i  par  une  'n  +  i)'''"'«  inconnue. 
Cette  écpiation  devient 

et  elle  constitue,  avec  les  n  —  i  précédentes,  un  nouveau  système  que 
nous  désignerons  par  [h^ 

Si  l'on  attribue  à  .r^  une  valeur  arbitraire,  dans  la  première  équation  du 
système  (/-'),  cette  équation  permet  de  déterminer  une  valeur  correspon- 
dante de  .r,.  Les  valeurs  de  .7i  et  de  .r,,  substituées  dans  la  deuxième  équa- 
tion, déterminent  une  valeur  de  .rg,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'enfin 
les  valeurs  de  .r„_i  et  de  r„,  déterminées  de  la  même  manière  et  substi- 
tui'es  dans  la  dernière  équation  '\l>\  conduisent  à  une  certaine  valeur  de 
.r„^i.  Cette  valeur  serait  nulle,  si  la  valeur  arbitrairement  attribuée  à  .t-, 
était  précisément  celle  qui  doit  satisfaire  au  système  proposé  («).  Ce  serait 
là  un  fait  de  hasard;  mais  la  méthode  consiste  à  déduire  graphiquement 
les  vraies  valeurs  des  inconnues  des  valeurs  qu'on  leur  a  d'abord  fausse- 
ment attribuées. 

Soient  (yfi,'.  ICC))  Ui,u,,  ...,i/„^i,  « -f- 1  droites  parallèles,  coupées 
orthogonalement  par  un  axe  00.  Portons  sur  Uy,  à  partir  de  l'origine  Oj, 
un  segment  Oj  Uj  égal  à  la  valeur  arbitrairement  attribuée  à  .rj  et,  res- 
pectivement, sur  «,,  u-^,  ...,  //„+i,  les  segments  OoU,,  O3U3,  ...,  0„_^iU,j+,, 
égaux  aux  valeurs  de  •^2>''3>  •  •  •'  -"^«h-h  déterminées  par  Xi=  OiU,.  Nous 
obtenons  ainsi  les  sommets  d'une  ligne  polygonale  de  fausse  position, 
U,U3...LW,. 


a3o    CALCUL  GRVPiunrK.  —  appendice  du  traducteur  au  chapitre  VI. 

On  reconnaîtrait  immédiatement,  en  ('liminant  entre  les  équations  [b] 
toutes  les  inconnues  moins  deux  fjnelconciues  consécutives,  .r^„  ./p_,.i,  que 
celles-ci  sont  lices  entre  elles  par  une  relation  linéaire  de  la  forme 

d'où  il  suit  (155)  qu'en  portant  sur  u^,  à  partir  de  l'axe  00,  une  suite  de 

Fi[;.   lOf). 


vM«+i 


valeurs  arbitraires  de  rj,  et  sur  les  autres  parallèles,  à  partir  du  même 
axe,  les  suites  correspondantes  de  valeurs  respectivement  déterminées  jiour 
les  autres  inconnues,  on  marquerait  sur  ces  droites  les  points  correspon- 
dants de  «  +  I  ponctuelles  semblables,  dont  les  couples  successifs 


UiU.,,     ?/2«3, 


y     "«"«  +  1 


sont  reliés  respectivement  par  les  faisceaux  de  rayons  Si,  S.,  .  .  .,  S„.  Un 
système  de  points  correspondants,  donné  par  une  valeur  quelconque 
de./j,  autre  que  OiU,,  fera  connaître  les  sommets  d'une  seccmde  ligne  po- 
lytjonalc  telle  que  U,  U,  ...  U„+i,  et  les  deux  lignes  se  couj)er()nt  aux 
centres  S;,  S,,  .  .  .,  S„  des  faisceaux.  Parmi  les  lignes  polygonales  passant 
par  les  centres  ainsi  déterminés,  il  en  est  une  qui  limite,  sur  les  parallèles, 
des  segments  égaux  aux  valeurs  des  inconnues  (pii  satisfont  aux  ('(piations 
proposées  :  c'est  celle  qui,  aboutissant  à  l'origine  0„+i,  annule  l'inconnue 
auxiliaire  ar„^.i  introduite  dans  la  dernière  équation.  Il  sulfira,  pour  la 
construire,  de  tracer  successivement  les  rayons  0„+,  S„  coTi])ant  U„  au 
point  M„,  M,,  S„_,,  coupant   /o,_,    an    point    M„_i,    •••,  l^I^S,,    conj)ant 
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III  au  point  Ml.  Les  valeurs  des  inconnues  sont  alors  représentées,  à  l'cchclle 
delà  figure,  par  les  segments  OiîMi,  02l\l2,  •  •  • ,  0„M„. 

160.  On  peut  déterminer  les  centres  des  faisceaux  au  moyen  d'une  seule 
ligne  polygonale  de  fausse  position  en  remarquant  (155)  que  les  distances 
de  l'un  quelconque  de  ces  centres,  S^^  par  exemple,  aux  parallèles  u^,,  h^j^., 
qui  le  de'terminent,  sont  entre  elles  dans  le  rajiport  particulier 

—  '-  =  hm.  — '—-, 

relatif  à  l'écpiation  de  forme  (r)  qui  lie  entre  elles  les  inconnues  jCj,,  .r^;+i. 
On  divise,  en  conséquence,  les  deux  membres  des  équations  [b]  respecti- 
vement par  .rj,  jtj»     •  • ,  -^n'i  on  fait  tendre  toutes  ces  variables  vers  l'infini; 

on  change  les  signes  des  rajiports  r,  =:  lira  —•>     . . ,  ?-^,  =  lim  — —  ■,    .  .  , ,  et 

les  équations  [b]  deviennent,  à  la  limite, 

— •  2  (<Y,  -H  «2  )    "+"  '"'2  ''l   =  0> 
O, 


2  (  ^„  +  «„+,  j  -r  a„+i  r„  =  o, 

'«—1 

d'où  l'on  tire  successivement  les  rapports  suivant  lesquels  les  segments 

0,0„  O2O3,    ...,  0„0„^i 

de  l'axe  sont  divisés  aux  points  Pj,  P^,  .  .  . ,  P,j  par  les  parallèles  au  sys- 
tème de  droites  11,  menées  par  les  centres  S,,  S,,  .  .    ,  S,j.  On  a,  en  effet, 


^'\ 

ri  =  2  -i  - 

+-  2, 

«2 

/ 

i\  a. 

A.=       2- 

I 


Les  points  P  étant  ainsi  déterminés,  on  mènera  les  parallèles  Pi  S,, 
P2S2,  ...,  qui  rencontreront  la  ligne  polygonale  MjM,  .  .  .  M„+i  aux 
centres  cherchés. 

On  a    vu  (loo)  que  la  distance  entre   deux  quelconques  des  droites  u 


O.Ì-Ì    (meri,  c.rvpiiiovi:.  —  appendice  di  TinntcTEiK  at  ciiapitiu:  vi. 

étant  indéterniince,  il  suffit,  pour  assujettir  un  centre  quelconque,  tel  que 
S  ,  à  se  trouver  sur  une  droite  donnée  s,  parallèle  aux  droites  u,  d'assi- 
gner à  «n+n  T"<^  l'^'**  ÌVHCO  après  h^,,  une  j)osition  telle  que  le  rapport 
des  distances  de  u^,  et  de  1(^,^1  à  la  droite  s  soit  égal  à  r^,.  On  pourra 
donc,  en  satisfaisant  à  cette  condition  pour  toutes  les  droites  «,  assujettir 
les  centres  de  tous  les  faisceaux  projetants  à  s'aligner  sur  la  droite  s  {^]. 

IX.  —  Résolution  des  équations  du  second  degré.  Méthode  de  Chasles. 
161.  Soient  (yf^-.  fio)  OX,  OY  deux  droites  fixes,  coupées  en  X  et  en  7 

Fig.   no. 


par  le  rayon  mobile  SY  d'un  faisceau  S.  Si  l'on  désigne  par  a,  h,  d  les  sinus 
constants  des  angles  SOX,  XOY,  SOY,  par  r,  /w,  n  les  segments  con- 
stants OS,  OM,  ON,  par  .r,  j  les  segments  variables  MX,  NY,  on  expri- 
mera que  la  surface  du  triangle  SOY  est  égale  à  la  somme  des  surfaces  des 
triangles  SOX,  XOY,  au  moyen  de  la  relation 

ac[m  +  .r)  +  h[m  +  .r)  [n  +  j)  —  C(i[n  +  j)  =  o, 

soit,  après  réduction, 

(i)  «jrj  H- |3j:  +  y  r  M- fj  =  o. 


(')  La  méthode  s'applique  évidemment  à  des  éqtialions  moins  simplifiées  et,  no- 
tamment, au  système  de  n  équations  contenant  chacune  les  n  inconnues,  système  que 
M.  FoviuET  a  considéré  dans  sa  Communication  précitée  au  Congrès  de  Nantes.  Nous 
avons  choisi  le  système  des  équations  («),  parce  qu'on  y  est  conduit  dans  la  solu- 
tion d'un  important  problème  de  Statique  appliquée.  Voir  Fourf.t,  Détermination 
graphique  des  moments  de  flexion  d'une  poutre  h  plusieurs  travées  solidaires,  dans 
les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  1876,  i"  sem.,  p.  /17.3.  —  SACin:ni,  Determinazione 
grafica  dei  momenti  inflettenti  su^li  appoggi  di  un  ponte  a  pili  trarate,  Torino,  1875. 
—  CoLLiGNON,  Cours  de  Méianiqne  itppli<iuce  aux  constructions.  Résistance  des  ma- 
tériaux, p.   .307.  , 
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X  et  Y  étant  (G.  40)  les  points  correspondants  de  deux  poncliul'.es  per- 
spectives, si  l'on  fait  coïncider  en  même  temps  les  lieux  de  ces  ponctuelles 
et  les  points  d'origine  M  et  N,  on  obtient  df^ux  ponctuelles  projectives  super- 
posées dont  les  couples  do  points  correspondants,  rapportés  à  l'origine 
commune  MN,  ne  cessent  jias  d'être  liés  par  l'équation  (i).  Ces  ponc- 
tuelles ont,  en  général,  deux  éh'ments  unis  (G.  43)  déterminés  par  la  con- 
dition X  z=  )■.  L'équation  (i)  devient  alors 

(?.)  (/..r-  +  (  p  +  y  )  .r  -L-  -J  =  o. 

On  obtient  donc  les  racines  d'une  équation  de  la  forme  (2)  en  construi- 
sant les  points  unis  des  ponctuelles  projectives  df'terminées  par  l'équa- 
tion (i)  et  en  mesurant  les  distances  de  ces  points  à  l'origine  (  '  ). 

1G2.   Soient  maintenant  les  deux  équations 

.ry  -+-1.T    -+-  ii.y    H-  V   =r  G, 
y.T  -h  ).,  j  H-  t/.,.r  -h  vi  r=z  G. 

Remplaçons,  dans  la  seconde,  .r  pai-  une  autre  variable  x^.  Nous  aiu'ons 
j.r-j  +  À,  )■  H-  p-i  x\  -j-  vi  =  G. 


(')  On  marque,  à  cet  effet,  sur  une  droite,  trois  points  X,,X2,  X3,  dont  les  dis- 
tances à  l'oi'i{jir:e  fixe  O  représentent  trois  valeurs  arbitrairement  attribuées  à  .r  dans 
l'équation  (1),  puis  trois  autres  points  Y,,  Y,.  Y3,  déterminés  parles  valeurs  corres- 
pondantes de  r,  déduites  de  la  même  équation.  On  décrit  ensuite  quatre  circonfé- 
rences sur  les  segments  XjY,,  X,  Y,,  X,  Y3,  X^  Y,,  pris  comme  diamètres.  Les  points 
d'intersection  des  deux  premières  et  les  points  d'intersection  des  deux  autres  ap- 
partiennent à  la  circonférence  décrite  sur  le  segment  des  points  unis.  Soient,  en 
efTet,  E,  F  ces  points.  La  forme  X,X,EF  est  projective  à  la  forme  Y,  Y^EF  et,  par 
suite  aussi,  à  la  forme  Y^  Y,  FE  (G.  50,  51).  En  égalant  les  rapports  anharmoniques 
auxquels  la  première  et  la  troisième  forme  donnent  lieu,  on  vérifie  (G.  196)  que  les 
points  E,  F  sont  en  involulion  avec  les  deux  couples  de  points  correspondants 
considérés.  On  vérifierait  la  même  condition  pour  les  deux  formes  obtenues  en  sub- 
stituant, dans  les  précédentes,  le  couple  X,  Y3  au  couple  X,  Y,.  De  là  les  construc- 
tions indiquées  dans  le  texte. 

Ces  constructions  se  réduisent  à  la  détermination  d'une  moyenne  proportionnelle 
entre  deux  segments  lorsque,  faisant  passer  les  points  X,  et^.,  à  l'infini,  on  prend 

OX, 


Si  l'on  représente  alors  OY,  par^;,,  OX.  par  x^_,   0X3=  '-^ —  par  u  et  OYj  par 

les  racines  cherchées  sont 

3 
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On  pont  supposer  cpic  les  trois  variables  x,  y,  Xy  représentent  les  dis- 
tances de  trois  points  X,  Y,  Xj,  mobiles  sur  une  droite,  à  une  origine  fixe 
prise  sur  cette  droite.  La  première  équation  exprime  alors  (ICI)  que  X 
et  Y  sont  les  points  correspondants  de  deux  ponctuelles  projectives  super- 
posées et  la  troisième  que  les  jioints  X,  et  Y  sont  liés  entre  eux  par  la 
même  condition.  Il  s'ensuit  (G.  4-1  )  que  les  ponctuelles  décrites  2>ar  les 
points  X  et  Xi  sont  aussi  projectives  entre  elles,  et,  comme  le  système  pro- 
posé ne  peut  être  satisfait  que  pour  .x  =  x^,  les  valeurs  cherchées  de  x  se- 
ront données  par  les  distances  des  deux  points  unis  XX,  à  l'origine  com- 
mune. 

Les  valeurs  de  y  s'ensuivront  naturellement. 

163.  La  même  méthode  peut  être  étendue  à  un  nombre  quelconque 
d'équations  de  la  forme  précédente 

xy  +  ).  X  -f-  ^.y    -f-  V    =  o^ 
yz  H-  )vi j  -h  |Xi  3  +  vj  =  o, 

Zt     H-  >,.2  r    +  |Jt.2  <     4-  V2  =:  G, 
> 

VX   +  >>,;('  -H  u.,^x  -\-  •<>„■=--  o. 

Si  l'on  considère  les  variables  x,  j,  "i  •  •  comme  représentant  des 
segments  portés  sur  une  même  droite,  à  partir  d'une  origine  commune, 
chacune  des  n  équations  détermine  deux  ponctuelles  projectives.  Toutes  ces 
ponctuelles  sont  ])rojectives  deux  à  deux;  en  particulier,  celles  qu'on  dé- 
terminera en  attribuant  à  x  une  suite  de  valeurs  arbitraires  dans  la  pre- 
mière équation  et  en  déduisant  la  suite  des  valeurs  cori-espondantes  de  x 
dans  la  dernière,  donneront,  par  leurs  points  unis,  les  valeurs  de  x  satis- 
faisant au  système  pro[)Osé. 

En  combinant  les  équations  de  ce  système  par  voie  d'addition,  on  pour- 
rait les  remplacer,  en  tout  ou  en  partie,  par  d'autres  équations  équivalentes, 
dans  chacune  desquelles  figurerait  un  nombre  quelconque  des  n  variables. 
La  UK'thode  s'appliquerait  encore  à  ces  nouvelles  équations  et,  en  général, 
à  tout  système  susceptible  dêtre  ramené  à  la  forme  proposée,  [)ar  voie 
d'addition  et  de  multiplication  par  des  coefiicients  numériques. 

X.  —  Résolution  des  équations  du  second  degré.  Solutions  géométriques 

diverses. 

lOV.  L'écpiation  (2)  du  n"  101  est  ramenée  à  la  forme  .r-  -v-  px  -\-  q=io 
quand  ou  divise  tous  ses_teiiues  par  a.  On  peut  construire  un  segment  de 
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droite  a,  équivalent  à  /?,  et  un  carré  i-,  équivalent  à  7.  L'équation  prend 
alors  l'une  des  quatre  formes  suivantes,  qui  ne  diffèrent  que  par  les 
signes  (')  : 

t"*-  -\-  a X  -T-  h-  =z  o ,     X-  —  ax  -\-  b-  =z  o, 
x"^  -\-  a.r  —  ^-  =  o ,      .r-  —  ■  r?  r  —  b-=z  o. 

Les  deux  équations  de  gauche  ayant,  au  signe  juès.  mêmes  racines  que 
celles  de   droite,    il   suffit  de  considérer  celles-ci,  qu'on  peut  d'ailleuja 

x[a  —  x)  = /»-,      .r(.r  —  a)^=b-. 

Le  problème  revient  donc  à  construire  un  rectangle  qui  soit  équivalent  à 
un  carré  b-  et  dont  la  somme  ou  la  différence  des  côtés  soit  égale  à  un  seg- 
ment donné  a. 

Le  même  procédé  peut  être  appliqué  à  l'équation  bicarrée,  dont  il  n'y 


loHAMMED  r.EN  McsA  donne  dans  son  Ali^èhre  des  exemples  numériques  des  trois 

lerniers  cas.  mais  il  ne  considère  que  les  racines  positives  :  il  ne  parle  pas  du  pre 

iier  cas,  qui  ne  donne  que  des  racines  ncgati>;es.  Dans  le  troisième  cas.  pour  lequ 

les  racines  sont  positives,  étant  donné   qu'elles  soient  réelles,    Mohammed    dit    que, 

après  avoir  calculé  ces  deux  racines,    on  essaye  d'abord    celle   qui    est    fournie  par 

l'addition  de  deux  termes  positifs.  Si  elle  ne  convient  pas,  la  seconde,  dont  le  second 

terme  est    précédé   du  signe   — ,   conviendra   certainement.    Les  Indiens,    dont    les 

méthodes  ont  été  adoptées  par  les  Arabes   (Casiri,   Bibliotheca  arabico-hispana,  t.  1, 

p.  426-428,  et  t.  II,  p.  332),  admettaient  aussi  les  deuiraçines  quand  elles  convenaient 

toutes  deux,  et  en  rejetaient  une  comme  absurde^ daus  d'autxe&_jais i  souvent  même 

ils  omettaient  les  racin£s^négatives  s^ns  y  Jaijie  Jji  jDOQiadre  allusion   {Algebra  with 

arithmetic  and  mensuration  from  the  sanscrit  of  Brahmegupta  and  Bltascara,  translated 

by  H.  T.  CoLEBROORE.  London,  1817,  p.  5,  4i,  5o,  64,  'ig).  Lvc.v  di  Borgo   considih^ 

trois  cas,  comme  IVlonAMMEP.  11  donne  la  solution  de  chacun  et  la  justifie  par  des  coni- 

sidérations  géométriques.  Quand  les  deux  racines  sont  positives,  il  reconnaît  qu'elles 

peuvent   convenir  l'une  et   l'autre  dans  certains  cas,  mais  que  d'autres  cas  n'en  ad- 

^--nrettent  qu'une  seule.   Ces  rapports  manifestes   entre  les  travaux  de  Moiiaîimed,   dAs 

/    Indiens  et  de  Luca  di  Borgo  montrent  bien  l'orijjine   de   notre  Algèbre  et  l'influcn 

\     directe  des  Ouvrages  arabes  sur  le  caractère  et  les  progrès  des  Mathématiques, 

VRenaissance. 

.  Dans  une  lettre  à  Franchino  Trivclzio  [Diversaruni  specidaiionum  mathemnticarum 
et phjsicarum  Liber.  Taurini,  MDLXXXV,  p.  368),  J.-B.  Benedetti  donne  la  constrwcT- 
r^ion  de  la  racine  positive  de  l'équation  x--i-_ax  —  b-.  Cette  équation  exprime,  en 
«ffet,  immédiatement  la  question  qu'il  résout,  savoir  :  Étant  données  deux  droites  a,  b, 
<?«  demande  d'en  trouver  une  troisième  x,  telle  que  l'on  ait  (x  +  a)a:=i-.  {Voir 
'  Antomo  Favaro,  Notizie  storico-critiche  sulla  costruzione  delle  equazioni.  Modena, 
1I878;  Chasi.es,  Aperçu  historique,  etc.,  2°  édit.,  Paris,  1876,  p.  44';  490>  54°;  ^/ 
Ijçstor,  Digression  historique  sur  les  quantités  négatives,  etc.,  dans  les  Nouv.  Ann.  de 
Mathém.,  2=  série,  t.  XIX.  Paris,  i8Sn,  p.  562.) 
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a  lieu  de  considéicr  que  les  trois_Ly4?es  tiansfoimés 

./:'  -+-  nh.r-  —  c"- (P  =z  o, 
.r' —  ah.i--\-  r-<-/-=  o, 
a'  —  nh.i- —  c'Ul'-  =r.  o, 
car  la  quatrième  forme 
\  .i'*  -\-  ah.r-  -+-  c-d-  =  o 

ne  donne  que  des  raeines^imaginaires. 

Si  l'on  pose  .7-z=cz,  ces  trois  e'quations  deviennent 

z-  -\ Z  —  (P=  o, 

c 

ah 

z'- z-hd^=o, 

r 

z" —  ^r  =  o, 

c 

On  détermine  les  racines  3  de  ces  équations  par  la  construction  précédeni- 
nient  indiquée,  j)uis  on  trouve  .r  par  une  moyenne  proportionclle  entre  c 
etc. 

1G5.   Considérons  encore  l'équation 
(  I  )  a.r-  —  B.r  4-  Y  :=  o, 

qu'on  peut  écrire,  en  posant 

sin  1' 
,7;  z=  taui^  )  :=  — '—  Ì 
cosj 

a.  tang.)   + ?  =  o, 

tangj- 

ou 

asin-j  -f-  '/cos-j-  -f-  j3  sin)-  cosj  =r  o. 

IMnltipliant  tous  les  termes  par  •?.  et  i-emarqiiant  que 

2  sin'- 7  =  I  —  ces  2j',     2  cos-  )  =  I  -4-  cos?.  ) ,      9.  sin  )"  cosj  =  sin  2  f, 

on  a 

(2)  p  sin  2)-  +  (7.  —  7)  COS2J=:  a  -!•■  7. 

Prenons  deux  inconnues  auxiliaires,  ni  et  //,  telles  que 

m  n 

sm  2  j  =  —  1      cos  ■>.)'  = :  ' 
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Ces  valeurs,  substitiie'es  dans  l'ociiiation  [i],  donnent 


■li: 


(3)  pm  +('/.-  7)  «  =  (a  H-  7)  v'p"^+  (a  -yf; 

d'où  l'on  déduit  la  construction  suivante  : 

Fig.  III. 


ABC  {^g-  1 1 1)  étant  un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  CB,  CA  sont  res- 
pectivement égaux  à  p  età  (a  —  7),  et  dont  l'hypoténuse  est  par  suite  égale 
à  y/p'-f  (a  —  7)-,  on  trace,  du  sommet  C  comme  centre,  avec  (a +  7) 
pour  rayon,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  en  deux  points,  D,  E,  la  circon- 
érence  circonscrite  au  triangle  ABC.  Le  quadrilatère  inscrit,  déterminé  par 
l'un  quelconque  D  de  ces  deux  points  et  par  les  sommets  de  ABC,  donne, 
en  vertu  d'une  propriété  bien  connue, 


p.AD  +  (a  — 7).BD=  (a4-7)v'f5'-+-  («— V)'- 

Par  suite,  AD  et  BD,  AE  et  BR,  sont  deux  systèmes  de  valeurs  de  m  et 
de  n  qui  satisfont  à  l'équation  (3)  et  qui  déterminent  les  valeurs  de  l'angle 
2j  satisfaisant  à  l'équation  (2).  Ces  dernières  sont  d'ailleurs  fournies  di- 
rectement par  la  figure,  car  on  a,  par  exemple,  dans  le  triangle  rectangle 
ABD, 

ìli     ou     sin  If  \^'p'- -h  [a  —  y  )- =^  sin  ABD  \/' p- -h  {a.  -  y  f  , 
d'où 

iy  =  ABD. 

Quant  à  la  valeur  de  jt,  correspondant  à  cette  valeur  dej,on  l'obtiendra 
en  élevant  sur  BD,  à  l'unité  de  distance  du  point  B,  la  perpendiculaire  FG 
qui  rencontre  en  G  la  bissectrice  de  l'angle  ABD.  On  voit  immédiatement 
([ue  FG  =  tang  )  =  j:. 
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1CG.  On  aurait  pu  varier  la  construction  en  prenant  le  sommet  A  comme 
centre  d'une  circonférence  de  rayon  a  -+-  7,  qui  aurait  coupé  aux  points 
II  et  K  la  circonférence  circonscrite  à  ABC.  Menons,  en  effet,  BPI  qui  est  la 
tangente  à  l'extrémité  du  rayon  AH,  et  abaissons  CL  perpendiculaire  sur 
ce  raA'on;  on  a  immédiatement 


LH  -I-  AL  =  a  -f-  7  =  fi  sin  CA1£  H-  (  a  —  7  )  cosCAll  : 


donc 


CAH  =  2j. 
107.   On  peut  endn  poser,  dans  (2), 


cos^ 
sin^ 


L'équation  devient  alors 


d'où 


\         a  -1-  7    . 

sni  iy  cos  ^  +  cos  ij  sni  'f  z=  sni  (  2_y  +  i>  J  = sin  ip, 

a        Y 


sin ( 27  +  <p )  —  siny cos ( J  +  çp )  sinj tangr        7 

~^~'  ^         ''       ~  sin(j  +  y)cosj  "~  tang(j  +  <j.)  ~  a 


sni  (  2  j  H-  (p  J  H-  sin  ^ 
Conséquemment,   on  porte    sur  une  droite   MQ    [fg.  112)    MN  =  7, 

l'iff.     112. 


JNIP  =  a,  TsQ  =  p,  et  sur  l.i  peipendicLdairc  à  iMQ,  an  point  Q,  QR  =  a  —  7. 
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•2,., 


Olia 


QiSR 


Le  segment  capable  de  cet  angle,  décrit  sur  ISP,  coupe  généralement  la  per- 
pendiculaire élevée  au  point  M  sur  MQ,  en  deux  points,  S,  T,  sommets  des 
angles  NSM,  XfM,  qui  sont  les  deux  valeurs  de  y. 

1G8.   Construisons  [fi'^-  1 13),  sur  les  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  ABC, 

Fig.  II 3. 


V 

et  à  l'extérieur,  trois  triangles  équilatéraux  dont  Aj,  B,,  Cj  sont  les  troi- 
sièmes sommets.  Il  est  aisé  de  véritier  que  les  droites  égales  AA,,  BB,,  CC, 
concourent  en  un  point  0,  d'où  les  trois  côtés  du  triangle  donné  sont  vus 
sous  des  angles  de  120°. 

Désignons  respectivement  par  œ,  j,  z  les  distances  du  point  O  aux 
sommets  A,  B,  C.  On  a,  d'après  une  propriété  connue,  et  en  rcniarcpianl 
que -2  cos  120°=; — i,  , 

.r--r-j--+-  xyz=  c■^ 

(  3-  +  X-  -4-  z.r  =  è-. 

Les  segments  OA,  OB,  OC  donnent  donc  les  valeurs  de  x,  y,  z  qui  sa- 
tisfont au  système  des  trois  équations  (1).  Ces  valeurs,  changées  de  signes, 
satisfont  au  même  système. 

Les  triangles  équilatéraux  tels  que  A,BC,  construits  sur  les  côtés  de  ABC 
dans  des  positions  symétriques  de  celles  que  nous  venons  de  considérer,  don- 
neraient, en  vertu  des  mêmes  propriétés,  deux  autres  solutions  du  système  (  i  \ 
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Fig.    ii4. 


1G9.  L'éliiiiiiialion  de  j  cntie  deux  c'ciiialions  du  second  degré  en  x  etj 
conduit  à  une  équation  finale  du  quatrième  degré  en  ,r,  dont  les  racines 
ne  peuvent  pas,  en  général,  être  obtenues  par  la  règle  et  le  compas.  Cer- 
tains cas  j)articulicrs  font  cependant  exception. 

Soit  proposé,  par  exemple  [Jig.  ii4)>  de 
mener  par  un  pointP  une  normaleàla  parabole 

(0  y^-=ipx. 

Les  coordonnées  du  point  Q,  commun  à  la 
normale  et  à  la  courbe,  étant  x  et  j,  celles 
du  point  P  étant  x^  et  ji,  on  a 

J 


P 


ou 

(2Ì 


Multipliant  par  /  et  remplaçant/^  par  ipx,  on  a 


x'=  (.r, —  />>]. r  +  '—J, 


relation  qui,  additionnée  avec  (i),  donne  le  cercle 


■  H-  _>■-  =  (  X]  +  /J  )  .r  + 


II 


y. 


dont  l'intersection  avec  la  parabole  détermine  le  point  Q. 


XI.  —  Résolution  de  1  équation  du  troisième  et  du . quatrième  degré 
à  une  inconnue. 

170.   L'élimination  de  j  entre  l'équation  de  la  parabole  j  r=  .r-   et  celle 
du  cercle 

conduit,  en  posant 

2a  =—7,       I  —  2[i=/>>,       2f,-—  //-— (i  — /><)-r=4/, 
à  l'équation  biquadrati(iue 


x''  -\-  px--{-  qx  -{-  / 


O, 


dont  les  racines  réelles  sont  données  par  les  abscisses  des  points  d'inleisec 
tiou  (le  l;i  jìirabole  et  du  cercle. 
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Pour  avoii'  les  racines  de  rtMjiiation  nihiqne 

(2)  ./••'  -I-  p.i    -+-  ij  ^rz  (), 

il  suffit  J  annuler   /•  dans    1   ,  ce  qui  revient  à  introduire  <lans  !  21  une  ra- 
cine égale  à  zéro,  et  de  faire  passer  le  cercle  par  le  sommet  de  la  parabole. 

La  même  parabole  peut  servir  à  résoudre  toutes  les  éijuations  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré;  il  suffît  donc  de  décrire,  dans  chaque  cas 
|)articnlier,  le  cercle  qui  correspond  à  ce  cas. 

Par  exemple,  pour/;  =  —  2,  q  = — 5,  on  décrit  le  cercle  passant  par 
l'origine  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  y.  =  |,  S  =:  |^  et,  la  racine 
étrangère  .r  ^  o  étant  écartée,  on  obtient  la  seule  racine  réelle  de  l'équa- 
tion, .r  =  2, OC),  en  mesurant  à  l'échelle  de  la  figure  l'abscisse  du  second 
point  d'intersection  de  la  parabole  et  du  cercle. 

Pour  p  = —  ;"),  Y  =r  I  et,  par  suite,  v.  := —  ^,    ^  =:  3,   on  a  tiois  inter-  . 
sections  utiles,  correspondant  a  trois  racines  réelles  de  l'équation  (']. 

XII.  —  Construction  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 
Méthode  de  Chasles  i  -  ). 

171.  La  construction  de  l'équation  ilu  troisième  degré,  proposée  par 
Chasles,  repose  sur  quelques  propriétés  dont  nous  allons  d'abord  rappeler 
les  énoncés  : 

(«)  Lorsque  quatre  roupies  de  points  en  ligne  droite,  M  et  N,  W  et 
N',   .  .  .,  sont  en  invnlution^  les  conjugués  liannoniqucs  d'un  point  A  de  la 

/X'j  Quand  on   lait  />  =  —  f,  y  z=  —  |  coso  a,  les  racinos  de  requaliiin  cubi(|iie  sonlK 

Jcoss,  CCS (5  -r-|:r},  cos(ç  —  |  tt,-  On  peut  ainsi  opérer  la  trisection  de  l'angle  an  moyen    5 

|fil'nne  parabole  fixe.  (Voir  à  ce  sujet  K.  Hoppe,  Construction  der  reellen  Jf'iirzeln  einrr  1 

^^tëTchung'vierten  oder  dritten  Grades  mittelst  einer  festen   Parabel,  dans  les   ArcJiiv,' 

der  Mathematik  uitd  Plnsd,  Leipzif;,   ^<S7:^,  p.   r  10-112.  Pour  la  résolution  des  éqiia-' 

lions  numériques  du  troisième  degré  par  la  construction  des  normales  à  la  parabole, 

voii'  Geroonxe,  Annales   de  Matliéniaciqiies  pures  et  appliquées,    t.   IX,    Ninies,    1818 

el  1S19. 

(-)  Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XI.I,  i8j.j, 
p.  677-685. 

Descartes,  Sluze,  >'e\vton,   Hvlley,   Lhopital,   etc.,  oui  api)li(;ué   les  constructions 
géométriques  à  la  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré;  mais 
leurs  méthodes  reposent  sur   des  combinaisons   algébriques   d'équations  et  tiennent 
plus  encore  de  l'Analyse  que  de  la  pure  Géométrie.  La  solution  de  Chasles,  affranclihe^ 
des  procédés  de  calcul,  est,  au  contraire,  du  domaine  exclusif  de  la  (jéométrie  ra-3 
tioniielle. 

On  a  vu  que  les  Arabes  savaient  construire  les  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré;  leur  méthode,  toutefois,  ne  dilfère^ias  au  fond  de  celle  de  Descartes.  Les  pro- 

16 
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ilroite,  telalifs  h  ces  qualre  couples  de  points,  ont  leur  rapport  nrthar- 
nionhjue  constant,  quel  (jue  soit  le  point  A  Traité  des  sections  coniques, 
n"136). 

[b]   Les  quatre  couples  de  droites  rpii  joii^^nent  un  point  fi.ce  d'une  co- 
nique au.c  ertrcmilés  des  quatre  serments   1\IX,   Rl'JN'^    ....    intercej/tent 
dans   la    courbe   quatre   cordes  concourante?,    dont    le   rapport   aniiormo 
nique  est  ('g(d  h  celui  des  quatre  segments   (  Trente  des  sections  coniques, 
iiM38). 

'c'   .SV,  dans  ['é(jnatlon  du  triiisiènie  degré 

./;- (  c/ ;  +  b  ] -\-  .1:  [a' z  -^  b'  )  +    a" z  -f-  //' )  ==  o, 

les  riariablcs  représentent  des  segments  mesurés  sur  une  droite,  à  partir 
{l'un  point  fixe  pris  pour  origine,  de  manière  que  chaque  valeur  de  z  dé- 
termine un  point  P  et  les  deux  valeurs  correspondantes  de  x  dea  c  points 
]M,  K,  les  segments  MN  sont  en  involution  et  quatre  quelconques  d'entre 
eux  ont  même  rapport  anliarmonique  que  les  (piatrc  points  qui  leur  cotres- 
pondent. 

Proposons  nous   mainteniint  de  construiie    les   l'acines  de  l'équation  du 
troisième  degré 

(1)  A.r'-^  B.r-+C.r  +  D=0, 
et  considtTons  d'aboid  l'équation  à  deux  variables 

(2)  'Ar.  +  B)./-+ C:  H-  D  =  <), 

qui  devient  la  proposée  quand  on  fait  z  =z  x.  Une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  conjuguées  de  x  et  de  ;   satisfont   à   l'équation   (si)   et  trois 


priétés  des  coiiicjues,  dont  ils  faisaient  usage,  n'étaient,  en  elTet,  que  des  cas  parti- 
culiers de  la  proposition  relative  au  rapport  constant  du  rectangle  dos  ordonnées  à 
w\\\\  des  abscisses,  proposition  qiii  conduit  à  l'équation  des  courbes  en  Géométrie 
analytique.  Les  recherclies  des  Arabes  marquent  un  i)ro5;rès  important  en  Géoniétrieet 
en  Algèbre,  et  constituent  un  acheminement  vois  l'alliance  plus  intime  de  ces  deux 
sciences.  Ce  point  de  l'hisloiie  malliémati(]ue  des  Arabes,  déjà  mis  en  lumière  par 
l'Algèbre  de  Mohammed  ben  Musa,  a  été  définitivement  établi  par  L.-Am.  Sédillot, 
<lans  l'analyse  d'un  fragment  d'Algèbre  (  manuscrit  aiabo,  n°  1104,  de  la  Hibliotli. 
nat.),  qui  contient  la  résolution  géométrique  de  l'étination  du  troisième  degré.  (Voir 
Notices  et  Extraits  des  Manuscrits,  etc.,  t.  XUl).  Woepcke  a  trouvé  depuis,  dans  un 
manuscrit  de  la  bibliothèque  de  Leyde,  un  exemplaire  plus  complet  du  même  Traité. 
Il  en  a  publié  le  texte  et  la  traduction  avec  d'autres  extraits  de  manuscrits  inédits 
sous  ce  litre  :  L'Algèbre  d'Ornar  Alkhayyami,  etc.,  Paris,  i8ji.  Voir  Chasles,  Aperçu 
histori<iue,  etc.,  1"  édit.,  Paris,  iS^."),  p.  /^(j.3,  et  Rapport  sur  les  progrès  de  la  Geome- 
trie, Paris,  1870,  p.  226. 
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d'entre  ces  systèmes  donnent  les  racines  de  l'c'qiiation  (i):  ce  sont  ceux 
dans  chacun  desquels  les  deux  variables  sont  égales.  Pour  déterminer 
ces  trois  systèmes  particidicrs,  il  suffit  d'en  connaître  trois  autres  quel- 
conques. 

Soient,  en  effet,  P,,  P^,  P3  trois  points  situés  sur  une  droite  OX,  aux 
distances  OP,=.c,,  OPi^:;,,  OP3  =:  :;3  d'une  origine  fixe  O,  et  soient 
M|ÎV,,  î\l2N2>  M3N3  trois  segments  correspondants  tels  que,  i)ar  exemple, 
les  distances  OISI,  et  ONi  sont  les  deux  valeurs  .r,  de  j-,  égales  et  de  signes 
contraires,  conjuguées  à  la  Valeur  z,  de  z.  Les  rayons  A.M,,  AN,,  qui 
joignent  un  point  A  d'une  conique  quelconque  C  aux  extrémités  du  seg- 
ment IMiISi,  interceptent  sur  la  conique  une  corde  K,F|  qui  est  coupée  au 
point  Gi  par  le  rayon  AP].  Les  systèmes  de  j)oinls  Pj,  1\I,,  IV^  elPg,  IM^jN^ 
déterminent  pareillement  deux  autres  cordes  E_>P%,  E3F3,  et,  sur  ces  cor- 
des, deux  autres  points,  G^,  G3.  Les  trois  segments  AIN  étant  en  involu- 
tion  (c\  les  trois  cordes  EF  concourent  en  un  même  point  H  (/v)  et  les 
cinq  points  A,  II,  G,,  Go,  G3  déterminent  une  conique  K.  Tout  autre 
point  G;,  construit,  comme  les  précédents,  au  moyen  d'un  (piatrième  sys- 
tème de  valeurs  de  x  et  de  -,  appartient  à  cette  conique,  car  les  j)oints 
P  correspondent  anharmoniquenient  aux  segments  MN  (c)  et,  par  suite, 
aux  cordes  EF  (A).  Les  coniques  G  et  K  ont  trois  [)oints  communs,  autres 
«jue  A,  et  chacun  de  ces  trois  points  est  un  point  G  qui  coïncide  avec 
l'une  des  extrémités  de  la  corde  EF  correspondante.  Conséquemment, 
le  rayon  AG  détermine  sur  OX  un  point  P  (|ui  coïncide  avec  l'une 
des  extiémités  du  segment  correspondant  MAj  en  sorte  que,  pour  le 
point  considéré,  commun  aux  deux  coniques,  les  variables  x  et  z  sont 
égales  entre  elles  et  égales  au  segment  OP,  qui  est  une  racine  de  l'équa- 
tion. Ainsi,  les  rayons  du  faisceau  A  qui  passent  par  les  trois  autres 
points  des  deux  coniques  déterminent  les  trois  racines  de  l'équation  pro- 
posée (  '  1 . 

172.  La  construction  des  racines  de  l'équation  du  (juatrième  degré  re- 
pose sur  une  autre  propriété  dont  voici  l'énoncé  : 

(f/)  Si,  dans  l'équation  du  quatrième  degré  à  deux  iiariciblcs 

x-[az^  -^  bz  H-  c)  +  x[a'z--^  h'  z  +  c' ]  4-  («":;-+  b" z -^  c")  —  o, 


(')  Cardan  {Jrs  magna)  donne  de  nombreux  exemples  d'application  des  règles  de 
la  Géométrie  à  la  théorie  des  équations,  et  notamment  à  la  construction  de  l'équa- 
tion du  troisième  degré.  Son  Traité  De  Aliza  régula,  Chap.  XII  {De  modo  demom- 
trandi  geometrice  œstimationem  cubi),  contient  une  construction  de  l'équation 
a:'-f- </ =  «j:' au  moyen  de  la  parabole  et  dé  l'hyperbole.  (Fa varo,  Notizie  storico- 
critiche,  etc.,  p.  i'i7  et  suiv.).  Voir  aussi,  pour  les  recherches  des  Arabes  sur  Ja 
construction  des  équations  du  troisième  defyé,.FAVARO,  loc.  cit.,  p.  70  et  suiv. 
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le  déterminant  des  neuf  coefficients  est  nul,  ce  qu  'on  e.rprinie  par  la  relation 

af/c"—  b"c')  ^\-  a'[h"c-\-  le")  +  a"  [bc  -'t-  l>'c]^o, 

les  racines  conjuguées  de  l'équation  sont  doubles,  c'est-à-dire  que  les  deux 
valeurs  de  x  qui  correspondent  à  une  valeur  donnée  de  z  correspondent 
aussi  simultanément  it  une  autre  valeur  de  z.  Et,  si  ces  couples  de  racines 
conjuguées  représentent  respectivement  des  segments  MN  et  PQ  sur  une 
même  droite  :  i°  l<'s  segments  MN  sont  en  involulion ;  '2"  les  segments  PQ 
sont  en  inviAutioii ;  3"  les  segments  MN  coi respondent  anharmoniquement 
aux  segments  I*Q. 

Soit  à  coiislriiiic  les  racines  île  l'équation 

.r'  +  k.i-"'  +  B.r-  -t-  C./'  -{-  D  =  G, 

et  considcions  l'équation  à  deux  variables 

(./■-  +  A.r)  :.2  -H  V,x-  -t-  C,r  -1-  D  --  o, 

qui  devient  la  proposée  quand  on  fait  r  =:  x. 

Si  l'on  attribue  à  ./•  une  valeur  ./',  on  aura  poui-  z  deux  valeurs,  :',  0", 
égales  et  de  signes  contraires,  et  à  ces  deux  valeurs  correspondra  une  même 
seconde  valeur  x"  de  r.  On  a  ainsi  un  système  de  deux  couples  de  racines 
conjuguées.  On  peut  former  une  infinité  de  tels  systèmes  et  trois  suffisent 
pour  déterminer  tous  les  autres. 

On  porte  sur  une  droite  OX,  à  partir  d'un  point  fixe  O,  les  diverses  va- 
leuis  des  variables  x  et  z.  Les  valeurs  x' ,  x"  déterminent  deux  points 
Ml,  Ni,  extrémités  d'un  segment  MiNi,  et  les  valeurs  correspondantes  ::;', 
:•",  deux  points  Pi,  Qi,  extrémités  d'un  segment  PiQj.  Pour  un  autre  sys- 
tème de  deux  couples  de  racines  conjuguées  de  l'équation,  on  a  deux  autres 
segments  correspondants  MjN,,  P2Q2-  Trois  couples  de  segments  suffisent 
pour  déterminer  tous  les  auties  (c/)  et  par  conséquent  tous  les  couples  de 
racines  conjuguées  x\  .r"  et  ;',  z" .  Us  suffisent,  notamment,  pour  déter- 
miner, au  moyen  d'une  construction  géométriipie,  les  quatre  couples  dans 
chacun  desquels  les  deux  segments  ont  une  extrémité  commune,  auquel  cas 
les  deux  vaiiables  x  et  z  sont  égales  et  constituent  les  racines  de  l'équation 
proposée. 

Par  un  point  fixe  A,  piis  sui-  une  conique  quelconque  C,  on  mène  des 
droites  aux  quatre  points  Mi,  Ni,  P,,  Qj.  Les  deux  premières  interceptent 
sur  la  coni(pie  une  corde  Rj  Di  et  les  deux  auties  une  corde  Ei  F,.  Un  se- 
cond coiq)lc  de  segments,  M^Nj,  P2Q2,  donnera  pareillement  deux  cordes 
B^D^,  E^F'o» 't  "11  troisième  couple,  M3N:,,  P3Q3,  deux  nouvelles  cordes 
B;jD:j,  l'-a''j-  Les  trois  segments  MN  étant  en  involutlon  (<^/),  les  trois  cordes 
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BD  j);issent  par  un  même  point  H  [b)  e!,  pour  la  même  raison,  les  trois 
cordes  EF  passent  par  un  même  point  L.  D'autre  part,  les  trois  premières 
rencontrent  respectivement  les  trois  autres  en  trois  points  d,  Gj,  G3,  qui, 
avec  les  |)oints  H  et  L,  déterminent  une  deuxième  conique  K.  Les  coniques 
C  et  K  ont  quatre  points  communs  et  les  droites  menées  du  point  A  à  ces 
points  déterminent  sur  la  droite  OX  quatre  serments  (pi:  sont  les  racines 
de  l'équation  proposée. 

173.  Supposons  que,  dans  l'équation  du  quatrième  dei,M-é,  le  terme  D 
soit  nul,  et  appliquons  la  constiuction  qui  précède  à  l'i'quation 

.r'  H-  \x^  -h  Dr-  +  C.f  :=-!  o, 

en  ayant  recours  à  l'équation  à  deux  variables 

{.r^  -{-  A.r)  z- -h  B.i-  -¥-  C.v  =^  o. 

Les  trois  segments  MN  ont  alors  leur  commune  origine  au  point  0  et  les 
trois  coides  BD  se  coupent  en  un  point  de  la  conique  C.  La  conique  K 
passe  par  ce  point,  auquel  correspf)nd,  sur  l'axe  OX,  une  racine  nulle.  Les 
trois  autres  jioints  d'intersection  des  deux  coniques  donnent  les  trois  racines 
de  l'équation  tlu  troisième  degré.  On  a  ainsi,  pour  cette  dernière  équation, 
une  construction  qui  diffère  de  la  méthode  directe  précédemment  exposée. 

On  peut  d'ailleurs,  dans  les  divers  cas  considérés,  se  servir,  pour  déter- 
miner les  racines,  non  plus  des  points  d'intersection  des  deux  coniques, 
mais  des  tangentes  communes  à  ces  deux  courbes,  ce  qui  donne  une  se- 
conde solution  géométiique  de  chaque  question  (  '  ). 


(')  Pour  les  travaux  des  Arabes  sur  la  construction  des  équations  du  quatrième 
degré,  voir  F.  Woepcke,  L'Algèbre  d'Omar  Alkhajyârni,  publiée,  traduite  et  accom- 
pagnée d'extraits  de  manuscrits  inédits,  Paris,  MDCCCLI,  p.  Ii4-ii6;  —  AVoepcke,  Sur 
la  construction  de  l'équation  du  quatrième  degré  par  les  géomètres  arabes,  dans  le 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  2"  série,  t.  Vili,  iSlj3,  p.  57-70;  — 
Favaro,  loc.  cit.,  p.  86. 

Alriiawami  rapporte,  dans  son  Algèbi-e,  qu'ÂLHAZEN  aurait  construit  l'équation 
binôme  du  cinquième  degré.  Il  està  présumer  qu'ÂLHAZEN  est  arrivé  à  ce  résultat,  soit 
au  moyen  des  courbes  supérieures  que  les  Arabes  connaissaient  par  les  travaux  des 
Grecs,  soit  par  un  procédé  mécanique.  La  construction  d'ALiiAZEN  devait  probablement 
se  trouver  dans  son  Mémoire  sur  la  détermination  de  quatre  lignes  (moyennes  propor- 
tionnelles) entre  deux  lignes  données.  On  a,  en  effet,  x,  y,  z,  i  étant  les  moyennes 
proportionnelles  cherchées,   1  et  a  les  lignes  données 


a  ou 

Voir  Favaro,  loc.  cit.,  p.  iij. 
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XIII.  —  Résolution  des  équations  numériques  de  tous  les  degrés. 
Méthode  de  M.  Lalanne. 

17V.  L'f'quatinn  tlu  troisième  degré  ramenée,  pai"  l'c'vanoiiissement  du 
second  terme,  à  la  formo 

(l)  .r-^  +  px  -h  r/  ■=  o, 

qui  ne  renferme  que  deux  coefficients,  représente  une  surface,  quand  on 
considère  l'inconnue  .r  et  les  coefficients  p,  q  comme  des  coordonnées  va- 
riables. Cette  surface  est  un  conoide  dont  toutes  les  génératrices  rectilignes 
sont  parallèles  au  plan  des/?*/;  car,  pour  chacune  des  valeurs  successive- 
ment attribuées  à  x,  on  a  une  équation  linéaire  en  p  et  en  q.  La  construc- 
tion du  conoide  permettrait  de  trouver  immédiatement  les  valeurs  de  toutes 
les  racines  réelles  de  l'équation.  Il  suffirait,  en  effet,  d'élever  une  perpen- 
diculaire au  plan  des  pq  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  les  valeurs 
numéricjues  de  p  et  de  q  relatives  au  cas  particulier  que  Ton  considère.  Les 
segments  de  cette  perpendiculaire,  compris  entre  le  j)lan  des  pq  et  les 
différents  points  de  rencontre  avec  le  conoide,  leprésenteraient  les  valeurs 
des  racines  cherchées. 

Mais  la  nature  même  du  conoide  permet  de  substituer  à  ce  procédé  peu 
pratique  de  sim|)les  constructions  planes  linéaires.  Il  suffit  pour  cela  de 
tracer  sur  le  plan  des  j)q  les  projections  des  lignes  de  niveau  que  l'on 
obtiendi'ait  en  coupant  le  conoide  par  une  suite  de  plans  parallèles  à  ce 
même  plan;  ces  lignes  de  niveau  sont  évidemment  les  droites  représentées 
par  l'équalion  proposée,  cjuand  on  attribue  successivement  à  x  les  valeurs 
représentées  par  les  ordonnées  des  sections  planes.  Si  l'on  construit  celles 
de  ces  droites  qui  ont  respectivement  pour  équations 

<7  =  —  o ,  I  /?  —  0,001,      ry  =  o  ,  I  /;  +  o ,  GO  I , 

</  =1^  —  0,2/?—   G  ,  008,       q  :=z  O  ,7.  /)  -h  O  ,  008, 
ry  =  —  0,?ip  —  0,02-,      (y  =  o  ,3/J  H-  0,02"^, 


jusqu'à  .r  =  ±  I  ,3,  on  obtient  l'abaque  de  la^^.  1 15.  Cet  abaque  per- 
met de  résoudie,  avec  une  approximation  suffisante,  une  équation  quel- 
conque du  troisième  degré,  car  on  peut  toujours  faire  disparaître  le  second 
terme  d'une  équaliou  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  l'in- 
connue. 

Les  valcius  vaiiablcs/>  et  q  sont  rapportées,  dans  la  figure,  à  deux  a\cs 
rectangulaires^  qui  divisent  le  carré  total  en  quatre  carres  égaux.  Si  l'on 
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prend  pour  abscisse /^  =  0,8  et  pour  ordonnée  7  3=  —  0,9,  on  détermine, 
dans  le  carré  partiel  des  p  positifs  et  des  q  négatifs,  un  point  très  voisin 
de  la  ligne  de  niveau  qui  correspond  à  .r  =zo,'^.  Aucune  autre  oblique  de 


Fig.  Il 5. 
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la  figure  ne  passant  par  ce  point,  on  en  conclut  que  l'équation 

y-'  -r-0,8.r  —  0,9=:0 

n'admet  (pi'une  seule  racine  réelle  (jui  est  approximativement  0,7. 
Si  l'équation  proposée  est 

x^  —  o  ,845-.r  -L-  0,1 65  =  0, 

les  valeurs  numériques  —  o,845  et  +  o,  i6j  des  coefficients  déterminent, 
dans  le  carré  partiel  des  p  négatifs  et  dos  </  positifs,  un  point  par  lequel 
passenttrois  lignes  de  niveau  respectivement  cotées  +  0,8,  —  1,0,  -t-  0,2; 
et  il  est  aisé  de  vérifier  que  ces  trois  valeurs  de  x  satisfont  à  l'équation 
proposée  avec  des  approximations  qui  sont  généralement  suffisantes.  Lorsque 
le  point  pf]  ne  tombe  pas  sur  l'une  des  droites  cotée?  de  la  figuie,   on  es- 


■24s     c^i.cii.  uiui'iilyi  1;.  —  ai'1'i:m)u:i:  ni;  m  vdlctiîur  ai   chapitrk  vi. 
tiiiu-,  |)ai'  une  iiilcr|)(ilati()ii  à  vue,  la  cote  de  la  ilroite  non  tracée  qui  pas- 
serait par  ce  point. 

Les  droiies  détenninces  par  les  diverses  valeurs  attrilmées  au  paramètre 
.7:  dans  l'équation  (i)  forment  par  leurs  intersections  successives  un  poly- 
gone dont  les  eôiés  sont  d'autant  jilus  petits  que  les  valeurs  de  x  sont  plus 
rapproclit'es.  Ce  polygone  devient  une  courbe  loisipie,  le  paramètre  variant 
d'une  manière  continue,  la  droite  qui  en  est  fonction  se  meut  elle-même 
d'un  mouvement  continu  sur  le  plan  de  la  liyure.  Celte  courbe  est  lenve- 
loppe  de  la  droite  mobile.  On  obtient  son  équation  en  éliminant  a;  entre 
l'équation  pi'o])osée  et  sa  dérivée 

3 ./  -  H-  /v  =  o 
par  rapj)ort  à  r.  On  tiouve  ainsi  la  relation 

4/r'+  2.77^=:  o 

qui  est  ind('pendante  de  .t  et  qui  convient  par  conséquent  à  toutes  les  in- 
tersections déteimint'es  parce  paramètre.  La  courbe  enveloppe  représentée 
par  cette  lelation  est  une  parabole  cubique,  développée  de  la  parabole 

<r  -\-  -\l>  —  8  =:  <>. 

Suivant  que  le  point  de  la  ligure,  déterminé  par  un  système  de  valeurs 
]iarticulières  de  p  et  de  q,  est  situé  à  l'intérieur  de  l'entonnoir  formé  par 
les  branches  symétriques  de  l'enveloppe,  ou  sur  cette  courbe,  ou  dans  la 
i-égion  externe  du  plan,  ce  point  est  la  projection  de  trois  points  distincts 
du  conoide,  ou  de  trois  points,  dont  deux  réunis  en  un  seul,  ou  d'un  seul 
|)oint.  L'équation  possède  trois  racines  réelles  inégales  dans  le  premier  cas, 
trois  racines  réelles,  dont  deux  égales  dans  le  second  cas,  et  une  seule  ra- 
cine réelle  dans  le  troisième  cas. 

Ces  trois  cas  correspondent  d'ailleurs  respectivement  au.\  valeurs  néga- 
tives, nulles  et  positives  du  binôme  ^p^  -\-  277'.  On  voit  ainsi  que  la  con- 
sidération du  tableau  graj)hique  conduit  aux  résultats  qui  se  déduisent 
ordinairement  de  la  discussion  de  l'équation  du  troisième  degré. 

On  remarque,  par  exemple,  que  le  cas  4/-*' +  27  17"-=  o  comprend  le 
cas  plus  |)articulier  des  trois  racines  égales.  Ces  trois  racines  sont  nulles, 
puisque  leur  triple  produit  est  nul,  l'éipiation  n'ayant  pas  de  second  terme. 
Le  point  i<q  est  alors  le  point  de  rebroussement  de  l'enveloppe,  placé  à 
l'(U'iglne  des  coordonnées. 

175.  Considc'rons  maiulcnanl  une  «'(piation  algébricpie  du  /i""""  degré  à 
une  seule  inconnue 

.r"  H-  ^/.r«    1  -f-  /;x■''-2^-  .  .  .   -f-  n.v-  -f  p.v  H-  q  — -  o, 
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et  supposons  que  deux  quelconques  des  coelficients  numériques,  les  deux 
derniers  par  exemple,  soient  variables;  nous  pouvons  écrire  l'équaliou 
sous  la  fuinie 

7  =r  —  jc  j)  —     /-.r-  -h   .  .  .  -f-  h.r"^'-  -+-  a.T"-^  -+-  Jr"  "' . 

Cette  équation,  du  premier  dei;ré  en /^  et  7,  représente,  pour  chaque 
valeur  déteiminéc  du  paramètre  r,  une  dioite  qui  est  une  ligne  de  niveau 
du  conoide  représenté  par  léqualiou  à  trois  variables  en  .r,  p  et  g. 

Ou  pourra  donc,  comme  dans  le  cas  précédemment  exposé,  construire 
un  abacpie  de  dioites  cotées,  qui  fera  connaître  aj)proximati\ement  les  va- 
leurs de  j-  correspondant  à  cha(pie  point  /uj  du  plan,  et  par  conséquent 
les  valeurs  des  racines  de  l'c'quation  proposée.  Ici  encore  les  droites  cotées 
enveloppent  une  courbe  dont  on  obtiendra  l'tHjuation  et  que  l'on  pourra 
eonséqueniment  construire  par  points  en  éliminant  le  paramètre  variable  .r 
entie  l'équation  proposée  /' p,  q,  .t.]  et  la  dérivée  de  cette  équation  par 
rapport  à  x.  L'équation  de  la  courbe  enveloppe  résultant  de  cette  élimina- 

Fiff.   I  l'i. 


tion  est  du  même  degré  que  la  proposée.   Cette  courbe  sépare  toujours  les 
régions  de  la  figure  qui  correspondent  aux  divers  nombres  de  racines  réelles. 
Par  exemple,  les  droites  que  représente  l'équation 

q  =:  p.v  -^  o,  i5./- —  o,C)'j./' -i-  .1:^, 

quand  on  y  fait  varier  .r  de  dixième  en  dixième  d'unité,  depuis  —  1  jus- 
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qu'à  —  ì,  enveloppent  une  courbe  dont  les  caractères  principaux  sont 
accusés  })ar  la^^.  i  rG.  Dans  la  région  centrale  D1R.2D3D,,  les  cours  de 
droites  qui  s'entrecroisent  sont  toujours  au  nombre  de  cincj.  Ils  sont  au 
nombre  de  trois  dans  l'intérieur  du  triangle  curviligne  RjDoDt  et  dans  la 
région  à  gauche  du  contour  AR,D,A';  enfin  il  n'y  a  qu'un  cours  de 
droites  dans  la  n-gion  de  la  figure  située  à  droite  du  même  contour. 

Si,  dans  l'équation  considérée,  on  fait  /-»  =:  o,^34  et  ^=10,067,  '*^ 
point  pq  est  situé  dans  la  région  centrale  à  cinq  cours  de  droites,  et 
l'équation 

■■>:'•  —  o  ,  f)5.r''  +  o ,  I  5./"-  +  o ,  234  ■''  —  0  ,  067  =  o 

a  cinq  racines  réelles.  On  vérifie,  en  effet,  sur  l'abacfue  dressé  à  une  échelle 
suffisante,  que  par  le  point  considéré  passent  cinq  droites  dont  les  cotes 
respectives  0,4,  o,5,  o,G,  —  0,7  et  — 0,8  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion fi). 


(')  Pour  la  résolulion  mécanique  des  équations  d'un  degré  quelconque  au  moyen 
des  losanges  articulés  du  général  Peaicellier,  voir  le  Mémoire  déjà  cité  de  Rocs, 
dans  la  Rei'iie  lutiverselle  de  Cuyfer,  1877,  2"  sem  ,  p.  11-17.  I^orgnis  {Traité  complet 
de  Mccnitiqiie  appliquée  aux  arts,  etc.  Des  macliiiies  imitatii'es  et  des  machines  théâ- 
trales, Paris,  1820,  p.  226-229)  décrit  un  appareil  imaginé  par  Cl.mr.vut  pour  tracer 
sur  un  carton  une  courbe  au  moyen  de  laquelle  on  détermine  graphiquement  la  va- 
leur des  racines  d'une  équation  quelconque. 

Laurance  {Leçons  élémentaires  sur  les  Mathématiques  données  à  V Ecole  Normale  en 
1795,  dans  le  t.  VII  des  OEurres  de  Lagrange,  publiées  par  M.  J.-A.  Serret,  Paris, 
MDCCCLXXVII,  p.  269-287)  monti  e  comment  une  équation  à  une  inconnue,  de 
degré  quolconque,  peut  être  résolue  au  moyen  d'une  courbe  dont  les  abscisses  repré- 
sentent l'inconnue  et  les  ordonnées  la  valeur  du  premier  membre  de  l'équation  pour 
l^ule  valeur  donnée  à  l'inconnue.  Il  indique  ensuite  les  dispositions  d'unjiistrument 

'qui,  au  moyen  de  règles  mobiles  et  de  charnières,  permettrait  de  décrire  la  courbe 
d'un   mouvement  continu.  Cet  instrument,  dit-il,    pourrait  ainsi   servir  à   résoudr(f\, 

^toutes  les  équations,  ou  tout  au  moins  à  trouver  les  preniières  valeurs  approchées    \ 
des  racines,  par  lesquelles  on  en  trouverait  ensuite  de  plus  exactes.  Pour  le  principe     .' 
de  cet  appareil,  voir  Favaro,  appendice  alle  Notizie  storico-critiche  sulla  costruzione / 
delle  equazioni,  Modena,   1880,  p.  11.  /^-' 

"Sur  rap|>lication  de  la  théorie  de  la  pesanteur  à  la  lésolulion  dos  équations  et  sur 
la  Balance  ti  résoudre  les  équations  numériques,  imaginée  par  Bérard  et  réalisée  par 
M.  L.\LANNi: ,  voir  Ed.  Collignon,  Traité  de  Mécanique,  2"  Partie,  Statique,  2°  édil., 
Paris,  1881,  p.  3'Ì7-352  et  \r,i-'^o\. 
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CHAPITRE  VII. 


TABLES  PARABOLiaUES  POUR  LA  DETERMINATION  DES  AIRES   DE  DEBLAI 

ET  DE  REMBLAI. 


[,ALANNE.  Appendice  ii"  i  au  tome  I  du  Cours  de  construction  de  Sganzin,  l'aris,  i8<i. 
—  Lalanxe,  Mémoire  sur  les  Tables  graphiques,  etc.  [Annales  des  Ponts  et  Chaus- 
sées, 1"  série,  18^6,  2°  som.)  —  CrLM.\>s,  Die graphlsche  Statlk,  Zuricb,  1866,  n°"  8-9, 
et  iS'jS,  n"'  18-20.  — Sculesinger,  Vortràge  liber  graphlsches  Rechn en  und  Grafostatlh, 
AVien,  1868-69,  11"'  8'l-93.  —  Winkler,  Vortràge  iiher  Elsenbahnbaii,  V  Heft, 
Piag,  1870,  p.  17. 

I.  —  Théorie  des  Tables  paraboliques. 

170.  Les  denii-prolUs  eu  travers  des  roules  el  des  chemins  de 
fer  sont  en  général  des  quadrangles  dont  trois  côtés  (l'axe  verti- 
cal, la  demi  plate-forme  et  le  talus)  déterminent  par  eux-mêmes, 
ou  par  leurs  prolongements,  un  triangle  rectangle  invariable.  Le 
quatrième  côté  varie  en  position  et  en  direction  selon  les  accidents 
du  terrain.  Il  est  réduit  à  un  segment  rectiligne  lorsque  le  sol 
présente  une  déclivité  sensiblement  uniforme  entre  l'axe  el  le 
lalus  ('). 

Les  demi-profds  quadrangulaires  peuvent  èlre  croisés  dans  les 
sections  situées  partie  en  déblai  et  partie  en  remblai. 

La  rédaction  des  projets  reposant  sur  la  détermination  des  aires 
d'un  grand  nombre  de  profils  transversaux,  on  a  eu  d'abord  la 
pensée  de  coordonner,  dans  des  Tablesnumériques  à  double  entrée, 
les  valeurs  des  aires  qui,  pour  des  largeurs  de  plate-forme  et  des 
inclinaisons  de  talus  une  fois  données,  correspondent  à  diverses 
positions  et  directions   de   la  ligne  du  terrain.  Mais  on  a  bientôt 

(';  Lorsque  cette  liypotlièse  s'éloigne  trop  de  la  vérité,  le  demi-profil  quadrangu- 
laire  ne  peut  résulter  que  de  la  transformation  d'un  contour  polygonal  plus  accidenté 
en  un  quadrangle  équivalent. 
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Irouvé  j)lus  avanlagenv  de  recourir  à  des  Tables  graphiques,  dans 
lesquellesTaire  de  cliaqucdemi-profil  cstimmcdiatenient  relevée(*). 

]\ous  allons  indiquer  le  j)iincipe,  la  eonslruction  et  l'usage  de 
ces  Tables. 

Soit  ABCD  \fig-  I  17)  un  dcnii-profd  en  déblai  ou  en  remblai, 
limité  par  la  plate-forme  AB,  par  la  verlicalc  AD  sur  l'axe,  par 
le  talus  BC  et  parla  section  CD  du  terrain  naturel.  Cette  dernière 
ligne  varie  seule,    d'un   profil    à  l'autre,  en  l'onction   de  deux  élé- 

FiST.  ■■:■ 


ments,  savoir  :  la  cote  sur  l'axe  et  l'inclinaison  du  terrain.  Si  Ton 
admet  tout  d'abord  que  ce  dernier  élément  reste  constant^  les  di- 
verses positions  CD,  C,D,,  C2D2,  ...  de  la  ligne  de  terrain 
seront  parallèles  entre  elles. 

On  considère  l'aire  du  demi-profd  AB(^D  comme  difiérence  des 
aires  des  triangles  OCD,  OBA,  et  l'on  réduit  les  triangles  OCD, 
OC|D,,  OC^D^...,  à  une  base  commune  OD,  de  telle  sorte 
([ue  les  sommets  des  triangles  réduits  soient  situés  sur  les  hori- 
zontales des  points  D,  D,,  Do,  .... 


(')  Tenner  a  proposé,  en  1828,  une  Table  satisfaisant  à  ces  conditions  [Kurze  Be- 
srlireibuiig  eûtes  Pliiinmetcrs.  Darmstadt,  1828J.  Cette  Table  a  été  récemment  repro- 
duite par  Kocu  (Besc/ireibu/ig  ei/iiger  Hulfsntiltel  fur  geometrische  Arheiten,  vor- 
itamlich  ziir  erleichterien  Anwendung des  Metermaasses,  dans  le  Ctilcui-Iiige/iieiir,  III, 
iiaiid.  II  III  11.  Kraunschweig,  1871,  p.  102,  i53.) 
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On  projetlc,  à  cet  eirct;  [)ar  des  rayons  verticaux,  les  points  (^, 
C, ,  Co,  .  .  .  ,  en  K,  E, ,  K.j,  .  .  . ,  sur  l'horizontale  du  point  IJ.  On  pro- 
jelle  ensuite  les  points  E,  E,,  E.,  .  .  . ,  par  des  rayons  issus  du  point  O. 
sur  les  horizontales  des  points  I),  D, ,  Do,  .  . . ,  en  E,  S,,  So,  .... 

Les  triangles  primitifs  OCD,  OG,D,,  OCoDo,  ...  sont  res- 
peetivementéquivalents  aux  triangles  OED,OE,D,,  OEolJ,,  .  .  ., 
lesquels  sont  équivalents  aux  triangles  OED,  08,0,  OSol),  .  .  ., 
qui  ont  pour  base  comntune  OD.  On  obtiendra  donc  la  valeur  des 
aires  des  triangles  primitifs  en  multipliant  par  la  demi-base  de  ré- 
duction 40D  b^s  bauteurs  DE,  r),S,.  DoS..  ...  des  derniers 
triangles. 

Considérons  maintenant  les  faisceaux  loiinés  : 

(rt  :  Par  les  rayons  [jaiallclcs  DE,  DiS,.  D^S,.  .... 

[b]  Par  les  rayons  parallèles  DC,  D,C,,  D2C2 

[c]  Par  les  rayons  parallèles  CE,  C,  El,   CoEo 

[d]  Par  les  r;iyons  convergents  OE,  OE,.  OE^, 

Les  Jaisceaux  {a)  et  (J/)  sont  perspectifs  à  la  ponctuelle 
DD,Do,  ...,  et  par  conséquent  projeetifs.  Les  faisceaux  (6)  et 
(c)  sont  perspectifs  à  la  ponctuelle  CCi  Co,  ...,  et  par  consé- 
quent projeetifs.  Enfin,  les  faisceaux  (c)  et  (c/),  perspectifs  à  la 
ponctuelle  EE,  Eo,  ...,  sont  aussi  projeetifs.  Il  s'ensuit  que  les 
laisceaux(«)  et  ((/)  sont  projeetifs  (G.  47)  etque  le  lieu  ES,  So,  . .  . 
des  points  d'intersection  de  leurs  rayons  correspondants  est  une 
courbe  du  second  ordre  passant  par  les  centres  des  deux  faisceaux 
(G.  62-G4),  c'est-à-dire  par  le  point  O  et  parle  point  à  l'inlini  de 
la  direction  AB. 

Le  ravon  commun  ()y^^  considéré  comme  élément  du  faisceau 
(d),  a  pour  correspondant  le  rayon  à  l'infini  du  faisceau  {(i),  c'est- 
à-dire  la  droite  à  l'infini  du  plan;  la  courbe  engendrée,  tangente 
à  cette  droite  au  point  x  ,  est  donc  une  parabole  (G.  90)  dont  le 
rayon  O^   est  un  diamètre  (G.  ii5). 

D'autre  part,  au  rayon  commun  O^  ,  considéré  comme  élément 
du  faisceau  (a),  correspond  le  raj^on  OD  du  faisceau  ((!).  Ce 
rayon  est  donc  tangent  à  la  courbe  au  point  O.  Il  est  d'ailleurs 
perpendiculaire  à  la  direction  de  son  conjugué,  qui  est  le  dia- 
mètre O^  .  Ce  diamètre  est  donc  l'axe  de  la  parabole  (G.  i34-i35). 


/ 
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On  peut,  (lès  lors,  construire  la  parabole  qui  correspond  à  la 
série  des  Iriangles  semblables  dont  le  sommet  commun  est  au 
point  O  et  dont  les  côtés  successifs,  opposés  à  ce  sommet,  sont 
les  parallèles  DC,  D,  C,,  D^Go,  ....  L'aire  de  l'un  quelconque  de 
ces  triangles,  ODid,  égale  au  produit  de  l;i  demi-hase  constante 

- —  par  1),  S,,  est  déterminée  par  l'abscisse  du  point  S,  de  la  para- 
bole qui  a  pour  ordonnée  la  base  réelle  OD,  du  triangle  considéré. 
Pour  avoir  les  mesuresdes  quadrangles  ABC|  D, ,  ABCo  Do, . .  . , 
c'est-à-dire  la  suite  des  profils  qui  ont  même  talus  et  même  in- 
clinaison de  terrain,  il  suffira  de  diminuer  les  abscisses  D,  S,, 
Do  So,  ...  de  l'abscisse  constante/,  qui  donne  la  mesure  du 
triangle  OAB,  réduit  à  la  base  OD.  On  pourra  relever  directe- 
ment ces  diflerences  sur  l'épure  en  traçant  la  verticale  située  à  la 
distance  /de  OD,  dans  la  direction  AB. 


Fig.    II S. 


177.   A  chaque    nouvelle  inclinaison,  soit  du  lalus  OC^  soit  de 
la  ligne  du  terrain  CD,  correspond  une  nouvelle  parabole.  Mais  la 
courbe  reste  invariable  lorsque  les  incli- 
naisons de  OC  et  de  CD  varient  simulta- 
nément, de  telle  façon  que,  dans  les  trian- 
gles OCD,  ()C,D,,  .  .  . ,  le  rapport  de  la 
hase  à   la  hauteur  reste  constant.  Dans  ce 
cas,  en  cflet,  les  ordonnées  bases  OD,  OD(, 
ODo,  .  .  .  corresj)ondent  toujours  respec- 
ÌD     tivementauxmcmcsabscisses-hauteursDE, 
D,S,,D,S„.... 
On  a  ('//>.  118) 


OD  =  OP  —  DP 


DP 


et  par  suite,  si   l'on  représente  rcspcctivcmenl  par  y.=  —  et  par 

OP 

•r  =  -;—  les  déclivités  du  terrain  et  du  talus, 

OD 
CP 

//  étant  la  longueur  du   segment    limité   par  CO  et  par  CD  sur  la 
verticale  située  à  l'unité  de  distance  du  sommet  C. 
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La  base  de  réduction  étant  fixée,  chacune  des  paral)oles  est  ca- 
ractérisée par  une  valeur  particulirre  du  segment  //.  ([ui  peut  tHre 
considéré  comme  l'indice  de  la  courbe. 

Si  l'on  attribue  successivement  diverses  valeurs  à  /<,  les  ])ara- 
boles  correspondantes  constituent  une  Table  grapliiquedes  aires, 
sur  laquelle  on  peut  relever  la  mesure  d'un  triangle  quelconque 
réduit  à  la  base  fixe  qu'on  a  adoptée. 

On  détermine,  à  cet  effet,  l'indice  ii  du  triangle  proposé  et  Ton 
clicrclic,  sur  la  Table,  la  parabolede  même  indice.  La  mesure  clier- 
cliéeesl  fournie  par  l'aiiscisse  du  [)oint  de  cette  parabole  rpii  a  pour 
ordonnée  la  base  du  triangle  proposé. 


178.  On  l'acilite  la  construction  et  la  lecture  de  la  Table,  en  se 
donnant  pour  condition  que  les  paraboles  divisent  en  parties 
égales  les  rayons  du  faisceau  O.  Il  suffit  pour  cela  de  faire  varier 
r indice  eu  progression  ari rliméti que. 

Soit,  en  effet,  OC  (/?i?".   i  19)  \\n  ravon  quelconque  qui  coupe  au 
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point  G  l'horizontale  menée  par  l'extrémité  D  de  la  double  base  OD, 
et  soit  T  la  déclivité  par  mètre  de  OC,  c'est-à-dire  la  tangente  tri- 
gonométrique  de  l'angle  OCD.  Le  triangle  OCD  ne  comporte  pas 
de   réduction,    puisque   sa    base   est  précisément  OD,    et   l'on  a 
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a  =  0,   /j  =  T.  Le  poinl  C  apparlicnt  donc  à  la  pardbole  d'indico  t. 

Considérons  niainlenant  un  aulre  triangle,  OD,C,  et  soit  0  la 
tangente  de  iangle  I),  ('- D  que  le  côté  Dj  G  fait  avec  l'horizontale. 
JNIenons  D,Ci  parallèle  à  DC.  La  l'éduction  à  la  base  donnée  a 
pour  effet  de  substituer  au  triangle  OD,  C  le  triangle  équiva- 
lent ODC).  Le  point  Cl  appartient  donc  à  la  parabole  d'indice  ~  —  0. 
sur  laquelle  on  devra  lire  l'aire  du  triangle  OD,  C. 

On  a  d'ailleurs 

OC  _    OD   __  CD.T        T 
CTC  "~  ÎjTd  ^  CD.rî  "^  Ì ' 

Si  l'on  considère  enfin  un  troisième  triangle  ODoC,  tel  que 
tangDoCD  =  20,  on  a,  pour  un  troisième  point  Co  de  OC,  situé 
sur  la  parabole  d'indice  7  —  :>.  0,  la  relation 

OC  _    r_ 
C.,C         -2  â  ' 

qui,  rapprochée  de  la  précédente,  conduit  à 

CjCi^CiC 

Conséquemment,  deux  paraboles  dont  les  indices  diffèrent  d'une 
(piantité  constante  interceptent  un  segment  constant  sur  un  ravon 
quelconque  du  faisceau  O. 

179.  Pour  obtenir  les  points  où  l'une  quelconque  des  para- 
boles, par  exemple  celle  d'indice  t,  rencontre  d'autres  ravons 
OB,  OE,  .  .  .  du  faisceau  O,  on  projette  sur  OC,  parallèlement 
à  la  tangente  au  sommet  OD,,  commune  aux  paraboles,  les  points 
II,  r.,  .  .  .,  où  les  rayons  OB,  OE,  .  .  .  rencontrent  l'horizontale 
du  point  C,  commun  au  rayon  OC  et  à  la  parabole  t.  On  projette 
ensuite,  sur  les  rayons  OH,  OL,  et  parallèlement  à  DC,  les  points 
G  et  I  obtenus  par  la  première  projection.  On  détermine  ainsi 
les  points  cherchés  B  et  E.  En  effet,  les  faisceaux  de  rayons 
X  (OGCI,  ...  et  O)  DIICL,  .  .  .,  tous  deux  projectifs  à  la  ponc- 
tuelle OGCl,  ...,  sont  projectifs  entre  eux  et  engendrent  une 
courbe  du  second  ordre.  Celte  courbe  est  d'ailleurs  une  parabole 
dont  la  verticale  OD  est  la  tangente  au  sommet  O,  car  au  l'ayon 
Occ  ,  commun  aux  deux  faisceaux,  correspond  la  droite  à  l'inliui 
dans  le  premici'  faisceau  et  la  droite  OD  dans  le  second,  l''.n(in,  la 
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courbe  passe  par  le  point  C;   elle  se  confond  donc  avec  la  para- 
bole T., 

On  déterminerait  de  la  même  manière  les  points  d'intersections 
B, ,  E, ,  ...  des  rayons  OB,  OE,  ...  et  de  la  parabole  ~  —  o. 

180.  Il  résulte  de  la  construction  précédente  que  tous  les  rayons 
issus  du  point  O  sont  coupés  par  des  paraboles  en  des  points  cor- 
respondants des  ponctuelles  semblables  O  B,  B,  .  . . ,  O  G(  C,  .  . . , 
OEjE,  ....  On  vérifie  cette  propriété  directement,  en  observant 
que  toutes  les  paraboles  ont  même  sommet  et  même  tangente  au 
sommet;  qu'elles  constituent  par  conséquent  des  courbes  sem- 
blables et  semblablement  placées,  dont  le  point  O  est  le  centre  de 
similitude  (G,  260,  261). 

Il  suit  de  là  que,  si  deux  rayons  du  faisceau  O  rencontrent  l'une 
des  paraboles  en  B  et  C,  l'autre  en  Bi  et  Go  les  cordes  correspon- 
dantes BG  et  B,  G)  sont  parallèles,  de  même  que  les  tangentes 
correspondantes  en  B  et  B,  ou  en  G  et  Gi-  En  d'autres  termes, 
les  paraboles  coupent  tout  rayon  du  faisceau  O  sous  un  angle 
constant. 

On  a  d'ailleurs,  puisque  les  droites  BG,  BiG,   sont  parallèles, 

BiB  _  OB 

et  par  suite,   en  projetant  sur  Oj',  parallèlement  à  Ox,  B,B  en 
K,K,  G,G  enD.D, 

K.K  _  OK       DH 
D^D  ~  ÔD  ~  DC  ~   '■ 

II.  —  Construction  des  Tables  paraboliques. 

181.  SoientO(^^\  120)  l'origine  des  coordonnées,  OXl'axe  des 
abscisses,  qui  est  aussi  l'axe  commun  des  paraboles,  OY  l'axe  des 
ordonnées,  qui  est  la  tangente  commune  au  sommet  O.  Sur  la 
bissectrice  OG  de  l'angle  droit  XOY,  on  marque  les  points  équi- 
distants  par  lesquels  doivent  passer  les  paraboles  successives. 
On  peut,  par  exemple,  donner  à  l'intervalle  constant,  compris 
entre  deux  points  consécutifs  quelconques,  une  longueur  telle 
que  les  horizontales  et  les  verticales  de  ces  points  divisent  le  pa- 
pier en  carrés  d'un  centimètre  de  côté. 

17- 
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Soit  OH  un  rayon  quelconque  coupant  on  un  certain  point  H 
l'horizontale  menée  par  l'extrémité  D  de  la  base  de  réduction  OD. 
On  a  DC  =  OD  et  par  suite  (180) 

DU  =  /• .  DC  =  /  .  OD , 

/,•  étant  le  rapport  qui  existe  entre  la  différence  des  ordonnées  de 
deux  points  quelconques  de  OH  et  la  différence  connue  A  des  or- 
données des  points  de   OG  respectivement  situés  sur  les  mêmes 


Fig.     120. 
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paraboles  que  les  premiers.  On  construit  les  points  des  paraboles 
situés  sur  OH,  soit  par  la  méthode  de  projection  précédemment 
Indiquée  (179),  soit  en  déterminant  {^fig-  1 19)  le  point  B  par  la 
double  projection  HG,  GB  et  en  divisant  le  segment  OB  en  autant 
de  parties  égales  que  OC. 

Les  résultats  de  cette  construction  pourraient  ne  plus  être  suffi- 
samment précis  quand  les  rayons  font  des  angles  très  aigus  avec 
les  horizontales.  Soient  OE  un  de  ces  rayons  et  A  le  rapport  qui 
doit  exister  entre  la  différence  de  ses  ordonnées  et  la  différence  A 
des  ordonnées  correspondantes  de  OC.  On  prend  une  ordonnée 
OD,  égale  à  A  A  ou  à  un  multiple  de  A  A.  Le  rayon  OE  coupe  DC  en 
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un  point  L,  tel  que  DL=:/i.OD,   et  l'on  obtient   les  points  des 
paraboles  situés  sur  OE  en  divisant  OL  en  -y—  parties  égales. 

18;2.  Une  parabole  étant  déterminée  quand  on  connaît  son  axe, 
son  sommet  et  un  autre  de  ses  points,  il  est  aisé  de  voir  que  la 
lable  des  paraboles  ne  cbange  pas  quand  on  suljstitue  une  nou- 
velle base  de  réduction  à  celle  qu'on  avait  d'abord  adoptée.  En 
d'autres  termes,  une  table  construite  sur  une  base  de  réduction 
déterminée  peut  servir  pour  une  autre  base  quelconque,  à  la 
seule  condition  de  clianger  en  conséquence  les  indices  des  para- 
boles. 

L'indice  de  l'une  quelconque  de  ces  paraboles  étant  égal  à  la 
différence  -:  —  a  des  tangentes  des  angles  que  fait  l'horizontale 
avec  le  talus  et  avec  la  ligne  du  terrain,  on  affectera  dans  chaque 
cas  de  l'indice  i  la  parabole  passant  par  le  point  C,  dont  l'ab- 
scisse DC  et  l'ordonnée  OD  sont  toutes  deux  égales  à  la  double 
base  adoptée  ib.  On  a  en  effet  pour  le  triangle  ODC,  qui  ne  com- 
porte pas  de  réduction,  t  =  i  et  a  =  o. 

Quant  aux  indices  des  autres  paraboles,  ils  sont  déterminés, 
comme  on  l'a  vu,  par  les  numéros  d'ordre  des  divisions  propor- 
tionnelles marquées  sur  les  rayons  du  faisceau  O. 

La  relation  entre  la  double  base  OD  =  ib  el  l'indice  n  se  dé- 
duit de  la  considération  des  triangles  équivalents  (176)  OS,  D, 
OG,D,  {fig-  II")*  On  a  en  effet 

OD.S,Pi=ODi.C,P.. 

Mais  (177) 

r,p,  =  2î^. 

// 

On  a  donc,  en  posant  OD,  ^y  et  D,  S,  =  j:-  : 

y-  —  2  bn.r  , 

équation   de  la  parabole  d'indice   /?   qui  correspond   à   la  double 
base  "ib. 

On  voit  par  cette  équation   que,   pour  une  parabole   donnée 
la  base    de   réduction   et   l'indice   sont   inversement  proportion- 
nels. 


■i6o 
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III.  —  Usage  des  Tables  paraboliques. 

183.  Soient  oi  23Q. . .  {Jig-  i2i)  le  contour  polj'gonal  com- 
mun à  une  suite  de  demi-profils  en  remblai,  PQ  la  ligne  variable 
du  terrain  et  U  le  point  oi!i  la  droite  Q3  prolongée  rencontre 
l'axe  vertical  Po.  L'aire  de  chacun  des  demi-profils  pi'oposés  est 
égale  à  la  différence  entre  l'aire  du  triangle  UPQ,  limitée  dans 
chaque  cas  par  une  position  de  PQ,  et  l'aire  constante  oi23U. 
Pour  réduire  cette  aire  à  la  base  donnée  b,  on  détermine  sur 
QU  le  point  A,  situé  à  la  distance  b  de  Po  et  l'on  mène  les 
droites  ii,,  22,,  3B,  respectivement  parallèles  aux  droites  20, 
3  I  I,  A2| .  Le  polygone   oiaSU  se  trouve  ainsi   transformé  en  un 


Fig.   121. 


triangle  équivalent  AUB,  qui  a  pour  hauteur  la  base  donnée  /> 
et  pour  base  UB  le  double  du  segment/,  mesure  de  l'aire  à  re- 
trancher. 

L'indice  t  —  a  de  la  parabole  étant  donné,  pour  chaque  position 
de  PQ,   par  le  triangle  UPQ  (177),  on  prend  sur  les  axes  de  la 
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table  [^fig-  120)  les  longueurs  OR  =  OD  ^  "xb,  et  l'on  porte  sur 
la  verticale  du  point  R  la  longueur  RS  égale  à  2^(7  —  a),  c'est- 
à-dire  au  segment  MN  [^fig-  121)  limité  par  les  droites  QP  et  QU 
sur  la  verticale  située  à  la  distance  26  du  sommet  Q.  On  mène  la 
droite  OS  qui  coupe  Thorizontale  DC  en  H.  Le  point  H  appartient 
à  la  parabole  cherchée. 

En  effet,  les  triangles  semblal)Ies  ORS,  HDO  donnent 

DR  =  CrD'      ''■■"     "'>"  =  «S.DH. 

OD  et  DH  sont  donc  respectivement  l'ordonnée  et  l'abscisse  d'un 
point  de  la  parabole j'-=  RS.^c,  où  î'-=  ib{-  —  a)x. 

La  mesure  du  triangle  UPQ  sera  donc  fournie  par  l'abscisse  de 
la  parabole  ~  —  a  qui  correspond  à  l'ordonnée  OT  =  UP.  Si  l'on 
diminue  cette  abscisse  de  la  quantité/,  c'est-à-dire  si  on  la  compte 
à  partir  de  la  verticale  qui  est  à  la  distance /de  OY,  on  a  directe- 
ment la  mesure /o  (l^i  profd  proposé  oPQSai. 

On  obtient  de  la  même  manière  la  mesure  des  autres  profds,  qui 
ne  diff'èrent  du  premier  que  par  la  position  de  la  droite  PQ. 

On  peut,  à  titre  de  vérification,  déterminer  directement  sur 
]di  Jig.  121  la  mesure  />  fournie  par  la  réduction  du  qua- 
drangle  -\RPQ.  On  procéderait  exactement  de  la  même  manière 
si  les  profils  en  remblai  précédemment  considérés  étaient  rem- 
placés par  des  profils  en  déifiai,  limités  à  leur  partie  inférieure 
pour  le  contour  polygonal  invariable  oi2345Qi.  On  prolonge- 
rait la  droite  Q,  5  jusqu'à  sa  rencontre  en  U,  avec  la  verticale 
du  point  G.  L'aire  constante  à  retrancher  U,  5432 10  serait  im- 
médiatement transformée  en  un  triangle  A,  B(  U(,  de  hauteur  'ib 
et  de  base  U,B,  =  2/i,  La  ligne  du  terrain  étant  PjQ)  pour 
l'un  quelconque  des  nouveaux  profils  considérés,  on  opérerait 
sur  le  triangle  L)  P4  Qi  comme  on  a  opéré  précédemment  sur  le 
triangle  UPQ. 

IV.  —  Tables  simplifiées. 

18i.  Les  tables  paraboliques  dont  nous  venons  d'indiquer  la 
construction  peuvent,  à  raison  de  leur  généralité,  être  emplovées 
avec  quelque  avantage  pour  la  détermination  des  aires  de  dé- 
blai et  de  remblai  circonscrites   par  des  profils  de  tvpes  variés. 
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Mais,  quand  le  projet  comporte  un  profil  constant,  dont  le  type 
va  se  répétant,  on  a  recours  à  des  Tables  d'une  construction  plus 
simple. 

Considérons  des  profils  qui  ne  diffèrent  entre  eux  que  par  la 
cote  de  déblai  ou  de  remblai  sur  Taxe  et  par  l'inclinaison  du  terrain. 
Soient,  comme  précédemment,  a  {fig.  118)  la  tangente  trigono- 
mélrique  de  l'angle  compris  entre  l'horizontale  et  la  ligne  du  ter- 
rain, T  la  tangente  de  l'angle  compris  entre  l'horizontale  et  la  ligne 
du  talus;  soient,  en  outre,  ii  la  cote  sur  l'axe,  c  la  hauteur  con- 
stante qu'il  faut  ajouter  à  ]i  pour  avoir  le  segment  intercepté  sur 
l'axe  par  la  ligne  du  terrain  et  par  celle  du  talus,  x  la  distance  ho- 
rizontale du  point  d'intersection  de  ces  deux  lignes  à  l'axe,  c'est- 
à-dire  l'a  largeur  d'emprise  correspondant  au  demi-profil  consi- 
déré. On  a 

(1)  (t  —  a).r=  h  H-  c. 

Si  l'on  désigne  par  C  l'aire  complémentaire  constante,  tantôt 
positive,  tantôt  négative,  qui  est  limitée  par  l'axe,  par  la  plate- 
forme et  par  la  ligne  du  talus  prolongée,  on  a,  comme  expression 
de  l'aire  du   profil, 


A=I 
2 

[h  +  c)x  — 

C, 

1 
A=  - 

2 

[h  -t-  f'r 

c. 

T  —  y. 

(3) 

Si  Ton  prend  comme  abscisse  vainable  /i  +  c  et  comme  ordonnée 
la  grandeur  A,  réduite  à  une  base  quelconque,  le  lieu  des  extré- 
mités de  cette  ordonnée  sera  une  parabole  ayant  pour  axe  celui  des 
h  -\-  c  et  pour  paramètre  une  fonction  de  -:  —  a.  On  obtiendra 
donc  des  paraboles  différentes,  pour  différentes  valeurs  de  t  ou 
de  a,  à  la  condition  toutefois  que  t  et  a  ne  varient  pas  simultané- 
ment de  telle  sorte  que  leur  différence  soit  constante. 

On  retranche  une  fois  pour  toutes  l'aire  constante  C  en  déplaçant 
de  la  quantité  convenable  l'axe  des  abscisses  parallèlement  à  lui- 
même.  Cette  disposition  est  loin  de  présenter  le  caractère  de  gé- 
néralité des  Tables  que  nous  avons  décrites  plus  haut. 


FORMULES  GÉNÉRALES  POUR  LE  CALCUL  DES  EMPRISES,  ETC.      2(53 
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I.  —  Formules  générales  pour  le  calcul  des  emprises  et  des  aires 
de  déblai  et  de  remblai. 

185.  Désignons  par  a,  r,  //  et  .r  les  mêmes  quantite's  que  précédemment, 
par  a  la  demi-largeur  de  la  plate-forme,  et  remplaçons,  dans  la  relation  (i  1 

Fig.    122. 
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du  a"  184,  c  par  sa  valeur  a-.  Il  vient,  comme  expression  de  la  largeur 
d'emprise. 
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Le  demi-profil  présentera  l'une  des  six  dispositions  suivantes  : 

Rr.   Remblai   et   terrain  en  rampe 

vers  le  talus. 
Rp.  Remblai  avec  pente  (^j^.  Ii8). 


Dp.  Déblai  et  terrain  en  pente  vers 

le  talus  [Jig.  inn). 
Dr.  Déblai  avec  rampe. 
DR?-.  Déblai   au    talus,    remblai    à 

l'axe,  avec  rampe. 


RD/).  Remblai  aux  talus,  déblai  à 
l'axe,  avec  pente  {_fig.  laS). 


En  appliquant  la  règle  des  signes  aux  segments  et  aux  angles,  on  voit 
qu'il  suffit  de  changer  le  signe  de  a  pour  passer  de  Dp  à  Dr  ou  de  Rr  à  R/>, 
et  le  signe  de  //  pour  passer  de  Dr  a.  DR/-  ou  de  R/?  à  RD/?.  Le  passage  de 

Fig.   123. 


A\  j,..^/ 


chacun  des  cas  de  gauche  au  cas  correspondant  de  droite  s'effectue  par  le 
changement  simultané  des  signes  de  t,  de  a  et  de  /i,  ce  qui  revient  à  ne 
changer  aucun  de  ces  trois  signes.  Les  six  cas  se  trouvent  donc  compris 
dans  l'expression  générale 

OT±/l 


On  a  le  plus  souvent,  dans  la  pratique,  r  =  i  en  déblai  et  t 
blai.  L'éqviation  (i)  devient  alors  : 

Pour  le  déblai, 
,    ,  a        .        Il 


=.  i  en  rem- 


Pou  r  le  remblai, 


;3) 


1  ±  a  ~"  I  ±  a  ' 

2  «        ,        3  h 
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18G.   Si,  dans  la  relation  (2)  du  n°  18i,  on  remplace  c  et  C  par  leurs 

valeurs  respectives  arci  ■ — ?  nn  a,  comme  expression  de  l'aire  du  demi- 
2 

profil, 

(4)  A=i-/i  ~—{t  —  a). 

'  1  1 

Cette  formule  s'applique  non  seulement  aux  quatre  types  de  profils  non 
croisés  [Jîg.  118  et  122),  mais  encore  aux  quadrilatères  croisés  ABCD  des 
types  DR/  et  RD/?  {^g.  i23),  pourvu  qu'on  tienne  compte  des  conven- 
tions relatives  aux  signes  des  grandeurs  rectilignes,  angulaires  et  superfi- 
cielles (81).  Le  circuit  ABCD,  considéré,  par  exemple,  comme  parcouru  en 
sens  positif  dans  les  types  D/3  et  Dr  en  déblai,  limite  des  aires  positives, 
déterminées  dans  l'équation  (4)  par  des  valeurs  positives  de  h  et  de  t.  Le 
même  circuit  ABCD,  parcouru  en  sens  opposé  dans  les  types  Rr  et  Rp  en 
remblai,  limite  des  aires  négatives,  déterminées  par  des  valeurs  négatives 
de  II  et  de  t.  Enfin,  dans  les  deux  types  mixtes,  le  circuit  et  l'aire  sont 
positifs  en  déblai,  négatifs  en  remblai,  ce  qui  est  vérifié  par  t  positif  et  // 
négatif  dans  DR/-,  par  -  négatif  et  h  positif  dans  RD^.  Dans  chacun  de  ces 
deux  cas,  la  valeur  de  A  est  positive  ou  négative,  selon  que  la  plus  grande 
surface  partielle  est  en  déblai  ou  en  remblai. 

On  étend  donc  la  formule  (4)  à  tous  les  cas  en  écrivant 

.r  az  , 

5  A  =  =!=-/(  lir  —  [X  —  a). 

^    '  22 

II.   —  Tableaux  graphiques  de  M.  Rouit  (')• 

187.  Les  formules  (2)  et  (3)  du  n°  I80  servent  à  construire  des  ta- 
bleaux graphiques  sur  lesquels  on  détermine  directement  les  largeurs  d'em- 
prises. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  OX,  OY  {^g.  124)  deux  droites  rec- 
tangulaires d'un  réseau  quadrillé  dont  l'interligne  représente  i'",oo  à 
l'échelle.  Chacune  des  divisions  déterminées  par  le  quadrillé  sur  les  axes 
porte  un  nombre  qui  exprime  la  distance  en  mètres  (réduite  à  l'échelle) 
comprise  entre  la  division  correspondante  et  l'origine. 

Si  l'on  pose  dans  la  relation  (  2  ) 


(')  Nom-eaux  Tableaux  graphiques  donnant  les  largeurs  d'emprise  et  les  surfaces  de 
déblai  et  de  remblai  des  profils  en  travers,  par  I\I.  Rouit.  Autographie,  Bordeaux,  1877. 
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ces  équations  déterminent,  pour  chaque  valeur  particulière  assignée  à  a, 
une  même  droite  passant  par  l'origine  et  fournissent,  pour  la  valeur  de  a 
considérée,  les  abscisses  /«,  n  qui  correspondent  res]iectivement  aux  or- 
données variables  a  ei  h.  La  largeur  d'emprise  .r  est  égale  à  la  somme  ou  à 
la  différence  de  ces  abscisses. 

On  convient  que  les  ordonnées,  toutes  dirigées  dans  un  sens  positif,  re- 
présentent les  valeurs  de  a  ou  de  h,  selon  qu'elles  sont  mesurées  à  droite  ou 
à  gauche  de  l'axe  des  >-.  On  construit  en  conséquence,  pour  chaque  valeur 
de  a,  deux  droites,  OM  et  ON,  qui  sont  symétriques  dans  le  cas  particulier 
considéré,  mais  qui  cessent  de  l'être  lorsque  t  n'est  plus  égal  à  l'unité. 
On  mesure  les  abscisses  m  entre  OY  et  OM  et  les  abscisses  n  entre  OY 
et  ON. 

Pour  construire  le  double  faisceau  de  droites  031,  ON,  on  fait  «  =  A  =:  i  o, 
et  l'on  attribue  à  a  des  valeurs  variant  de  cincj  en  cinq  centimètres.  Pour 
a  :=  -f-  20,  on  a,  dans  la  formule  (2),  appliquée  au  cas  Dp  de  \Ajig.  122, 
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m  ^=  n  ^  8™, 333.  Pour  la  même  déclivité  prise  en  sens  inverse  (cas  Dr), 
on  a  m  =  //  =  12*"  ,5o. 

vSi  a  prend  successivement  les  valeurs  00  ,  -i-  i ,  o  et  —  i ,  c'est-à-dire  si 
la  ligne  du  terrain  coupe  celle  du  talus  sous  des  angles  de  i35",  go°,  45° 
et  o",  les  droites  OM  et  ON  prennent  des  positions  inclinées  respectivement 
de  90°,  63"  26',  45°  et  o"  sur  l'horizontale. 

On  déterminera,  par  exemple,  la  largeur  d'emprise  jc  =^  \Ç>™  ,i5  d'un 
demi-profil  Dp,  dans  lequel  «  =  8'", 00,  /i  =  5"',oo,  a=:  — o"",20,  en 
mesurant  sur  l'horizintale  8,  à  droite,  le  segment  de  10'"  compris  entre 
OY  et  0M_„^5(,,  et  sur  Thorizontale  5, à  gauche,  le  segment  de  6'", 25  com- 
pris entre  OY  et  ON_o.2o- 
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Dans  le  cas  des  profils  en  remblai  [fig.  laS)  le  faisceau  0  ne  présente 
jjIus  deux  i)arties  symétricpies;  car,  pour  des  valeurs  égales  de  a  et  de  //, 


les  valeurs   de   m 


et  de  «  = 


3// 


formule   3]   sont  entre 


2Zt3a~~  '        2±3a    ' 

elles  dans  le  rapport  |. 

Aux  valeurs  co  ,  +  i ,  -4-  o,5o,  o  et  —  o,666  de  a,  correspondent  res- 
pectivement, sur  l'horizontale  lo,  les  valeurs  o,  4'">  5'".  7  i4>  10"',  xi  de  m, 
et  les  valeurs  0,6,  8'". 571,  i5'",oo   de  «. 

188.  L'un  des  avantages  des  tableaux  étant  de  rendre  inutile  le  dessin 
des  profils,  il  faut  pouvoir,  à  Taide  des  seules  données  (a  et  //)  particu- 
lières à  chaque  demi-profil,  déterminer  celui  des  six  cas  possibles  dans 
lequel  on  se  trouve.  La  distinction  résulterait  des  signes  de  a  et  de  //,  si 
elle  ne  devait  porter  que  sur  les  quatre  cas  de  demi -profils  entièrement 


Fig.   12.5. 
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en  déblai  ou  en  remblai.  Mais  la  déclivité  et  la  cote  rouge  ont  mêmes  signes 
dans  les  types  D/»  et  RD/;»,  et  mêmes  signes,  contraires  aux  précédents, 
dans  les  types  R/-  et  DRr.  Aussi  faut-il,  pour  rendre  la  distinction  immé- 
diatement possible  entre  tous  les  types,  pouvoir  vérifier  à  vue  si  la  dis- 
tance r/i  =:  -  de  l'axe  à  l'intersection  de  la  plate-forme  et  du  talus  [fig.  1 23) 

est  plus  grande  que  «,  ce  qui  a  lieu  dans  les  cas  D/),  Rr,  ou  plus  petite 
que  a,  ce  qui  répond  aux  cas  RD/?,  DR  r. 

On  construit  à  cet  effet  un  tableau  auxiliaire  dans  lequel  les  ordonnées 
et  les  abscisses  représentent  respectivement  les  valeurs  de  //  et  de  a.  L'ori- 
gine des  coordonnées  est  alors  le  centre  d'un  faisceau  de  droites  dont  les 
inclinaisons  correspondent  aux  diverses  valeurs  de  a.  On  lit  sur  le  tableau 
ainsi  disposé  les  valeurs  de  a^'^^a  qui  correspondent,  pour  chaque  demi- 
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profil,  aux  viileurs  données  de  h  et  de  a.  Il  est  commode  d'adopter  pour  les 
ordonnées  une  échelle  décuple  de  celle  des  abscisses. 

189.  La  formule  (5)  du  n°  186  permet  de  constiuire  [fi§.  i:î6)  un 
abaque  de  droites  sur  lequel  on  relève  directement  l'aire  des  demi-profils. 
On  pose,  à  cet  effet, 


P 


±-h,      q  =  ±- 


La  première  de  ces  deux  équations  repiésente,  pour  chaque  valeur  de  x, 
une  droite  qui  passe  par  l'origine  et  qui  sert  à  déterminer  l'abscisse/»  cor- 
respondant à  chaque  valeur  de  l'ordonnée  h.  Les  quantités  //  et /:>  sont  me- 
surées à  gauche  de  OY.  Les  droites  qui  correspondent  aux  valeurs  o,  r, 
2,  . .,  5o,  .  .  .,  X  de  .r  coupent  respectivement  l'horizontale  lo  aux  dis- 
tances o,  5,  lo, .  .  .,  ?,5o,.  .  .  ,x  de  l'axe  OY  et  déterminent,  sauf  le  signe 
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cjui  est  celui  de  //,  les  aires  p  exprimées  par  ces  derniers  nombres.  Il  con- 
vient de  réduire  l'échelle  des  abscisses  au  dixième  de  celle  des  ordonnées. 
L'équation 

* 
donne  lieu  à  une  construction  analogue  du  côté  droit  de  l'axe  des  j.  Cette 

construction  comprend  deux  séries  de  droites  :  les  unes  en  traits  pleins, 
pour  T  =  I  (talus  en  déblai),  les  autres  en  traits  pointillés  pour  t  =  o.,666 
(talus  en  remblai).  Les  droites  pleines  correspondant  aux  valeurs  o,  i, 
2, .  .  .  ,  5o,  .  .  .;  .  ,  . ,  00  de  j:: —  a,  coupent  respectivement  l'horizontale 
10  aux  distances  o,  5,  lo,  .  .  .,  'i5o,  .  .  .,oo  ,  de  l'axe  OY  et  détermi- 
nent les  aires  g  de  déblai  exprimées  par  ces  derniers  nombres.  Les  droites 
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pointillées  correspondant  aux  mêmes  valeurs  de  or  —  a  coupent  l'horizon- 
tale 10  à  des  distances  du  même  axe  qui  sont  les  |  des  précédentes. 

Le  tableau  s'applique  à  tous  les  cas,  pourvu  qu'on  tienne  compte  des 
signes.  Toutefois,  dans  les  demi-profils  mixtes  DR  /•  et  RDy-),  il  ne  fournit  que 
les  aires  excédantes  de  déblai  ou  de  remblai.  Ces  aires,  seules  utiles  pour 
établir  le  mouvement  des  terres,  ne  suffiraient  pas  pour  déterminer  le  cube 
total  de  la  fouille.  C'est  pourquoi  un  dernier  tableau  est  destiné  à  fournir 
les  aires  effectives  de  déblai  et  de  remblai  dans  les  demi-profils  mixtes. 

On  remarque,  à  cet  effet,  que  la  valeur  de  A  (équation  5)  peut  être  mise 
sous  la  forme 

(6)  A  =  zh'-ii/.3:^,x-«), 

qui  ressort  du  simple  examen  de  la  fig .  128,  et  qu'on  déduit  d'ailleurs  de 
la   formule  (5:    en   retranchant  de   chacun  des   deux  termes  du   second 

membre  l'aire  commune  — ^  [x  —  «\ 
2 

Sous  la  nouvelle  forme  (6)  les  quantités 

Fig.  127. 
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sont,  dans  chacun  des  cas  DR/-,  RD/>>,  les  aires  mêmes  de  déblai  et  de  rem- 
blai dont  la  somme  algébrique  est  égale  à  A. 

Dans  le  tableau  [fig.  127),  qui  sert  à  déterminer  séparément  ces  quan- 
tités, le  côté  gauche  est  réservé  aux  ordonnées  //,  aux  abscisses  /^,  et  aux 
rayons  issus  de  l'origine  qui  correspondent  aux  valeurs  de  a,.  On  lit,  au 
contraire,  du  côté  droit,  les  ordonnées  x  —  a,  les  abscisses  (/i  et  les  rayons 
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qui  correspondent  aux  valeurs  de  n^^  rayons  en  traits  pleins  pour  t  =  i  et 
en  traits  pointillés  pour  t  =:  0,666. 

Les  diveis  tableaux  que  nous  venons  d'étudier  s'appliquent  à  toutes  les 
largeurs  de  pia  tes- formes,  à  toutes  les  cotes  sur  l'axe,  et  à  toutes  les  dé- 
clivités de  terrains.  On  peut  cvideniment  en  tracer  de  pareils  pour  toutes 
autres  inclinaisons  de  talus. 

190.  Le  même  auteur  a  proposé,  pour  la  détermination  graphique  des 
largeurs  d'enq^rises  et  des  aires  transversales,  d'autres  tableaux  construits 
d'après  les  mêmes  principes,  mais  qu'un  choix  différent  de  coordonnées  a 
permis  de  disposer  autrement. 

Si  dans  la  formule  (1)  on  fait 

il  vient 

si  l'on  pose 

in  =z  arA,      n  z=z  lik 

et  qu'on  porte,  pour  une  valeur  constante  de  t,  les  valeurs  de  k  en  or- 
données, les  valeurs  de  m  en  abscisses  à  droite  et  les  valeurs  de  n  en 
abscisses  à  gauche,  on  a,  pour  chaque  valeur  de  a  ou  de  //,  l'équation 
d'une  droite  passant  par  l'origine.  Sur  chacune  des  droites  ainsi  déter- 
minées est  écrite  la  valeur  de  a  ou  de  //  qui  lui  correspond.  Les  horizon- 
tales du  tableau  portent,  comme  graduations,  non  les  valeurs  k  de  leurs 
ordonnées,  mais  les  valeurs  correspondantes  de  a.  On  dresse  deux  tableaux 
distincts,  l'un  pour  t  =  i,  l'autre  pour  t  =  0,666. 

Ces  tableaux  des  largeurs  d'emprises  nous  paraissent  mieux  disposés 
que  les  précédents.  Leur  lecture  est  plus  facile,  et  ils  ont  aussi  l'avantage 
de  substituer  une  seule  série  d'ordonnées  k  à  la  double  série  des  ordon- 
nées a  el  /i. 

Les  tableaux  pour  les  aires  conqiortent  des  modifications  analogues.  On 
pose,  comme  précédemment  dans  (5), 

Ayant  assigné  à  t  une  valeur  constante,  on  porte  les  valeurs  de  x  en  or- 
données, les  valeurs  de/j  en  abscisses  à  gauche,  les  valeurs  de  q  en  abscisses 
à  droite.  On  a,  pour  chaque  valeur  de  //,  l'équalion  d'une  droite  passant 
par  l'origine,  et  pour  chaque  valeur  de  a  une  équation  de  la  forme 

j-  =  A.r  +  B, 

qui  est  celle  d'une  droite  ne  passant  plus  par  l'origine. 
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On  dresse  deux  tableaux  de  cette  double  série  de  droites,  l'un  pour  les 
déblais  (t  =  i),  l'autre  pour  les  remblais  (t  =  0,666). 

Tous  CCS  tableaux  deviennent  évidemment  plus  simples  quand  on  les 
dresse  pour  une  étude  déterminée  ne  comportant  qu'une  seule  largeur  a  de 
plate-forme. 

III.  —  Tableaux  graphiques  de  M.  Lalanne. 

191.  Quand  on  remplace,  dans  ré((uation  (2)  du  n°  184,  c  et  C  par 
leurs  expressions  en  fonction  de  la  demi  plate-forme  a,  on  a 


Si  rt  et  T  sont  des  constantes,  et  si  l'on  considère  les  variables  h,  a  et  A 
comme  des  coordonnées  rapportées  à  trois  axes  rectangulaires,  cette  rela- 
tion représente  un  hyperboloîde  dont  les  lignes  de  niveau  sont  des  para- 
boles (184). 

Mais,  en  posant 

h'  =  \og[aT-±.h),      a'=log(T±«), 
on  a  l'équaiion 

t     \                                ,/       =«'        '  I          /  .        ^''"^ 
lin)  h  ■=z 1 —  io£r  2     A  H 

^,  2        2  \  2 

qui  est  celle  d'un  cylindre  horizontal  dont  les  sections  planes,  parallèles 
aux  plans  des  //a',  donnent  un  abaque  de  droites  parallèles,  inclinées  à 
deux  de  base  pour  un  de  hauteur  sur  l'axe  des  a. 

Si  l'on  substitue  à  la  graduation  de  cet  axe,  exprimée  par  la  valeur  de  a', 

une  autre  graduation  exprimée  par  a"=  —  ?  la  relation  précédente  devient 

„        I.         /  "'' 

//r=a    -I- -log2     AH 

2      °      \  2 

et  les  droites  parallèles,  dont  chacune  correspond  à  une  valeur  particulière 
de  A,  sont  inclinées  à  45°  sur  les  deux  axes. 

D'autre  part,  la  relation  (i)  du  n"  184  devient,  quand  on  remplace  c  par 
sa  valeur  «t, 

(Tdz«).r  =  rtT"i:// 

et  donne,  par  la  transformation  logarithmique, 
[11]  //=«'H-logJc. 

Cette  équation,  dans  laquelle  /t'  et  «'  ont  les  mêmes  valeurs  que  plus 
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haut,  montre  que  les  largeurs  d'emprises  x  seront  données  par  les  mêmes 
droites  que  les  aires,  si  les  ordonnées  à  l'origine  sont  les  mêmes  dans  les 

deux  cas,  c'est-à-dire  si  à  la  relation  a"=  —  on  ajoute  cette  autre  condition 

9. 


-  log2  f  A  H ^  ]  =  log  .r 


2(  A-l-  —  1  =  ^-. 


Si  l'on  préfère  ne  pas  lire  les  aires  et  les  emprises  sur  le  même  système 
de  droites,  on  pourra,  par  exemple,  dresser  l'abaque  de  telle  sorte  que  les 
aires  soient  lues  sur  les  droites  à  ^  de  base  pour  i  de  hauteur,  représentées 
par  l'équation  [m]  et  les  largeurs  sur  les  droites  à  45"  représentées 
par  l'équation  («).  C'est  le  cas  d'un  tableau  dressé  par  M.  Lalanne  en 
i85o  [']. 

192.  On  peut  aussi,  selon  la  disposition  plus  récemment  adoptée  par  le 
même  auteur  (^),  faire  que,  les  déclivités  a  étant  lues  sur  les  horizontales 
du  tableau  et  les  cotes  h  sur  des  obliques  à  4^°  (pente  de  gauche  à 
droite),  les  aires  soient  données  par  les  verticales  du  tableau  et  les  lar- 
geurs d'emprises  par  des  obliques  à  45°  (pente  de  droite  à  gauche). 

Ces  mêmes  obliques  donnent  en  outre,  au  moyen  d'une  seconde  échelle, 
accolée  à  celle  des  emprises,  les  longueurs  t  des  talus,  exprimées  par  la 
relation 


Un  premier  tableau  à  quatre  systèmes  de  droites  cotées,  disposé  comme 
il  vient  d'être  dit,  se  rapporte  aux  deux  cas  de  D/>  et  Dr  (185)  d'un  demi- 
profil  en  déblai  avec  pente  ou  avec  rampe.  Un  second  tableau,  analogue 
au  précédent,  permet  de  résoudre  les  cas  Rr  et  R/>. 

Quand  le  demi-profil  est  mixte  (RD/>  ou  DRr),  il  n'y  a  pas  lieu  de  cher- 
cher l'anamorphose  des  tables  qui  doivent  donner  simultanément  les  deux 


(')  Voir  Lalanne,  Mémoire  sur  les  Tables  graphiques,  etc.,  Paris,  i8'|6,  et  Examen 
critique  d'un  Tableau  graphique  publié  par  M.  Davaine  et  nouvelles  applications  de 
Géométrie  anamorphique.  Paris,  i85o. 

(')  Instruction  pratique  sur  l'usage  des  Tableaux  graphiques,  suivie  de  la  Collection 
de  huit  Tableaux  grapiiiques  pour  la  détermination  des  superficies  de  déblai  et  de  rem- 
blai des  profils  en  travers,  des  largeurs  d'emprises  et  des  longueurs  de  talus.  Paris, 
juin  1879. 
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aires  partielles,  car  la  graduation  des  axes  de  coordonnées  qui  conviendrait 
pour  Tune  ne  conviendrait  pas  pour  l'autre.  On  a  dressé  pour  ces  derniers 
cas,  beaucoup  moins  fréquents  que  les  quatre  autres,  des  tableaux  spéciaux, 
avec  graduations  en  parties  égales  et  courbes  de  niveau  non  déformées. 
Deux  tableaux  triangulaires  de  cette  sorte  fournissent  les  aires  de  déblai 
et  de  remblai  du  demi-profil,  l'un  dans  le  cas  DRr,  l'autre  dans  le  cas  RD/?. 

Chacun  de  ces  tableaux  présente  deux  systèmes  de  courbes  paraboliques. 
Celles  du  premier  système,  tracées  en  traits  pleins,  portent  à  côté  de  leur 
cote  la  lettre  D  (déblai).  Celles  du  second  système,  tracées  en  tiaits  inter- 
rompus, sont  marquées  R  (remblai).  Le  point  de  rencontre  de  l'horizon- 
tale qui  correspond  à  une  cote  donnée  h  et  de  la  verticale  qui  correspond 
à  une  déclivité  donnée  a,  se  trouve  compris  entre 
deux  courbes  D  consécutives  et  entre  deux  courbes 
R  consécutives.  Les  cotes  des  deux  premières 
courbes  donnent,  par  une  interpolation  à  vue,  l'aire 
partielle  en  déblai;  les  cotes  des  deux  autres  don- 
nent l'aire  en  remblai. 

Dans  deux  autres  tableaux  triangulaires,  dis- 
posés aussi  respectivement  pour  les  cas  RD/?,  DRr, 
le  point  commun  à  l'horizontale  de  la  cote  sur  l'axe 
et  à  la  verticale  de  la  déclivité  est  compris  entre 
deux  droites  cotées  appartenant  au  faisceau  de 
droites  concourantes  déterminées  par  l'équation 
des  emprises.  La  cote  de  ce  point,  évaluée  à  vue, 
donne  la  largeur  d'emprise  cherchée.  Une  double 
échelle,  placée  à  la  base  de  chaque  tableau, 
permet  de  lire  immédiatement  la  longueur  du  talus  ^  =  (.»•  —  «)  V^'  +  "' 
qui  correspond  à  l'emprise  x. 


M 

28. 
ÌÌI             N 

-ce 

0 

fCC 

K 

R^ 

Rr 

A 
B 
C 

{ 

) 

H'           P 
-A 

193.  Les  six  tableaux  dont  nous  venons  de  parler  ne  sont  évidemment 
que  les  parties  découpées  et  transformées  de  l'abaque  complet  auquel  on  a 
été  conduit  par  la  traduction  graphique  de  la  formule  générale  (191)  qui 
comprend  tous  les  cas.  l^Afig.  128  représente  le  cadre  de  l'abaque  primitif 
et  des  six  parties  qui  le  composent  (^). 


(')  L'idée  de  ce  diagramme  de  répartition  a  été  énoncée  par  M.  Lalanne  dans  les 
Tables  (numériques)  nouvelles  pour  abréger  divers  calculs  relatifs  aux  projets  de 
routes,  etc.  Paris,  1889.  (Voir  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  lois  et  ordonnances, 
1840,  p.  289).  Mais  c'est  seulement  dans  V Appendice  n°  4  au  Cours  de  construction 
de  Sganzin,  1842,  que  l'auteur  a  considéré  le  plan  du  diagramme  comme  plan  de 
projection  des  courbes  paraboliques   de  niveau  situées  sur  la  surface  des  aires.  En 

18 
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Les  rampes  (+  «)  sont  portées  en  abscisses  dans  le  sens  positif,  jusqu'à 
la  limite  OA  qu'on  a  jugée  suffisante;   les  pentes  ( —  a)  sent  portées  dans 


1843,  ajirùs  riiivenlion  de  Vaixt'/iic  rcclilijiie,  M.  L.vla.n.se  a  fait  une  ])romière  appli- 
cation du  principe  de  l'anamorphose  géométrique  à  la  construction  de  Tableaux  gra- 
phiques relatifs  aux  calculs  des  terrassements  dans  les  chemins  de  fer  à  deux  voies 
{Circulaire  ministérielle  du  2  septembre  i843,  et  Instruction  à  la  suite,  dans  les 
Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  lois  et  ordonnances,  i843,  p.  676).  Ces  Tableaux,  et 
d'autres  analogues  dressés  de  i8'(4  à  i84')  {Mémoire  sur  les  Tables  graphiques,  etc., 
1846),  ne  comprenaient  encore,  comme  V abaque  Xm-mémc,  que  trois  cours  de  droites 
(horizontales,  verticales  et  obliques  à  4j°,  avec  pente  de  gauche  à  droile). 

L'ingénieur  Davaine  avait  publié,  en  1840,  dans  les  3Iémoires  de  la  Société  des 
Sciences  de  Lille,  un  tableau  graphique  qui  mérite  d'être  analysé,  tant  à  raison  de  son 
ori"inalité  propre  que  pour  les  conséquences  utiles  de  la  polémique  à  laquelle  cette 
publication  donna  lieu.  Davaine  avait  remarqué  que  le  triangle  CDO  (^g.  i2i), 
somme  de  l'aire  à  déterminer  et  du  triangle  constant  ABO,  est  la  moitié  du  parallé- 
logramme CODQ.  Se  fondant  sur  cette  propriété  connue  (G.  140),  que  les  parallèles 
aux  asvmptotes  d'une  hyperbole,  menées  par  un  point  quelconque  de  la  courbe, 
forment  avec  les  asymptotes  un  parallélogramme  d'aire  constante,  Davaine  avait  con- 
sidéré les  droites  CO,  CQ,  qui  se  coupent  sous  l'angle  constant  du  talus  et  de  la 
verticale,  comme  les  asymptotes  communes  à  une  suite  d'hyperboles  homothétiques. 
Ces  courbes  étaient  tracées  sur  une  même  table,  et  chacune  d'elles  portait  une  cote 
égale  à  la  différence  entre  la  moitié  de  l'aire  constante  du  parallélogramme  corres- 
pondant et  l'aire  constante  du  triangle  ABO.  En  d'autres  termes,  l'hyperbole  passant 

par  le  point  D  avait  pour  cote  l'aire  A  =  —  du  demi-profil  ABCD.  Le  point  D 

2y/  I  +  T* 
était  déterminé,   dans  chaque  cas,  par  la  droite  CD,  menée  de  l'origine  avec  l'incli- 
naison a, et  par  la  droite  QD  menée  du  point  Q,  tel  que  CQ  =  OD,  avec  l'inclinaison  t. 
On  entrait  donc  dans  cette  Tat)le,  comme  dans  les  précédentes,  par  la  cote  sur  l'axe 

CO 

et  par  la   déclivité.  La   largeur  d'emprise  CP  = »   projection    horizontale  de 

VH-t'^ 
l'abscisse  du  point  D,  était  aussi  donnée  par  la  simple  lecture  des  nombres  marqués 
sur  les  divisions  de  l'axe  CO.  L'usage  de  la  Table  pouvait  être  étendu  à  diverses 
largeurs  de  plate-forme,  pourvu  que  l'inclinaison  du  talus  restât  constante,  et  que  les 
chiffres  de  graduation  des  ordonnées  et  des  courbes  fussent,  pour  chaque  nouvelle 
largeur,  augmentés  ou  diminués  d'une  quantité  constante.  Mais  le  tracé  des  courbes 
présentait  des  difficultés;  l'obliquité  de  leurs  intersections  avec  les  droites  QD  ren- 
dait les  lectures  difficiles  dans  certaines  parties  de  la  figure  :  l'usage  de  la  Table  dans 
les  cas  ViBj)  et  DRr  exigeait  qu'on  eût  recours  à  des  constructions  supplémentaires 
et  à  des  calculs;  enfin,  l'inventeur  avait  cru  à  tort  que  la  Table  dressée  pour  un  cer- 
tain talus  servirait  pour  un  talus  différent,  sans  qu'il  lut  nécessaire  de  changer  les 
inclinaisons  et  les  cotes  des  droites  CD.  M.  Lalanne,  après  avoir  signalé  ces  divers 
inconvénients  {Examen  critique,  etc.,  Paris,  18Ó0),  a  soumis  la  Table  de  Davaine  à 
<leux  anamorphoses  successives.  La  première  a  donné  des  axes  rectangulaires  et  des 
hyperboles  équilatères;  la  seconde  a  transformé  ces  hyperboles  en  droites  parallèles, 
inclinées  à  45°  de  gauche  à  droite,  et  les  droites  convergentes  CD  en  droites  per- 
pendiculaires aux  précédentes.  (Voir  le  Tableau  résultant  de  celte  transformation 
dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  i85o,  i"  sem.,  pi.  CLXXVl).  Les  inconvé- 
nients de  la  Table  Davaine  étaient  ainsi  supprimés  et,  d'autre  part,  Vabaque  et  les 
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le  sens  négatif  OA'.  Les  cotes  sur  l'axe  h  fournissent  des  ordonnées  posi- 
tives OH  pour  le  déblai,  et  des  ordonnées  négatives  OH'  pour  le  remblai. 


tableaux  di-,  i8^3  se  trouvaient  très  heureusement  complétés  par  radjonction  d'un 
second  cours  d'obliques  parallèles.  {Notice  sur  les  procédés  de  calcul  employés  par  les 
ingénieurs  anglais  pour  la  rédaction  des  projets  de  chemins  de  fer,  avec  un  tableau 
graphique,  etc.,  i85i.  —  Tables  graphiques  dressées  en  i852  et  en  iSô:}  pour  les  com- 
pagnies des  chemins  de  fer  du  IVord  et  de  l'Est.  —  Instruction  pratique,  etc.,  avec  la 
Collection  de  huit  Tableaux  graphiques,  etc.,  juin  1879.  —  Quatre  Tableaux  pour  deux 
profils  spéciaux  des  chemins  de  fer  corses,  1880). 

Les  <4nn aies  des  Ponts  et  Chaussées  (1879,  2°  sem.,  p.  g5}  conliennent  un  Rapport 
de  M.  DE  FoL'RCï,  sur  la  comparaison  faite  par  M.  Ricour  de  diverses  méthodes  em- 
ployées pour  la  détermination  des  aires  des  promis  en  travers,  des  emprises  et  des  talus. 
L'étude  comparative  porte  sur  les  Tableaux  anamorphiques  de  i843  et  sur  de  nou- 
velles Tables  proposées  par  M.  Wovciecuowski.  La  conclusion  de  M.  Ricocr  est  que  la 
méthode  Lalanne  offre  le  double  avantage  de  donner  en  moins  de  temps  des  résultats 
plus  exacts  et  de  ne  pas  exiger  le  tracé  des  profils  en  travers.  Cette  conclusion  se 
rapporte  au  cas  où  la  pente  transversale  du  terrain  peut  être  considérée  comme  uni- 
forme. La  méthode  de  M.  WoyciEcnowsRi  mérite,  au  contraire,  d'être  recommandée, 
lorsque  le  profil  du  terrain  est  une  ligne  brisée.  Cette  méthode,  dite  de  la  ligne  com- 
pensatrice, a  été  l'objet  de  deux  publications  successives  :  l'une  dans  les  annales  des 
Ponts  et  Chaussées,  5°  série,  18741  2°  sem.,  p.  J92  {Note  sur  une  méthode  nouvelle 
pour  le  calcul  des  aires  de  déblai  et  de  remblai  dans  les  profils  en  travers,  proposée 
par  M.  IVorciechowski,  etc.),  l'autre,  beaucoup  plus  étendue,  dans  les  Annales  indus- 
trielles (livraisons  des  6.  i3,  20,  27  septembre,  f\,  26  octobre  et  i5  novembre  1874, 
26  septembre,  3  et  17  octobre  1875). 

On  trouve  aussi,  dans  les  Jnnales  des  Ponts  et  Chaussées  (1880,  1'  sem.,  p.  3o3),  une 
Note  de  M.  H.  Willotte  sur  la  détermination,  à  l'aide  de  Tableaux  graphiques,  des 
surfaces  des  profils  de  terrassements.  Le  Tableau  de  M.  Willotte  n'est  pas  sans  ana- 
logie avec  celui  de  Davaine,  bien  qu'il  soit  déduit,  comme  cas  particulier,  de  con- 
sidérations beaucoup  plus  générales.  Il  se  compose,  en  efl'et,  d'hyperboles  homothé- 
tiques,  qui  ont  pour  asymptotes  la  ligne  du  talus  OC  et  l'axe  du  profil  OD  {Jig.  122  ). 
Chacune  de  ces  courbes  est  l'enveloppe  des  droites  CD  qui  découpent  dans  le  demi- 
profil  des  aires  équivalentes  à  une  aire  donnée.  Les  valeurs  des  aires  sont  inscrites 
comme  cotes  sur  les  courbes  correspondantes.  On  réduit  le  Tableau  à  d'étroites  limites 
en  ne  traçant  de  chaque  courbe  que  le  petit  segment  qui  enveloppe  des  droites  CD  de 
déclivité  pratique.  Ce  Tableau  invariable  étant  gravé  d'avance  sur  un  nombre  suflisant 
de  feuilles,  en  même  temps  que  le  gabarit  du  demi-profil,  on  trace  sur  chacune  de  ces 
feuilles  plusieurs  positions  de  la  ligne  CD  déterminées  par  les  cotes  h  et  les  déclivités  a 
d'autant  de  profils  en  travers  consécutifs.  Ce  tracé  est  facilité  par  une  échelle  linéaire 
placée  sur  l'axe  et  par  une  échelle  angulaire,  formée  d'un  faisceau  concentrique  dont 
chaque  rayon  a  pour  cote  sa  déclivité.  Ce  faisceau  étant  gravé  sur  la  feuille,  à  proxi- 
mité du  Tableau,  on  trace  chaque  droite  CD  en  menant  à  l'équerre,  par  le  point  de 
l'axe  coté  h,  une  parallèle  au  rayon  du  faisceau  coté  a.  La  droite  CD  est,  d'après  la 
construction,  tangente,  soit  à  l'une  des  hyperboles  tracées,  soit  à  une  courbe  inter- 
médiaire. On  lit  directement,  dans  le  premier  cas,  et  par  interpolation  à  vue  dans  le 
second,  la  cote  de  la  courbe,  c'est-à-dire  l'aire  du  profil.  La  largeur  d'emprise  et  la 
longueur  du  talus  sont  lues  sur  deux  échelles  placées  à  droite  et  à  gauche  de  OC. 

Dans  une  Note  sur  la  généralisation  des   Tableaux  construits  d'après  la  méthode  de 
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Le  rectangle  MNPQ,  dont  le  plan  est  supposé  horizontal,  contient  donc  les 
pieds  de  toutes  les  ordonnées  verticales  qui  représentent  les  valeurs  des 
aires  A  correspondant  aux  valeurs  de  h  comprises  entre  0  et  ±  OH  et  aux 
valeurs  de  a  comprises  entre  O  et  dlOA.  Les  sommets  de  ces  ordonnées 
forment  la  limite  superficielle  du  stéréogramme  des  aires  dont  les  sections 
planes  horizontales,  projetées  sur  MNPQ,  donneraient  l'abaque  à  courbes 
paraboliques. 

On  voit  immédiatement  que  les  rectangles  partiels 

ON    )  ,  Dr, 

OP    f  donnent  respectivement  les  solutions  |  R/-  et  DRr, 

OM  [  qui  conviennent  aux  cas j  D/?  et  RD/>», 

OQ  )  (  Rp. 

Il  reste  à  décomposer  le  rectangle  OP  en  deux  parties,  correspondant 
respectivement  aux  cas  Rr  et  DRr  et  le  rectangle  OM  en  deux  parties,  cor- 
respondant aux  cas  D/?  et  RD/?.  Or  il  est  aisé  de  vérifier  que  si  d  est  la 
distance  de  l'axe  au  point  de  rencontre  de  la  plate-forme  et  de  la  ligne  du 

terrain,  on  a  //  =  xv.,  selon  que  d  =  a. 

La  première  condition  correspond  aux  cas  DRr  et  RD/>,  et  la  dernière 
aux  cas  R/'  et  D/>;  d'où  11  suit  que  la  droite  BB',  représentée  par  l'équation 
iiz=.rc/.,  sépare  les  trapèzes  OBPH'  et  OB' M  H,  correspondant  respecti- 
vement à  Rr  et  à  D/>',  des  triangles  OAB  et  OA'B',  correspondant  à  DRr 
et  RD/;.  On  a  ainsi  les  gabarits  primitifs  des  six  tableaux  que  nous  avons 
précédemment  décrits.  Les  quatre  premiers,  rectangulaires  ou  trapézoïdaux. 


M.  ÎVillotte  {^Annales  des  Ponts  et  Cliaitssées,  18S2,  2°  sem.,  p.  90),  M.  Dibret  propose 
l'emploi  d'un  rapporteur  trapézoïdal  transparent,  sur  lequel  on  a  tracé,  une  fois  pour 
toutes,  le  faisceau  de  droites  figurant  les  diverses  inclinaisons  du  terrain.  La  grande 
base  du  trapèze,  sur  laquelle  ces  inclinaisons  sont  cotées,  glisse  comme  le  bord  d'une 
équerrc  sur  une  règle  dont  le  bord  coïncide  avec  l'axe  coté  du  demi-profil.  On  arrête 
le  rapporteur  dans  la  position  qui  fait  passer  la  droite  d'inclinaison  a  par  le  point 
de  l'axe  coté  h  et  on  lit,  à  travers  le  transparent,  la  cote  de  la  courbe  tangente  à 
cette  droite,  sans  avoir  besoin  de  tracer  la  ligne  CD.  On  peut  ainsi  n'avoir  que  deux 
Tableaux,  l'un  pour  les  déblais,  l'autre  pour  les  remblais.  M.  Dibret  indique,  en 
outre,  certaines  dispositions  qui  permettraient  d'étendre  l'emploi  du  procédé  à 
d'autres  largeurs  de  plate-forme,  et  de  déterminer  les  aires  des  profils  mixtes  par  un 
simple  déplacement  du  rapporteur.  11  convient  de  rappeler  à  ce  propos  que  Cousinery 
avait  donné,  en  iSSg,  dans  le  Calcul  par  le  Trait,  la  description  d'une  règle  transpa- 
rente, au  moyen  de  laquelle  on  peut  obtenir,  par  une  mesure  linéaire,  la  superlicie 
d'un  triangle  ou  d'un  quadrilatère. 

Voir  enfin,  dans  les  Annales  des  Ponts  ei  Chaussées,  1884,  i"  sem.,  p.  211,  une 
Note  de  M.  Switkowski  Sur  un  procédé  (graphique)  de  détermination  expéditive  des 
surfaces,  emprises  et  talus  des  nrojlls  de  terrassements. 
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ont  subi  la  transformation  anamnrphique  ;  les  deux  derniers,  triangulaires, 
ont  donné  les  tableaux  supplémentaires  à  courbes  non  transformées  ('). 


19i.  Nous  avons  dit  plus  haut  comment  Y  abaque  primitif  et  les  tableaux 
graphiques  pour  le  calcul  des  terrassements  avaient  été  complétés  par  l'in- 
troduction d'un  second  cours  d'obliques  à  45".  Le  nouvel  abaque  complet, 
dont  \Ajig.  129  présente  une  réduction,  permet  de  suppléer  à  l'insuffisance 
des  tableaux  construits  en  vue  de  gabarits  spéciaux.  Il  peut  arriver,  par 
exemple,  que  la  forme  ou  la  nature  du  terrain  conduise  à  adopter  excep- 
tionnellement des  longueurs  de  plate-f(jrme  ou  des  déclivités  de  talus  qui 


1  2  3  456J89     1Û 

s'écartent  des  types  courants.   La  construction  de  tableaux  adaptés  à  ces 


(')  Dans  V Appendice  n"  4,  t.  I,  du  Cours  de  construction  de  Sgnnzin,  IM.  Lalanse 
avait  été  conduit,  par  la  considération  des  fossés  latéraux,  à  neuf  types  de  demi-profils 
et  à  neuf  formules  distinctes,  qui  déterminaient  la  décomposition  du  rectangle  MISTQ 
en  neuf  figures,  au  lieu  de  six.  Les  trois  figures  supplémentaires  étaient  déterminées 
par  une  droite  B'C,  représentée  par  l'équation  h  =  a'a  —  p,  dans  laquelle  a'  est  la 
distance  de  l'axe  au  pied  du  talus  extérieur  du  fossé  et  p  la  profondeur  du  même 
fossé.  Cette  droite  détachait  un  triangle  de  RD/i,  un  triangle  de  R/j  et  un  trapèze 
de  Rr.  On  avait  de  la  sorte,  au-dessous  de  BB',  six  régions  qui  se  réduisent  à  trois 
quand  on  cesse  d'introduire  les  fossés. 
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cas  particuliers  n'étant  pas  justifiée  par  l'application  rpi'on  en  pourrait 
faire  à  un  trop  petit  nombre  de  piofils,  il  est  j)lus  pratique  de  déterminer 
les  aires  au  moyen  de  labaque  complet.  On  remarque  en  effet  que,  grâce 
à  la  graduation  logarithmique  des  bords  du  cadre  et  des  diagonales,  la 
cote  z  de  l'oblique  MR  [fig.  i3o)  qui  passe  par  le  point  iM  de  la  verticale 


Fiff.   i3o. 


PM  et  de  riiorizontale  QM,  menées  respectivement  à  des  distances  de  l'ori- 
gine exprimées  par  AP  =  jr,  AQ  =  ;%  satisfait  numériquement  à  la  relation 


u 


^y 


On  voit  aussi  que  la  cote  t  de  l'oblique  inverse  MC,   qui  passe  par  le 
point  M,  est  liée  à  x  ^\'ì^  y  par  la  relation 


(2, 


?  =  -> 

y 


d'où      z  =2 


Or  les  aires  de  déblai  et  de  remblai  étant  données  par  la  relation  (A)  du 
n"  191,  il  suffira  de  suivre  sur  l'abaque  de  \<x /îg.  129  l'oblique  de  direc- 
tion MR  cotée  2(T±a),  jusqu'à  la  rencontre  de  l'horizontale  cotée  (vrdr//, 
/ t_  7  \i 

pour  lire  la  valeur  de  ■ — -^-^^ — —  sur  l'oblique  inverse  de  direction  MC  qui 

2(Td=a) 

passe  par  le  point  de  rencontre.  Retranchant   la  constante  C  =  — ^  »  on 
aura  l'aire  cherchée  A  (M. 


(')  Vabaqite  complet  permet,  en  général,  de  déterminer,  au  moyen  des  relations 
i)  ^'^  (2)  ci-dessus,  deux   quelconques  des   quatre  quantités  T,y,  s,  t,  en  fonctions 
des  deux  autres.  Il  en  résulte,  pour  chacune  des  quatre  (juantités,  trois  expressions 
diiïérentes,   qui  correspondent  à  sept  opérations  distinctes.    Chacune  de  ces   opéra- 
tions n'exige  (pie  la  lecture  d'une  cote  relative  aux  deux  données  de  la  question. 
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IV.  —  Profilomètre  de  M.  Siégler  i  '  i. 
195.  Si,  dans  la  relation     X)  du  n"  191,  on  fait 

(t-  T 

)  2(T±a)=.r,      ax±li^y,      AH 


on  a 


*79 


Sur  les  directions  OX,  0\,  OZ  de  deux  axes  rectangulaires '/";'.  i3i) 

Fig.    1.3  r. 


on  marc[ue  respectivement  des  sii't^cs  do  points  M,  \,  P.  dont  IfS  distancfs 

(')  Voir  Siégler,  Note  sur  un  procédé  rapide  de  détermination  des  surfaces  de  pro- 
mis en  traders,  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées.  Paris,  iSSi,  i'"'  sein.,  p.  98. — 
Léon  Dlrasd-Claye,  Note  sur  l'évaluation  des  surfaces  de  déblai  et  de  remblai,  d'après 
les  indications  de  JI.  d'Ocagne,  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées.  Paris,  i883, 
i"'  sem.,  p.  4o2. 
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à  l'origine  représentent,  à  l'échelle  adoj)tée,  des  suites  de  valeurs  des  va- 
riables X,  j,  z.  On  inscrit  aux  points  de  division  M,  N,  P,  non  les  valeurs 
de  .r,  r,  3  qui  les  déterminent  graphi(iuenient,  mais  les  valeurs  numé- 
riques respectivement  correspondantes  des  variables  «,  h.  A,  déduites  des 
trois  équations  (i).  On  obtient  la  valeur  OP  de  z  et,  conséquemment,  la 
valeur  de  l'aire  A  qui  correspond  à  .r  =  OM,  j  =  ON;  en  plaçant  au  point 
N  le  sommet  d'une  équerre  MNP,  dont  l'un  des  côtés  coïncide  avec  MN.  On 
a  en  effet 


OP 


ÔM 


J 


Les  quantités  2t,  «t,  étant  constantes  lorsque  tous  les  profils  ont 

même  largeur  de  plate-forme  et  même  inclinaison  de  talus,  on   arrive  aux 
mêmes  graduations  des  axes  en  déterminant  d'abord  les  points  OijOo,  O3,  tels 

que  OOi  =  iT,   00-2  =:  nz,   OOj^: et  en  prenant  ensuite  les  sommets 

du  triangle  des  constantes,  OjOjOj,  comme  origines  respectives  des  valeurs 


Y 

F 

g.    l32. 

rS 

.5. 

.3 

.2 

.1 
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0.30 
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( 

>2 

0| 

de  2a,  //  et  A.  L'aire  cherchée,  A  ^  O3P,  est  alors  directement  donnée  par 
la  figure. 

-  varie  ordinairement  quand  on  j)asse  du  déblai  au  remblai.  Si  donc 
OO2  représente  la  constante  m  dans  le  j)remier  cas,  un  autre  segment  OOj 
la  représentera  dans  le  second  cas.  On  mène  en  conséquence,  par  le  point 
O2,  parallèlement  àZX  (/%■.  iSa),  un  second  axe  O2D  sur  lequel  on  porte, 
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en  même  temps  que  les  origines  O,,  O3,  les  graduations  de  2a  et  de  A  qui 
correspondent  aux  demi-j)rofils  entièrement  en  di'blais.  Ce  second  axe  sert 
à  déterminer  les  aires  dans  les  casD^  et  D^  (185). 

De  même,  un  troisième  axe  0!,R,  mené  par  le  point  0.,  parallèlement  à 
ZX,  porte  les  origines  O'j ,  O'j  et  les  graduations  de  ic/.  et  de  A  dans  les  cas 
Rr  et  R/)  des  demi-profils  en  remblai. 

Quant  au  cas  DRretRDy^  des  profils  mixtes,  on  observe  que,  pour 
Taire  de  remblai  à  l'axe  dans  le  premier  et  pour  l'aire  de  déblai  à  l'axe  dans 
le  second,  la  relation  (Â')  se  réduit  à 

Ir 


Les  constantes  sont  par  conséquent  nulles  et  les  trois  origines  Oi,  Oo,  Oj 
se  confondent  avec  l'origine  primitive  0,  située  sur  l'axe  ZX  qui  sert  à 
déterminer,  dans  l'un  ou  l'autre  cas,  les  aires  partielles  Ai-  On  déterminera 
enfin  sur  l'axe  O^D  l'aire  de  déblai  au  talus  dans  le  cas  de  DRr,  et  sur 
l'axe  O!,  D  l'aire  de  remblai  au  talus  dans  le  cas  RD/?. 

Cette  distribution  des  écbelles  et  des  origines  entre  trois  axes  horizon- 
taux a  permis  de  porter  les  aires  et  les  cotes  sur  l'axe  dans  les  mêmes  di- 
rections respectives,  contrairement  à  la  convention  sur  les  signes  des  seg- 
ments. Quant  aux  déclivités,  on  les  porte  sur  l'axe  D,  à  partir  de  l'origine 
Oj,  à  gauche  pour  les  rampes,  à  droite  pour  les  pentes,  et  inversement  sur 
l'axe  R,  à  partir  de  l'origine  O', ,  à  gauche  pour  les  pentes,  à  droite  pour 
les  rampes.  La  graduation  unique  de  ZX,  dans  la  direction  OX,  marque 
des  pentes  ou  des  rampes  selon  que  l'échelle  tracée  sur  le  même  axe,  dans 
la  direction  OZ,  marque  des  aires  de  déblai  (cas  RDyj)  ou  de  remblai  [cas 
DRr). 

L'épure  est  d'un  usage  plus  facile  quand  on  adopte  des  échelles  diffé- 
rentes pour  chacune  des  trois  variables  x,y,  z\  mais,  pour  que  la  déforma- 
tion qui  en  résulte  n'altère  pas  les  rapports  graphiques  sur  lesquels  le 
])rocédé  repose,  il  faut  que  les  trois  échelles  soient  liées  entre  elles  par  la 
relation  (2)  qui  existe  entre  les  trois  variables.  Pour  étendre  l'usage  de 
l'épure  à  un  autre  ty|)e  de  profils,  il  faudrait  tracer  deux  nouveaux  axes 
horizontaux  dont  les  distances  OO2,  00\  à  l'origine  ])rimitive  seraient 
données  par  les  constantes  a  et  -  du  nouveau  type.  Il  est  d'ailleurs  évident 
que  la  relation  graphique  établie  par  le  triangle  rectangle  jMNP  entre  les 
trois  variables  a,  A  et  A  permet  de  déterminer  l'une  quelconque  de  ces 
quantités  en  fonction  des  deux  autres.  On  pourra,  par  exemple,  transformer 
xm  profil  donné  d'aire  A  en  un  autre  équivalent,  étant  donnée  la  déclivité  a 
ou  la  cote  h  du  nouveau  profil. 
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196.  L'un  des  avantages  de  la  méthode  étant  de  n'avoir  pas  à  dessiner 
les  profils,  il  faut  que  la  demi-largeur  d'emprise  puisse  être  aussi  mesurée 
sur  l'épure. 

Cette  demi-largour  a  j)our  expression  (  18o)  e  =  — — — •>  et,  d  apies  les 

relations  (i)  du  n"  195,  on  a  [fig.  i3i) 

"~  -^'^  --^■]_--^9^--^  tancOMN  =  i  lanL'ONP  =  EF, 


OM 

F  étant  l'intersection  de   ON  et  de  la  pdrallèle  à  MN  menée  à  la  distance 
INE  =  2. 

On  lira  donc  e  sur  l'échelle  EF,  convenablement  graduée,  d'une  équerre 
transparente  ou  évidée.  On  iem|)lace  ordinairement  cette  échelle  par  une 
autre,  inclinée  à  45°  sur  les  côtés  de  l'équerre. 

On  pourra  mesurer  la  longueur  /  du  talus  en  menant  ])ar  le  point  F 
la  parallèle  à  NP  jusqu'à  la  l'encontre  en  Pi  de  la  droite  invariable  CxR,  dé- 
terminée ]iar  la  double  condition   que  GE  =  a  et  que  r  ;=^  tangFGR. 

On  a,  en  effet, 

GPv=  [e  —  a)^\  +T-=/. 

197.  L'inconvénient  de  la  disposition  précédente  consiste  dans  la  difli- 
culté  de  placer  bien  exactement  le  sommet  de  l'équerre  au  point  N.  On 
obtient  des  résultats  jilus  approchés  en  substituant,  comme  l'a  proposé 
M.  d'Ocagne,  la  jKirallèle  N' P'  à  la  pei-pendiculaire  NP.  L'échelle  des  z  est 
alors  reportée  en  prolongement  de  OY,  suivant  OP',  et  l'on  réjìète  à  sa 
place  l'échelle  des  r  sur  OP.  Si,  dans  ces  conditions,  on  fait  glisser  l'un  des 
bords  d'une  équerre  ordinaire  de  la  position  MN,  lésultant  des  données  a 
et//,  à  la  position  parallèle  N'P',  telle  que  ON' =  ON,  on  a  immédiate- 
ment 

ON'.  ON         }- 


OP': 


031  X 


en  sorte  que  la  valeur  de  z  est  donnée  |)ar  la  cote  de  graduation  du  point 
P'. 
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CHAPITRE  VIII. 

OPÉRATIONS  GRAPHIQUES  SUR  LES  AIRES 


EiCLiDis,  Qnœ  mpersnnt  omnia,  Oxoniœ,  MDCCIII,  p.  067-68^.  —  Leonardo  Pisano, 
Practica  Geometriœ,  Roma,  i8Ga,  p.  iio-i.'|8.  —  K.  von  Ott,  Das  graphische  Rechneii 
und  die  graphische  Statik.  Vierte  Auflage.  Erster  Theil.  Prag,  1879,  §  11-13.  — 
J.  Wenck,  Die  graphische  Arithmetik  und  ihre  Aiiweiidungen  aiif  die  Geometrie, 
Berlin,  1879,  VII-IX  Abschn. 

I.  —  Position  du  problème. 

198.  On  a  vu  que  les  opérations  à  effectuer  sur  les  aires  com- 
portent des  réductions  préalables  qui  permettent  de  substituer  à 
ces  aires  des  seg'ments  de  droites  (87).  Mais  quand  il  s'agit  de  re- 


(')  Proclus,  dans  son  Commentaire  sur  le  premier  livre  dos  Eléments  (Procli 
DiADOcHi  Lycii,  etc.  In  priniuni  Euclidis  Elementoriim  lihrum  Commentar iiim,  etc.,  a 
Francisco  Barocio,  etc.  Patavii,  i56o,  p.  4o),  cite,  parmi  les  écrits  mathématiques 
d'EccLiDE  parvenus  jusqu'à  lui,  un  Traité  de  la  division  des  aires  :  Itemqite  de  diA- 
sionibus  liber.  11  ajoute,  à  propos  d"une  question  spéciale  traitée  dans  ce  livre  :  «  Cir- 
culas namque  et  rectilineorum  quodlibct  in  ratione  dissimiles  dividi  potest  figuras. 
Quod  et  ipse  Euclides  in  divisionibus  pertraclat,  aliam  quidem  figurarum  in  similes 
datas  figuras,  aliam  vero  in  dissimiles  dividens.  »  D'après  Procli's,  le  livre  d'ELXUDE 
avait  pour  titre  :  Espi  StxipÉo'cwv  P'.êXiov.  Ces  indications,  et  quelques  autres  obser- 
vations du  môme  commentateur,  permettent  de  penser  que  le  Traité  de  la  division 
des  aires  était  composé  d'une  suite  de  problèmes  recueillis  pour  servir  d'exercices 
aux  élèves  du  Géomètre  grec  et  pour  être  mis  en  pratique  dans  les  applications  de  la 
Géométrie.  Après  Proclcs,  le  livre  d'EucLiUE  tomba  pour  longtemps  en  oubli,  et  c'est 
seulement  dans  la  seconde  moitié  du  xvi"  siècle  que  l'attention  des  géomètres  d'Oc- 
cident fut  ramenée  sur  un  sujet  dont  les  origines  sont  si  anciennes.  Les  questions 
traitées  dans  le  Livre  de  la  division  des  aires  furent  cependant  connues  en  Italie  au 
commencement  du  xni°  siècle.  On  en  trouve  des  traces  évidentes  dans  la  Practica 
Geometriœ  de  Léonard  de  Pise.  On  sait,  du  reste,  que  ce  savant  puisa  sa  culture  ma- 
thématique aux  sources  arabes,  et  c'est  précisément  aux  Arabes  que  nous  devons  tout 
ce  qui  a  pu  être  retrouvé  de  l'ancien  Traité  grec.  Ce  Traité  fut  mentionné  pour  la 
première  fois  en  Occident,  vers  1570.  John  Dee  venait  de  découvrir  un  petit  livre  sur 
la  division  des  aires  qui  portait  en  tête  le  nom  de  Mahomet  Bagdadin,  géomètre  du 
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présenter,  au  moyen  de  certaines  figures  déterminées,  les  sommes, 
les  différences,  les  nniltiples  ou  les  sous-miilliples  d'aires  données, 


x"  siècle.  Il  en  publia,  avec  la  collaboration  de  Feof.rico  Commandino,  une  traduction 
latine,  précédée  d'une  Introduction  dans  laquelle  il  exprimait  certains  doutes  sur  le 
point  de  savoir  si  le  Traité  attribué  à  Bagoadin  n'était  pas  précisément  le  Ilsfit  ôixt- 
p£7£wv  p'.6)v{ov  d'EuCLiDE.  FEDERICO  CoMMAXDiNo  ajouta  à  la  traduction  en  la  publiant, 
ainsi  qu'il  résulte  du  titre  même  :  De  superficierum  divisionibus  liber  Mahometo 
'  Jiagdedino  ascriptus  nuiic  primuni  Joannis  Dee  Londineiisis  et  Federici  Commandini 
Urbinati.'!  in  lucem  éditas.  Federici  Commandini  de  eadem  re  Ubellus,  Pisauri,  MDLXX. 
FiiLVio  ViAsi  traduisit  le  Traité  en  italien  dans  le  courant  de  la  même  année. 

Dee  ne  connaissait  probablement  pas  le  second  passage  de  Proclcs,  cilé  plus  haut, 
quiind  il  publia  le  Traité  qu'il  avait  eu  la  bonne  fortune  de  découvrir.  La  connais- 
sance de  ce  passage  le  fortifia  plus  tard  dans  l'opinion  qu'il  avait  d'abord  timide- 
ment exprimée,  et  il  écrivit  de  sa  main  sur  l'exemplaire  de  Pkocles  qu'il  possédait 
et  en  regard  du  même  passage  :  «  Clarum  hinc  esse  potest  Librum  illuni,  sive  frag- 
mentum,  de  Divisionibus  superficierum,  quem  nos  cum  Mathematici  excellentissimo 
D.  Federico  Commandino  reliquimus,  anno  i563  ipsius  Euclidis  fuisse;  quod  tum 
conjiciebamus  quidem,  aliis  argumentis  adducti,  hujus  loci  immemores.  » 

Cette  opinion  de  Dee  ne  fut  pas  admise  sans  contestation  par  les  savants.  Sir  Henry 
Savile  {Prœlectiones  tresdecim  in principium  elementorum  Euclidis  Oxoince  habitœ^  \Qio, 
Oxoniœ,  1621,  p.  17)  allégua,  pour  la  combattre,  qu'on  ne  pouvait  attribuer  à  Euclide 
un  Traité  entaché  de  plusieurs  inexactitudes  et  dans  lequel  ne  figuraient  pas  les 
propositions  mentionnées  explicitement  par  Proclus  comme  se  rapportant  à  la  divi- 
sion du  cercle  et  à  celle  des  figures  semblables  ou  dissemblables.  En  dépit  de  ces 
objections  et  de  quelques  autres,  Gregory  inséra,  dans  son  édition  des  OEuvres 
d'EucLiOE,  le  Traité  précédemment  publié  par  Dee  et  par  Commasdin  (ErKAEIAOY 
TA  SQZOMENA,  Euclidis  quœ  supersunt  omnia.  Ex  recensione  Davidis  Gregorii, 
Oxoniœ,  mucchi,  p.  6G7-684).  Gregory  écrivait  à  ce  propos  {Op.  cit.,  p.  lo-ii  de  la 
Préface)  :  Quod  et  raro  admodum  reperitur,  et  Euclidem  auctorem  magis  sapiat  quam 
optica  et  catoptrica  pro  ejusdem  Libris  habitœ;  »  et  il  ajoutait  :  «  lUum  latine  tan- 
tum exhibemus:  grœce  enim,  quod  sciamus,  nullibi  reperitur.  » 

Le  Traité  d'EucLiDE  sur  la  division  des  aires  est  tombé  depuis  dans  un  oubli  presque 
complet.  Les  historiens  des  Mathématiques  n'en  ont  parlé,  jusqu'à  ces  derniers  temps, 
que  d'après  les  sources  anciennes  déjà  citées  et  sans  faire  avancer  la  question  par 
aucune  recherche  nouvelle.  On  trouve  cependant,  de  loin  en  loin,  dans  les  Traités 
de  Géométrie  plane  et,  plus  particulièrement,  dans  les  Traités  de  Géométrie  pratique, 
quelques  propositions  évidemment  empruntées  au  Livre  plus  ou  moins  authentique 
d  Euclide.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'en  suivre  les  traces  par  le  menu,  quelque  intéres- 
sante d'ailleurs  que  puisse  être  cette  recherche  pour  l'histoire  de  la  Science.  Nous 
préférons  parler  des  travaux  que  François  Wo^pcke  a  publiés  tout  récemment  sur  le 
môme  sujet. 

Ce  savant,  aussi  profond  orientaliste  qu'habile  mathématicien,  a  découvert  dans  le 
manuscrit  n"  952,  îi  (supplément  arabe  de  la  Bibliothèque  Nationale),  un  fragment  qui 
remonte  à  l'an  980  et  qui  contient  une  traduction  du  Traité  d'EucLioE.  Le  géomètre 
grec  y  est  explicitement  désigné  comme  auteur  de  ce  Traité  [Woepcke,  Notice  sur 
des  traductions  arabes  de  deux  ouvrages  perdus  d'Euclide;  Journal  asiatique,  '("série, 
t.  XVIII,  p,  218,  219,  228-247.  Paris,  MDCCCLI].  Le  fragment  découvert  par  Woepcke 
diflère  beaucoup  de  celui  que  Dee  et  Commandi.n  avaient  antérieurement  publié.  Il  ne 


SOMME    OU   DIFFÉRENCE    DES   AIRES.  285 

OU  encore  de  diviser  une  aire  suivant  certaines  règles  indiquées, 
et  de  telle  façon  que  les  figures  obtenues  satisfassent  à  des  condi- 
tions déterminées^   on  doit  recourir  à  des  procédés  spéciaux,  gé- 

contient  malheureusement,  à  (juatre  exceptions  jirès,  que  les  énoncés  de  trente-six 
propositions  «  dont  les  démonstrations  sont  faciles  »,  fait  observer,  en  terminant,  l'au- 
teur du  manuscrit.  Quelques-unes  de  ces  propositions  se  rapportent  au  sujet  que 
Proclus  indiquait  en  ces  termes  :  a  Circulus  namque  et  rectilineorum  quodiibet  in 
ratione  dissiniiles  dividi  potest  figuras.  »  Nous  avons  vu  que  Savile  se  fonde  sur  ce 
qu'elles  ne  sont  pas  contenues  dans  la  version  Dee-Commandin  pour  contester  l'au- 
thenticité de  cette  version.  Wofpcke  a  trouvé  depuis  de  nouveaux  documents  pour 
la  restitution  du  Traité  d'EccLiDE  dans  un  recueil  de  constructions  géométriques 
d'ABOUL  Wefa,  qui  fait  partie  du  manuscrit  persan  n°  1G9  (Ancien  fonds  de  la  Biblio- 
thèque Nationale).  Quelques-unes  de  ces  constructions,  relatives  à  la  division  des 
figures  planes,  paraissent  directement  empruntées  au  géomètre  grec  [Recherches  sur 
l'histoire  des  Sciences  mathématiques  chez  les  Orientaux,  d'après  des  Traités  inédits 
arabes  et  persans.  Analyse  et  extrait  d'un  recueil  de  constructions  géométriques 
d' Abolit  Wefâ,  par  iM.  F.  Woepcre.  Paris,  MDCCCLV.  Extrait  n"  2  de  l'année  i855  du 
Journal  asiatique,  p.  3,  60-82). 

Peu  de  temps  après  cette  découverte,  la  munificence  du  prince  Baltfiazar  Bon- 
COMPAGM  mettait  à  la  disposition  des  savants  l'ouvrage  de  Léonard  de  Pise,  dont  nous 
avons  déjà  parlé  incidemment  (5c/-/^f/  di  Leonardo,  Pisano  matematico  del  secolo  de- 
cimoterzo, voi.  II,  Leonardi  Pisani  Practica  Geometrice  et  opusculi.  Roma,  1862, 
p.  I  lo-i^S).  Cet  Ouvrage  contient,  sous  le  litre  de  Distinctio  quarta  de  divisione  cam 
porum  inter  consortes,  un  exposé  très  complet  de  la  division  des  figures  planes,  dont 
une  purtie  au  moins  a  été,  sans  aucun  doute,  puisée  aux  sources  arabes.  Lcca  Pacioli 
a  très  probablement  fait  usage  des  travaux  de  Léonard  quand  il  a  traité  de  questions 
analoijues  dans  la  Distinctio  quinta  de  son  Tractatus  Geometriœ.  Les  OEuvres  de 
Léonard  de  Pise  étant  de  publication  récente,  on  s'explique  aisément  que  son  Traité 
n'ait  pas  été  mentionné  par  les  historiens  des  Mathématiques  qui  se  sont  occupés 
de  la  division  des  aires;  mais  il  est  plus  difticile  de  comprendre  que  personne  n'ait 
pensé  au  Traité  de  Pacioli.  dont  deux  éditions  ont  été  publiées,  l'une  en  1^94,  l'autre 
en  1023. 

Une  restitution  du  livre  d'ErcLiDE  sur  la  division  des  figures  planes  a  été  tentée  par 
le  professeur  L.  F.  Ofterdinger  {Beitràge  zur  TViederherstellung  der  Schrift  des  Eu- 
clides  iiber  die  Tkeihing  der  Figuren.  Ulm,   i853.) 

Chasles  écrit,  à  propos  du  Traité  de  Mahomet  Bacdadin  :  •  ÎS'ous  sommes  tout  à  fait 
porté  à  attribuer  l'ouvrage  à  un  géomètre  grec,  à  Euclide,  si  l'on  veut  (puisque  Procll's 
cite  de  lui  un  Traité  de  Divisionibus);  car  il  ressemble  parfaitement  par  sa  forme  et 
par  la  pureté  du  style  géométrique  aux  Ouvrages  des  Grecs,  et  nullement  à  ceux  des 
Arabes,  qui,  alliant  la  science  des  premiers  à  celle  des  Hindous,  avaient  introduit  le 
calcul  algébrique  dans  leur  Géométrie  et  démontraient  leurs  propositions  les  plus 
générales  sur  des  données  numériques,  et  non  pas  dans  l'état  de  généralité  et  d'abs- 
traction que  présentent  celles  du  Traité  en  question.  Ajoutons  que  les  Grecs  avaient 
écrit  sur  la  Géodésie  dans  les  premiers  temps  de  l'école  d'Alexandrie,  comme  nous 
le  voyons  par  un  Ouvrage  de  Héron  r.\ncien,  mis  au  jour  par  M.  Venturi,  et  que,  s'ils 
n'avaient  pas  eu  leur  Traité  De  divisionibus  superjicierum,  c'eût  été  une  lacune  que 
ne  peut  faire  supposer  la  perfection  qu'ils  donnaient  à  leurs  Ouvrages.  »  [Aperça 
historique,  etc.,  Paris,  1876,  p.  497-) 
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néralement  assez  simples,    et  qui  reposent  souvent   sur  la  seule 
géométrie  des  anciens. 

Nous  nous  bornons  à  résoudre  quelques-uns  des  problèmes  les 
plus  généraux.  On  en  déduira  la  marcile  à  suivre  dans  un  grand 
nombre  de  cas  particuliers. 

II.  —  Somme  ou  différence  des  aires. 

199.  Construire  un  carré  équivalent  à  la  somme  ou  à  la  dif- 
férence de  deux  carrés  donnés. 

Soient  rt,  b  les  côtés  des  carrés  donnés,  x  le  côté  du  carré 
équivalent  à  leur  somme  ou  à  leur  différence.  On  a 


\a- 


b-\ 


X  est  donc,  selon  qu'il  s'agit  de  la  somme  ou  de  la  différence, 
l'hypoténuse  du  triangle  rectangle  qui  a  pour  côtés  de  l'angle 
droit  a  et  b^  ou  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  du  triangle  rectangle 
dont  a  ei  b  sont  respectivement  l'hypoténuse  et  le  second  côté. 


200.    Construire  un  carré  ér/uivalafit  h  la  somme  de  plusieurs 
carrés  donnés. 

Soient  a,  b,  c,  d,  . .  .  les  côtés  des  carrés  donnés,  x  le  côté  du 
carré  cherché.  On  a 


Fig.   i33. 


x^  =  n^  -h  b' -Ì-  c- -]- d- -^ 
On  construit  successivement 


A  cet  effet,  on  élève  {fig-   i33)   une  per- 
pendiculaire OB  =  b  à  l'origine  O  d'un  seg- 
ment OA=^i;   on  joint  BA  =  j  j   on  élève  BC  =  c  perpendicu- 
laire sur  BA;  on  joint  CA  =  z;  on  élève  CD  =  d  perpendiculaire 
sur  CA;   on  joint  DA  =  w,  et  ainsi  de  suite.  Si  les  données  du 
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problème   se   trouvaient  réduites  aux   quatre  premiers  carrés,    le 
côté  du  carré  équivalent  à  leur  somme  serait  iv  =  jc  ou  D.\. 

20'J .   Déterviinev  le  rajon  d'an  cercle  éijuivalent  à  la  somme 
ou  à  la  diff'éi'ence  de  deux  cercles  donnés. 

Soient   ;-,,   /'o   les    rayons    des    cercles  donnés,  x  le   ravon   du 
cercle  à  déterminer.  On  a 


f  ,-2  -h  ,-2  1 

V    1  —  '  -'  ;  » 


et,  par  suite, 


.r  =  ^/r]±rl. 


double  formule  dont  nous  venons  d'indiquer  la  construction. 

On  détermine,  par  une  construction  analogue  à  celle  du  nu- 
méro précédent,  le  rayon  d'un  cercle  équivalent  à  un  nombre 
quelconque  de  cercles  donnés. 

202.  Conslruire  sur  une  base  donnée  un  rectangle  équivalent 
à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  rectangles  donnés. 

Soient  A,,  I12  les  hauteurs  des  rectangles  qu'on  obtient  en  ré- 
duisant les  rectangles  donnés  à  la  base  donnée  b  (89).  On  a 

La  construction  ne  présente  pas  plus  de  difficulté  quand  les  rec- 
tangles donnés  sont  en  nombre  quelconque. 

203.  Construire  une  ellipse  écjuivalente  à  la  somme  ou  à  la 
différence  de  deux  ellipses  données. 

Soient  rt,  et  b^,  a^  et  b-2  les  demi-axes  des  ellipses  données, 
X  ety  les  demi-axes  de  l'ellipse  cherchée.  Il  s'agit  de  construire 
l'équation 

ou 

cest-à-dire  de  déterminer  les  côtés  d'un  rectangle  équivalent  à  la 
somme  ou   à  la  différence  de  deux  autres.   On  procédera  comme 
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au  numéro   précédent,  après  s'être  donné  arbitrairement  Tiin  ou 
l'autre  des  demi-axes  x  et  j'. 

204.    Construire  sur  une  hase  donnée  un  triangle  e(/uii'alent  à 
la  somme  ou  à  la  difjérence  de  deux  triangles  donnés. 

Soit  h  la  base  donnée  et  soient  ^,,  Z>o  les  bases,  //,,  //o  les  hau- 
teurs des  triangles  donnés.  On  transforme  (87)  ces  triangles  en 
deux  autres  équivalents,  avant  pour  base  b. 
La  hauteur  du  triangle  à  construire  est 
égale  ta  la  somme  ou  à  la  différence,  a:)dr  0^2, 
des  hauteurs  des  triangles  transformés. 

On  effectue   la  construction  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Sur  run  des  côtés  d'un  angle  quelcon- 
que 0[fig.  i34)onporteOB  =  Z>,  OB,  =  è,, 
060=^2;  sur  l'autre  côté  du  même  angle  on  porte  0H,  =  /?, , 
OH2=  /'o-  Les  parallèles  menées  à  BH,  par  le  point  B,  et  à  BH2 
par  le  point  B^,  coupent  OH,,  respectivement,  aux  points  X,^ 
Xo,  et  l'on  a 

OXi  =  j:i,      0X0=  ./-g. 

La  construction  donne,  en  effet, 


d'où 
et 

d'où 

Mais  on  doit  avoir 

et,  par  suite, 


OB 

OBi 

OU,  ~~ 

=  0X.' 

b.rr- 

=  b,h, 

OB 

OB-, 

OH, 

~ox/ 

h.r,-- 

=  b,b,. 

h 

x  =  b 

i/ii±bji, 

On  construit  avec  la  même  facilité  un  triangle  de  base  donnée, 
équivalent  à  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  triangles 
donnés. 
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205.  Dans  chacun  des  exemples  qui  précèdent,  les  aires  données 
et  celle  qu'on  détermine  par  voie  d'addition  ou  de  soustraction, 
sont  de  même  forme  géométrique;  mais  le  procédé  ne  comporte 
aucune  modification  essentielle  quand  on  se  propose  d'obtenir 
comme  résultat  une  aire  qui  ne  soit  pas  de  même  forme  que  les 
aires  données.  Lorsque  les  aires  dont  on  cherche  la  somme  ou  la 
dillérence  sont  elles-mêmes  des  figures  d'espèces  diverses,  on 
commence  par  transformer  géométriquement  une  ou  plusieurs  de 
ces  figures,  de  façon  à  les  ramener  toutes_à  uûe  xaême  £gj:me..  On 
opère  ensuite  suivant  les  règles  précédemment  exposées. 

III.  —  Multiplication  des  aires. 

206.  ConsLruire  un  cairé  niulliple  d'an  carré  donné. 

Soit   a  le  côté  du    carré  donné,  x  le  côté  F'g-  '35. 

du  carré  cherché,  n  le  multiplicateur.  On  a 


DB  {fig-  i35)  étant  la  diagonale  du  carré 
donné  ABCD,  on  a 


DE,  EF,  .  .  .  étant  des  segments  de  longueur  a,  respectivement 
perpendiculaires  à  DB,  EB,  .  .  . ,  on  a  successivement 

FB    =xa-. 


207.    Constiuire  un  cercle  niulliple  d\in  cercle  donné. 

r  étant  le  rayon  du  cercle  donné,  x  celui  du  cercle  cherché,  n  le 


multiplicateur,  on  a 

On  est  ainsi  ramené  à  la  construction  précédente. 
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208.  Construiie  un  rectangle  de  hase  donnée  équwalenl  à  un 
certain  multiple  d' un  rectangle  donné. 

Soient  b  et  h  la  base  et  la  hauteur  du  rectangle  donné,  h^   et  ,r 
la  base  et  la  hauteur  du  rectangle  cherché.  On  a 

b ^.r:  z::^  n  .  bh  =z  iib  .  h  ^  h . nh  ; 

d'où  les  proportions 

6[         nh  6,         b 

h  X  nh        x 

(juc  Ton  a  appris  à  construire  de  diverses  manières. 

209.  Construire  une  ellipse,  do/it  un  demi-axe  est  donné,  équi- 
^alente  au  multiple  d'une  ellipse  donnée. 

Soient  a  eV  b  les  demi-axes  de  l'ellipse  donnée,  a^  et  x  les  demi- 
axes  de  l'ellipse  chei'chée.  On  a 

Tia^x  =1:  iir.ab, 
«j  X  =  na  .bz^a.  nb, 

expression  c[ue  l'on  sait  construire. 

210.  Construire  sur  une  base  doiinée  un  triangle  é<piiv aient  au 
multiple  d'un  triangle  donné. 

Soient  b  et  h  la  base  et  la  hauteur  du  triangle  donné,  b^  et  x  la 
base  et  la  hauteur  du  triangle  chcrciié.  On  a 

b^.r:  bh 

=:  «  .  — , 

2  2 

b^'x  =  nb  .  Il  :=:  b  .nh. 

211.  Construire  une  figure  étiuiucdente  à  un   multiple  d'un 
polygone  régulier  quelconque. 

On  Itimene  ce  cas  au  ])récédent  par  la  transformation  du  poly- 
gone donné  en  un  triangle  équivalent. 

212.  Construire  une  figure  semblable  à  une  figure  donnée  et 
éqiuvalenle  à  un  multiple  de  celle-ci. 

Soient  A,  Taire  de  la  figure  donnée,  «,  un  côté,  un  rayon  ou 
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un  axe  de  celle  figure,  Ao  l'aire,  double  de  Ai,  d'une  figure  sem- 
blable à  A,,  «2  le  côté,  le  rayon  ou  l'axe  de  Ao,  homologue  à  «,. 
Les  aires   des  figures  semblables  élanl  enlre  elles  comme  les 
carrés  des  côlés  homologues,  on  a 


A, 


d'oi 


Soient  A:,  =  3  Ai  une  nouvelle  figure  semblable  à  A|,  el  a-i  le 
côté  de  A3  homologue  art,.  On  a  de  même 


doù 


A, 

A3 


3  a'. 


En  général,  a,t  étant  l'homologue  dert,  dansunefigure  A,^  =  //A, , 


On  déterminera  successivement  Un,  «3,  .  .  . ,  a„  par  le  procédé 
graphique  du  n°  206. 


IV.  —  Division  des  aires. 


213.  Dii'isei-  l'aire  cViui  t/iangle,  au  moyen  de  rayons  issus 
d' un  sommet,  en  un  nombre  quelconque  de  parties  (jui  soient  enti  e 
elles  dans  des  rapports  donnés. 


FijT.  i36. 


Soit,  par  exemple,  à  diviser,  au  moyen  de  rayons  issus  du  som- 
met A  {fig-  i36),  le  triangle  ABC  en  trois  parlies  qui  soient  entre 
elles  comme  les  nombres  2,  3  el  4-  H  suffira  de  joindre  le   som- 
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met  A  aux  points  D  et  E  qui  divisent  la  l)ase  opposée  BC  dans 
les  mêmes  rapports. 

214.  Diviser  l'aiic  d'un  triangle  en  un  nombre  quelconque  de 
pallies  équivalentes,  au  moyen  de  rajons  issus  d\in  point  du 
périmètre. 

Soit  D  {Jig.  iSj)  le  centre  du  faisceau  cpii  doit  diviser  le 
triangle  ABC  en  cinq  parties  équivalentes.  On  divise  en  cinq  par- 
ties égales  le  côté  AC,  qui  contient  D,  et  par  les  points  de  division 
on  mène  les  parallèles  il,  ail,  3III,  ^W  à  la  direction  DB.  Les 
ravons  diviseurs  cherchés  sont  ceux  qui  joignent  le  centre  D  aux 
points  I,  II,  III,  lY.  On  a,  en  effet, 

DAI  =  DAB  —     DIB  =  DAB  —  Di  B  =  i  AB  nr  |  ABC, 
DUI  =  DIB  —  DIIB  =  Di  B  —  D2B  =  2  i  B  =  !  ABC, 

et  ainsi  de  suite. 

2I0.  Diviser  l'aire  d'un  triangle  en  u/i  nombre  quelconque 
de  parties  équivalentes,  au  niojen  de  rayons  concouiant  en  un 
point  donné  dans  l'intérieur  du  triangle. 

Soit  D  {fig.  i38)  le  point  donné  dans  le  triangle  ABC,  à  diviser, 


*    M'- 


|)ar  exemple,  en  cinq  parties  équivalentes.  On  joint  ce  point  aux 
trois  sommets  et  l'on  diviso  liin  (|uelconque- des  côtés,  AB,  en 
cinq  parties  égales.  Par  le  point  de  division  1  on  mène  une  parallèle 
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à  AC,  jusqu'à  la  rencontre  de  DC  en  E,  et  par  le  point  E  une  pa- 
rallèle à  DA,  jusqu'à  la  rencontre  de  AC  en  F.  Les  droites  DP, 
DC  ap[)arliennent  au  faisceau  diviseur,  car  si  l'on  joint  E  A,  C  i, 
on  a 

CDF  =  CEF  +  EDF  =  CEF  —  FEA  =  CE  A  =  C  i  A  =  ;  CBA. 

Par  le  point  G,  situé  sur  CA,  à  la  distance  FG  r=z  FC  du  point  F, 
on  mène  une  parallèle  à  AD,  jusqu'à  la  rencontre  de  AB  en  H.  La 
droite  DH  est  un  troisième  ravon  di\iscur;  car,  en  menant  DG, 
on  a 

FDHA  =  FDA  +  ADH  —  FDA  ^  ADG  =  FDG  =  CDF  =  { CBA. 

On  démontre  de  la  même  manière,  d'une  part,  que  la  paral- 
lèle /î  J  à  BC  et  la  parallèle  JK  à  DB  déterminent  le  point  K  d'un 
quatrième  rayon  diviseur  DR  5  d'autre  part,  que  la  parallèle  à  BD, 
menée  par  le  point  L  situé  sur  BC,  à  la  distance  LK  =  RC,  ren- 
contre AB  au  point  JM  du  cinquième  rayon  DM. 

Le  faisceau  D)FCRMH  divise  donc  l'aire  ABC  en  cinq  parties 
équivalentes. 

216.  Foiiner,  avec  deux  cafés  d'un  triangle  et  une  parallele 
au  troisième  côté,  un  autre  triangle  qui  soit  au  premier  dans  un 
rapport  donné. 

Soient  ABC  {fig-  iSp)  le  triangle  donné,  }  le  rapport  donné, 
AB  et  AC  les  côtés  qui  doivent  rester  com- 
muns aux  deux  triangles.  On  divise  lun  de 
ces  côtés,  AC  par  exemple,  en  cinq  parties 
égales,  et  au  point  de  division  2  on  élève 
sur  AC  une  perpendiculaire,  qu'on  prolonge 
jusqu'à  son  point  de  rencontre  D  avec  le 
demi-cercle  décrit  sur  AC.  On  prend  AE  =  AD 
et,  par  le  point  E,  on  mène,  parallèlement 
à  CB,  la  droite  EF  qui  répond  à  la  question  posée.  On  a,  en  effet, 


AE    =AD    =  A  2.  AC  =  1  AC 


et,  par  saile. 


AEF 
ACB 


AE 

AC' 
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217.  Diviser  un  trapèze  en  un  cerlain  nombre  de  parties  équi- 
{'alentes,  ou  de  parties  qui  soient  entre  elles  dans  des  rapports 
donnés,  au  moyen  de  rayons  a)  ant  pour  centre  :  i"  le  point  à 
l'infini  des  côtés  parallèles  du  trapèze;  :>.°  le  point  de  concours 
des  côtés  non  parallèles. 

Soil,  dans  le  premier  cas,  un  trapèze  ABCD  [fig-  i4o)  à  diviser 

en  trois  parties  équivalentes.   On 

'_   ^  "  prolonge  les  côtés  AD,  BC  jusqu'à 

\''''  ~'~;,F  leur    rencontre    en   E;    on   décrit 

/  \  ,.-''    /    '\  T  une  demi-circonférence  sur  BE,  on 

\  y-''         ;  .--'  •'  \  prend   EF  =  EC,    on   abaisse    FG 

/''       /     \         perpendiculaire  sur  BE,  on  divise 
■'  ^  ■''''''       <II 

,'/,'         BG  en  trois  parties  égales,   et  l'on 


élève  sur  cette  droite,  aux  points 
de  division  i,  2,  des  perpendicu- 
laires cjuc  Ion  prolonge  jusqu'à 
leurs  points  d'intersection  1,  II, 
avec  le  demi-cercle  EFB.  On  prend  enfin  EH  =  El,  EK  =  EU  et, 
par  les  jioints  H,  K,  on  mène,  parallèlement  à  BA,  les  transver- 
sales mil,  KK|,  qui  divisent  le  trapèze  dans  les  conditions  de- 
mandées. On  a,  en  elTcl  (216), 

EHMi  _  El 
'^^  ECD   ~ÊG* 

soit,  en  rctrancliant  l'unité  de  chacun  des  deux  termes. 


m 

DCHH] 

=  Gi 

ECD 
EG 

On  a  de  même 

EU  H, 
HinKKi=:i2 


El 


Mais  G  i  =  ii  et,  d'après  (a) ,  -^-  =  —-:r\  donc  H ,  HRK ,  =  DCHH , , 

^        ^   ^      E I  EG 

et  ainsi  (le  suite. 

S'il  s'agit  de  diviser  l'aire  du  trapèze,  non  plus  en  parties  équi- 
valentes, mais  en  parties  proportionnelles  à  des  nombres  donnés, 
on  remplace  la  division  de  la  droite  GB  en  j^arties  égales  par  une 
division  en  parlics  proportionnelles  aux  mêmes  nombres,  et  l'on 
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effectue  toutes  les  autres  parties  de  la  construction  comme  dans 
le  cas  précédent. 

Dans  le  second  cas  de  l'énoncé,  on  divise  l'un  des  côtés  paral- 
lèles conformément  aux  conditions  posées,  et  l'on  projette  les 
points  de  division  sur  l'autre  côté  parallèle  au  moyen  de  rayons 
issus  du  point  commun  aux  cùtés  concourants. 

218.  Diviser  un  r/undrilatcfe  f/uelco/i(/ue,  paf  une  parallele  a 
lun  de  ses  côtés,  en  deux  parties  qui  soient  entre  elles  dans  un 
rapport  donné. 

Soient  AB  CD  [Jig.  i4û  bis)  le  quadrilatère  donné,  \  le  rapport 
donné,  BG  le  côté  auquel  la  transversale  doit  être  parallèle.  On 


£Vr:... 


prolonge  les  côtés  opposés  BA,  CD  jusqu'à  leur  rencontre  en  E; 
on  mène,  par  le  sommet  D,  la  droite  DF  parallèle  à  la  diagonale 
AC  et  l'on  divise  FB  dans  le  rapport  donné.  La  droite  i  C,  qui 
joint  le  point  de  division  au  sommet  C,  détache  du  quadrilatère 
donné  le  quadrilatère  ADCi,  équivalent  au  triangle  FCi,  et  par 
conséquent  à  la  moitié  du  triangle  i  CB.  Pour  substituer  à  la  divi- 
soire  iC  une  parallèle  au  côté  BC,  on  décrit  une  demi-circon- 
férence sur  EB,  on  élève  au  point  i  la  perpendiculaire  i  G  à  EB,  on 
prend  EH  =  EG,  et  la  parallèle  HK  à  BC  est  la  transversale  cher- 
chée. On  a,  en  effet  {217 ^i), 

IIBCK        I B        I  BC 
EHK  ~  ET  ~  EiC ' 
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219.  Diviser  un  quadrilalèrc  en  un  nombre  quelconque  de 
parties  qui  soient  entre  elles  dans  des  rapports  donnés,  au  mojen 
de  transversales  prenant  appui  sur  deux  côtés  opposés. 

Soient  AB,  DC  i/ig.  i4i)  les  côtés  du  quadrilatère  ABCD  qui 
doivent  être  coupés  par  les  transversales.  On  mène,  parallèlement 
à  DC,  la  droite  AA'  qui  décompose  le  quadrilatère  en  un  trapèze 
ADGA^'et  en  un  triangle  AA'B.  On  divise,  comme  dans  le  second 
cas  du  n"  217,  le  trapèze  en  parties  qui  soient  entre  elles  dans  les 
rapports  donnés,  au  moyen  des  rayons  FF',  GG',  appartenant  au 


Fig.  i^t, 


Fis- 


même  faisceau  H  que  les  côtés  DA,  GB,  et  l'on  joint  les  points  F'^ 
G'  au  sommet  B.  Le  quadrilatère  donné  se  trouve  ainsi  décomposé 
en  trois  figures,  DFF'BA,  FGG'BF',  GGBG',  qui  sont  entie  elles 
dans  les  rapports  donnés.  On  projette  enfin  F'  en  F",  par  une  pa- 
rallèle à  FB,  et  G'  en  G"  par  une  parallèle  à  GB.  Les  droites  FF", 
GG"  satisfont  à  la  c[uestion  posée.  On  voit,  par  exemple,  que 
DFF"A  ne  diffère  de  DFF'BA  que  par  la  substitution  du  triangle 
FMF'  au  triangle  équivalent  MBF". 

220.  Diviser  un  polj  gone  en  un  noinb/e  quelconque  de  parties 
équivalentes,  ou  de  parties  qui  soient  entre  elles  dans  des  rapports 
donnés  :  i"  au  moyen  de  droites  concouiant  à  l'un  des  somnietò', 
2"  au  moyen  de  dioiles  non  assujel lies  à  cette  condition. 

Soit,  par  cxcniple,  le  polygone  ABCDE  {/ig-  i4'-^)  ^^  diviser  en 
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quatre  parties  cquivaJentes,  au  moyen  de  rayons  issus  du  som- 
met A.  On  transforme  ce  polygone  en  un  triangle  équivalent  AC'D', 
dont  on  divise  la  base  CD'  en  quatre  parties  égales.  On  projette 
les  points  de  division  i  et  3  en  i'  sur  BC  et  en  3'  sur  DE,  au  moyen 
de  droites  respectivement  parallèles  à  CA  et  à  DA,  le  point  2  se 
confondant  d'ailleurs  avec  sa  propre  projection  sur  CD.  Les 
ravons  Ai',  A2,  A3'  divisent  le  polygone  dans  les  conditions  d<'- 
mandées.  On  a,  en  effet, 

AE3'=  AED  -  A3  D  ^- AD'D  —  A3D  =  AD'3  =  ;  ABCDE, 

et  ainsi  des  autres  parties. 

On  opérerait  de  la  même  manière  la  division  en  parties  propor- 
tionnelles, sauf  à  tenir  compte  des  données  correspondantes  dans 
)a  division  de  la  base  auxiliaire  CD'. 

Soit  maintenant  le  polygone  ABCDE  [Jig-  1 13)  à  diviser  en 
trois  parties  égales  au  moyen  de  droites  qui  ne  sont  plus  assu- 
jetties à  passer  par  l'un  des  sommets.  On  transforme,  comme  dans 
le  cas  précédent,  le  polygone  en  un  triangle  équivalent  AC'D',  dont 
on  divise  la  hauteur  en  trois  parties  égales.  On  mène  les  droites 


CG,  CK,  D'H,  D'L,  respectivement  parallèles  aux  droites  Ca,  C  i , 
D2,  D  I ,  et  l'on  joint  le  point  2  aux  points  G  et  H,  le  point  i  aux 
points  K  et  L,  par  des  droites  qui  divisent  l'aire  donnée  dans  les 
conditions  de  l'énoncé.  On  a,  en  efïét, 

CDH2G  =  CD2  ~  GC2  4-  DH2 

=  CD2  +C'C2  H-  D'D2  =C'D'2={  ABCDE; 
de  même, 

CDL  I  K  =  C  D'  I  =;  ;  ABCDE 
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et,  par  suite. 


CDH2G  =  G2HL  I  K  =  Kl  LEAB. 


Si  les  aires  pailielles  devaient  être  entre  elles  clans  des  rapports 
donnés,  autres  que  l'unité,  on  diviserait  AF  en  segments  qui 
fussent  entre  eux  dans  les  mêmes  raj)j)()rls,  et  Ton  procéderait,  à 
cette  difïérence  près,  de  la  même  manière. 

221.  Diviser  Vaire  d'un  polygone  en  deux  paities  qui  soient 
entre  elles  dans  un  rapport  do/inc,  l'une  de  ces  parties  étant  un 
polygone  seinhlahle  au  polygone  donné. 

Soient,  pour  fixer  les  idées,  ABGDE  {fig.  i44)  "n  pentagone 
donné,  et  |  le  rapport  donné  entre  ce  pentagone  et  le  pentagone 

partiel  qui  doit  lui  être  semblable.  Sur 
un  côté  quelconque,  CD,  de  ABCDE,  on 
prend  CF  ^  |  CD  et  Ton  élève  sur  CD, 
au  point  F,  la  perpendiculaire  FG  qui 
coupe  en  G  la  demi-circonférence  CGD. 
On  prend  CH  ^  CG  et  Ton  mène,  par 
le  point  H,  la  parallèle  au  côté  DE  jus- 
qu'à sa  rencontre  au  point  J  avec  la  dia- 
gonale CE. 

On  mène  ensuite  JK  parallèle  à  E  A  et  KL  parallèle  à  AB.  On  a 
ainsi  le  pentagone  HJRLC  qui  résout  le  problème.  En  efìTet, 


Fig.   lY^. 


CH   =CF.CD. 


d'où 


CH 
CD 


CF 
CÏ3 


Pour  élendre  aux  aires  à  contour  curviligne  les  consti'uctions 
précédemment  appliquées  aux  aires  à  contours  polygonaux  rectl- 
lignes,  il  suffira  de  substituer  aux  périmètres  des  premières  des 
polygones  inscrits  ou  circonscrits  d'un  assez  grand  nombre  de 
côtés.  Les  solutions  seront  alors  approximatives. 


222.    Co/is/ruire   un  cercle    coticentrit/ne  à   un  cercle  donné. 
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sons  la  condition  que  les  aires  des  deux  cercles  soient  entre  elles 
dans  un  rapport  donné. 

Soient  X  le  ra\oii  du  cerele  cherché,  /■  le  ravon  du  cercle  donné, 
-  le  rapport  des  aires.  On  a 


TT  x-  I 

7rr-         n 


d  ou 


■'■  =  \/'-,r 

Il  suffira  donc  de  construire  la  niovenne  proportionnelle  géo- 


/     - 

\ 

/     .■ 

\            X; 

1       '; 

l  \f 

0 

/     / 

métrique  entre  r  el  -    ha/ig.  i  io  indique  la  solution  pour  Ji  =z  3. 

223.  Diviser  un  cercle  en  un  nombre  dotine  de  pai  lies  èqui- 
valentes,  au  mojen  de  cercles  concentriques. 

Soit  /•  le  ravon  du  cercle  donné,  qu'on  se  propose  de  diviser, 
par  exemple,  en  trois  parties  équivalentes,  et  soient  x,,  x-i  les 
rayons  des  cercles  diviseurs.  On  a 

d'oii 

r 


^'=V"^'    "^^\/"^ 


On  construira  les  moyennes  proportionnelles  Xs   et  .r^,  comme 
l'indique  la  fig.  i  '{(). 


3oo 
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CHAPITRE  IX. 

TRANSFORMATION  DES  FIGURES  CURVILIGNES. 


CoisiNERY,  Le  calcili  par  le  trait,  etc.,  l'iiris,  iS^o,  p.  84-86.  —  Cl'I-MAXN,  Die  gra- 
pliische  Statik,  Zurich,  1 86(3,  10-13.  —  Sciilesixcer,  Vortràge  i'ibcr  grafisches 
Rcchneii  luid  Grafo-Stati k,  AVien,  iS6S-6(),  §  Ui-100.  —  Cremona,  Elementi  di  Cal- 
colo graf  co,  Torino,  187.'!,  11°'  101-107,  147-148.—  Cilmanx,  Die  graphische  Statili, 
Ziirich,  1875,  n°»  21-24. 

I.  —  Transformation  d'une  aire  limitée  par  des  arcs  de  cercle. 

2l24.  On  sait  que  l'aire  d'un  secteur  circulaire  est  équivalente  à 
celle  d'un  triangle  qui  aurait  pour  sommet  le  centre  de  l'arc  et 
pour  base  la  longueur  du  même  arc  rectifié  suivant  une  de  ses  tan- 
gentes. On  se  base  sur  celte  propriété  pour  transformer  les  aires 
limitées  par  des  arcs  de  cercles. 

Pour  développer  approximativement  un  arc  AB  [fig.  147)  sur  sa 

tangente  en  A,  on  prend  une  corde  <?, 
assez  petite  pour  remplacer,  sans  er- 
reur sensible,  l'arc  a  qu'elle  sous-tend, 
et  on  la  porte  sur  l'aix  AB,  à  partir 
(kl  point  B,  autant  de  fois  que  cet  arc 
la  peut  contenir.  On  arrive  ainsi  à  un 
point  très  voisin  de  A,  que  l'on  peut 
considérer  comme  commun  à  l'arc  et 
à  la  tangente.  On  porte  enfin,  à  par- 
tir de  ce  point,  la  longueur  a  sur  la 
tangente  autant  (\v.  fois  qu'on  Tavait  |)récédemment  portée  sur 
l'arc. 

Proposons-nous  de  (léleiniin(  r  une  valeur  de  l'arc  a,  telle  que 
SI  l'on  mrsuic,  par  l'inscripLion  répriée  de  sa  corde,  l'arc  AB  = /, 
I  ci-rriii-  soil  plus  petite  (pi'une  (piaiililé  donnée  d. 


Fig. 
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Cette  erreur  est  égale  à  la  diflcrence  entre  l'arc  a  et  sa  corde. 
répétée  autant  de  fois  que  «  est  contenu  dans  /.  On  a  donc,  /•  étant 
le  rayon  des  arcs  /  et  «, 

(i)  <-/z=-(<7  —  ir .  sin  - 

mais  on  a,  d'autre  pari,  en  développant, 

a  I         a^  I  a^ 

2  /•  2.0     qr-        2 .  û  .  4  .  t)      lOr* 

La  valeur  de-  a  étant  toujours  assez  petite  pour  que  le  terme  en 
n^'  et  les  suivants  soient  négligeables  par  rapport  au  ternie  en  a^, 

on  peut  écrire 

a  cà 

2  r .  sin  —  =  r/ —  • 

2/'  i^r- 

Substituant  dans  (i),  il  vient 

24  /■^ 
d'où 

V    / 

Si,  l'unilé  étant  le  centimètre,  on  lait  d  ^ -^ ,  ou,  pour  sim- 
plifier, d^:-^,  ce  qui  donne  une  approximation  suffisante  dans 
presque  toutes  les  applications,  on  a 


2V/ 

Il  importe  de  ne  pas  donner  à  a  une  valeur  inférieure  à  la 
limite  indiquée  par  cette  formule;  car  l'inscription  de  la  corde  a 
dans  l'arc  /,  répétée  un  trop  grand  nombre  de  fois,  ferait  perdre 
en  précision  plus  qu'on  ne  gagnerait  à  réduire  la  difl'érence  entre 
l'arc  et  sa  corde. 

225.  Le  secteur  OAB  est  transformé  par  l'opération  précédente 
en  un  triangle  OAC,  que  l'on  sait  réduire  à  une  base  donnée  b. 

L'aire  du  segment  circulaire  AB  est  équivalente  à  la  différence 
des  aires  des  triangles  OAC,  OAB,  c'est-à-dire  (90)  à  l'aire  hf  du 
quadrilatère  cioisé  OBAC.  La  base  b  étant  arbitrairement  cboisie. 
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on  détermineypar  l'une  des  méthodes  exposées  au  Chapitre  IV. 
On  construit,  par  exemple,  le  triangle  rectangle  OAF,  avec  OA 
|)Our  hypoténuse  et  AF=2b  pour  côté  de  l'angle  droit;  on 
mène  BE  et  CE  respectivement  parallèles   à  OA  et  à  OF.  et  Ton  a 

CE=/. 

226.  Au  lieu  de  toucher  l'arc  à  son  origine,  la  tangente  peut 
le  toucher  en  un  autre  point  quelconque  T  (fig.  liS).  On  déve- 
loppe alors  CT  sur  AT  et  Dï  sur  BT.  Le  secteur  OCD  se  trouve 

ainsi  transformé  en  un  triangle  OAB,  et  le  segment  circulaire  CD 

Fi[T.    148. 


A^ 


est  équivalent  à  la  différence  OAB  ^ — ODC  ou  à  la  figure  croisée 
OABODCO,  qu'on  doit  considérer  comme  un  hexagone  dont 
deux  sommets  sont  réunis  au  point  O.  Pour  transl'ormer  celte 
hgure  en  un  quadrangle,  on  mène  OCj  et  OD,  respectivement  pa- 
rallèles à  CA  et  à  DB;  les  triangles  OAC,  ODB  se  transforment 
en  deux  autres,  C|  AC,  D|DB,  et  le  segment  circulaire  est  équi- 
valent au  quadrangle  ABD,  C|,  dont  l'aire  peut  être  exprimée  par 
hj".  On  détermine^  par  la  méthode  connue. 


1  10- 


227.  On  peut  encore  effectuer  de  la  ma- 
nière suivante  la  rectification  d'un  arc  AB 
(fig.  I  ig)  sur  sa  tangente  en  A. 

On  prolonge BA d'une  longueur  AC  =  |BA 
et  du  centre  C,  avec  le   rayon  (ÎB,  on  dé- 
crit un  arc  qui  coupe  la  tangente  au  j)oint 
D.    Le    segment    AD    est   la    longueur    de 
l'arc    donné,   avec    une    erreur   en    moins   dont    le   rap[)orl    à    cet 
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arc  est 

0'*  f/' 


1080       544^'i 
H  étant  le  rapport  de  Tare  au  ravon  ('). 

228.  Soient  encore  {^fig-  100)  D  le  point  milieu  de  Tare  AB  et  E 
le  point  milieu  de  l'arc  AD.  Le  ravon 
OE  rencontre  an  pointCla  tangente  en 
A.  On  joint  CB.La  longueur  AC  +  CB 
représente  le  développement  de  l'arc 
donné,  avec  une  erreur  en  plus  dont 
le  rapport  à  cet  arc  est 

I  r  n  I 

ô«  +     ■  •  • 


4320  3483648 

Le  nombre  4320  étant  égal  à  4  X  1080,  si  aux  \  de  la  longueur 
donnée  par  la  seconde  construction  on  ajoute  j  de  la  longueur 
donnée  par  la  première,  on  aura  une  nouvelle  valeur  approxima- 
tive de  l'arc,  avec  une  erreur  en  plus  dont  le  rapport  à  cet  arc 
est {-) 

870912 

229.  La  spirale  d'Archimede  et  la  spirale  hyperbolique  peuvent 
aussi  être  emplovées  comme  courbes  auxiliaires  pour  la  rectifica- 
tion de  l'arc  de  cercle  (^).  Mais  le  procédé  suivant  est  remarquable 
entre  tous  par  sa  simplicité  (  '  ). 


(')  R.VXKINE,  On  the  approximate  drawing  of  circulai-  arcs  of  given  leitgths  [Phi- 
losophical  Magazine,  octobre  i86-,  p.  28^)). 

(')  Rankine,  On  the  approximate  rectijication  of  circitlar  arcs  [Philosophical  Ma- 
gazine, nov.   1867,  p.  38i). 

(')  Voir,  pour  les  constructions  proposées  par  le  professeur  A.  Sayno  :  Cremona, 
Elementi  di  Calcolo  grafico,  Torino,  1874,  p.  76. 

(*)  Cremona  {Elemente  des  graphischen  Calculs,  Leipzig,  187,5,  p.  io5)  attrilun' 
cette  construction  à  AI.  Ceradim;  mais  elle  avait  été  précédemment  indiquée  par 
M.  Scvii.hSisct.v.{Vortràge  iiber  grafisches  Rechncn  und  Grafo-Statik,  gehalten  am  k.k. 
poljtechnischen  Institute  in  Wien.  Wien ,  1868-1869,  p.  28-29).  Voir  Kochassri, 
Observationes  cjclonietricce,  ad  facilitandani  praxin  accommoda  tee,  dans  les  Acta  cru- 
ditorum,  Lipsiaj,  i685,  p.  397.  —  Gîj.ntiier,  Ziir  Geschichte  der  deutschen  Mathemu- 
tik  im  fiinfzehnten  Jahrhundert.  Leipzig,   1875,  p.  11. 
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Soient  O  {^fig-  I  5 1)  le  eenlre  et  AB  le  diamètre  du  cercle  dont  le 

Fi(j.  i5[. 


ravon  est  égal  à  l'unité,  et  soit  COA  l'angle  de  3o°.  On  prend  GD 
égal  au  triple  du  rayon  et  l'on  a 


d'où 


BD"  =  BA'-f-  (CD-  CA)''=4  -+-  (3  —  tangSo")-, 
BDz=3,i4i53, 


valeur  qui,  jusqu'à  la  quatrième  déciuiale  inclusivement,  ne  diffère 
pas  de  celle  de  la  demi-circonférence.  Ce  procédé  permet  de  ré- 
duire la  rectification  d'un  arc  plus  grand  que  90°  à  la  rectification 
de  l'arc  supplémentaire. 

230.  Nous  indiquerons  enfin  le  procédé  bien  connu  de  Masche- 
roni (  '  ). 

Fig.   i.5i>. 


Soit  ABCD  [Jig.  iSa)  un  demi-liexagone  inscrit  dans  un  cercle 

(')  Masciieboni,  Géométrie  du  Compas,  traduction  de  A.  M.  Carette,  2"  édit.  Paris, 

185S,  p.  3o(). 


APPLICATION. 


3o5 


dont  le  ravon  est  égal  à  runilé.  Des  sommets  A  et  D  comme  cen- 
tres, avec  AC  =  V  "^  pour  ravon,  on  décrit  deux  arcs  de  cercles  qui 
se  coupent  en  M.  Du  sommet  B,  avec  BM  pour  rayon,  on  décrit 
un  arc  de  cercle  qui  coupe  le  cercle  ABC  au  point  N.  On  a 


—  corde  BN  =:  sin  arc  —  BX  = 

2  2 


d'où  Ion  tire,  par  les  Tables, 


-  arc  (  AB  -I-  B>'  ;  =  5 1  °46'  ^-^ 
1        ^  2oo5 


et 


corde  AN  =  i  sin4^arcAJN 


'7  1 1996» 


nombre  qui  est,  à  -—^i  P^'*^'^^  1^  valeur  de  -  =:  f  ,5707963  ('). 


II. 


Application. 


231.  Soit  proposé  de  réduire  à  une  base  donnée,  26,  l'aire  dun 
arc  de  voûte  compris   entre  deux   arcs 
circulaires  non  concentriques   fig-  i53) 
dont    les    centres    sont    respectivement 
aux  points  O  et  i. 

On  rectifie  les  deux  arcs  sur  leurs  tan- 
gentes initiales,  AB  et  32.  Les  deux  sec- 
teurs circulaires  se  transforment  en  deux 
triangles  OAB  et  i32.  La  surface  de 
l'arc  de  voûte  est  équivalente  au  trian- 
gle extérieur  OAB,  diminué  du  triangle 
intérieur  i32  et  du  quadrangle  OAïC, 
c'est-à-dire  de  l'aire  OA32iCO.  En  re- 
tranchant cette  aire  de  OAB,  on  obtient 
le  polygone  croisé  ABOCi23A,  dont 
les  parties   ombrées,   situées  à  Tintérieur  du   triangle  OAB,  doi- 


(')  Le  ijroblème  de  la  rectification  du  cercle  a  donné  lieu  à  une  infinité  d'autres 
solutions.  On  en  trouve  une  centaine  dans  la  seule  collection  du  Scientific  Ameri- 
can. Voir  aussi  E.  Per.ux,  Solutions  graphiques  de  la  division  des  cercles  ou  arcs  de 
cercles  et  de  différents  autres  problèmes  de  Géométrie  pratique.  Paris,  1867. 
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vent  être  comptées  en  sens  positif,  tandis  que  la  partie  poin- 
lilléc,  extérieure  au  même  triangle,  doit  être  comptée  en  sens 
négatif.  On  transforme  ce  polygone  en  un  quadrangle  croisé 
ABOC,  en  menant  (91)  les  droites  ii,,  ■.ì-.ì-ì-,  3Ci  respectivement 
y)arallèles  à  Ca,  à  ii3  et  à  2,  A,  jusqu'à  la  rencontre  du  côté 
llxe  OC. 

On    détermine    ensuite   l'aire    du   quadrangle   ABOC)    par  les 
moyens  connus,  c'est-à-dire  en  construisant  sur  la  diagonale  AO, 

prise  comme  hypoténuse,  un  triangle 


Fiff-  ii4- 


rectangle    dont   un    côté    de    l'angle 


droit  soit  égal  à  2b  et  en  mesurant, 
sur  la  parallèle  menée  par  le  point  B 
au  second  côté  de  l'angle  droit  du 
même  triangle,  le  segment^  compris 
entre  le  point  B  et  la  droite  menée 
par  C|,  parallèlement  à  xAO. 

La  figure  devient  un  peu  plus  sim- 
ple  quand    on  n'opère  que  sur   une 
moitié   de   la   voûte   {fig-    i54)-    On 
remplace,    en    procédant   comme    il 
vient  d'être  dit,  la  surface  de  la  demi- 
voûte    par    le    polygone    équivalent 
ABCO  32  I  A,  qui  a  le  même  noml^re 
de  côtés  que  dans  le  cas  précédent. 
On  réduit  ensuite  (91)  le  contour  A  1280  à  la  droite  AC|,  et  l'on 
obtient  le  quadrilatère  ABCCi,  dont  l'aire  est  représentée  par  le 
produit  des  segments  .ib  elf. 


III.  —  Transformation  des  aires  limitées  par  des  courbes  quelconques. 

232.  Dans  la  transformation  des  aires  limitées  par  des  courbes 
quelconques,  on  considère  ces  courbes  comme  composées  d'une 
suite  de  petits  segments  paraboliques. 

L'aire  d'un  segment  parabolique  estégale  (  G.  2oo)  aux  |  de  Taire 
du  triangle  compris  entre  la  corde  du  segment  et  les  tangentes 
aux  exlrémilcs  de  l'arc,  c'est-à-dire  (G.  138)  au  j)roduil  de  la  corde 
par  les  |  de  la  flèche  du  segment,  mesui'ée  normalement  à  la  corde, 
(^ettc  aire  est,  par  conséquent,  équivalente  à  celle  d'un  triangle 
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ayant  pour  base  la  corde  cl  pour  hauteur  les  |  de  la    flèche  h 

[f§-  ï^5)-  , 

Cela  posé,  si  la  courbe  qui   circonscrit  une  aire  à  évaluer  est 

divisée  en  une  suite  d'arcs  assez  petits  pour  qu'on  puisse  les  con- 
sidérer approximativement  comme  des  arcs  paraboliques,  chacun 
des  segments  paraboliques  compris  entre  l'un  de  ces  arcs  et  sa 
corde  pourra  être  transformé  en  un  triangle  équivalent,  ayant  pour 
base  la  corde  elle-même  et  pour  sommet  un  point  quelconque  de 
la  parallèle  à  cette  corde,  situé  à  la  dislance  \h.  On  peut  dis- 
poser la  figure  de  telle  sorte  que  le  sommet  de  chaque  nouveau 
triangle  se  trouve  sur  le  prolongement  d'un  côté  du  triangle 
précédent  [fig-  ij(3).  Les  sommets  des  deux,  triangles  consé- 
cutifs sont  alors  alignés  avec  le  point  commun  aux  bases  de  ces 
triangles. 

Le  contour  curviligne  se  trouve  ainsi  transformé  en  un  pobgone 
équivalent  dont  les  côtés  sont  en  même  nombre  que  les  segments 


Fig.  loô. 


Fijj.  ijG. 


du  contour.  On  réduit  ce  polygone  à  une  base  fixe  parles  moj'ens 
ordinaires. 

La  grandeur  à  donner  aux  arcs  du  contour  qui  doivent  être 
remplacés  par  des  arcs  paraboliques  dépend  évidemment,  pour  un 
degré  d'approximation  donné,  de  la  nature  de  la  courbe  à  trans- 
former. Nous  nous  bornerons  à  rechercher  la  mesure  de  l'erreur 
que  l'on  commet  lorsqu'on  détermine  par  cette  méthode  l'aire 
d'un  segment  circulaire. 

Soient  2/  la  corde  de  ce  segment,  f  sa  flèche,  2 a  l'angle  au 
centre,  ;*  le  rayon  du  cercle.  L'aire  du  segment,  différence  entre 
Taire  du  secteur  et  celle  du  triangle,  est 


l'on 


tani 


A  :=  a/-  — 

Ij-f)-^ 

2          / 

'     (  l 

3o8 
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Subslitiianl  et  siijiposanl  le  rapport'-  Li'ùs  petit,  on  a,  en  déve- 
loppant les  lorniulcs  en  séries, 

L'erreur  (jue  Ton  commet  en  remplaçant  celte  aire  parcelle  du  seg- 

-  j    ou  plus  petite 

que  le  produit  de  l'aire  considérée  par  (  -^  )   ?  c'est-à-dire  par  -[-, 
si  l'on  admet  que  la  flèche  soit  égale  au  dixième  de  la  corde. 


IV.  —  Quadrature  approximative  par  les  formules  de  Simpson, 
de  Poncelet  et  de  Parmentier. 

233.  La  méthode  précédente  permet  d'évaluer  très  simplement 
les  aires  délimitées  par  des  courbes  quelconques;  mais  elle  ne 
présente  pas  toujours  un  degré  suffisant  d'approximation.  On  ob- 
tient des  résultats  plus  approchés  par  les  méthodes  que  nous 
allons  exposer. 

Une  aire  plane,  délimitée  par  une  courbe  quelconque,  peut  tou- 
jours être  décomposée  exactement  en  plusieurs  autres,  ayant  cha- 
cune  pour   limites   une  droite   XY   (Jig-    i)-i,    un   arc  AB  de   la 


X      A'        C        D 


courbe  et  deux  ordonnées  A  V,  BB',  (/?u,  ^'«+i)  abaissées  perpen- 
diculairement sur  la  droite  XY,  des  extrémités  de  l'arc  AB.  Divi- 
sons le  segment  A'B'  en  un  certain  nombre  pair  de  parties  égales, 
menons  les  ordonnées  //j,  //o,  //;t,  .  .  .  des  points  de  division  C, 
D',  E',  ....  et  inscrivons  à  la  courbe  AB  la  ligne  polvgonale 
ADF...KB,  (pii   a  pour  sommets   les  extrémités   des  ordonnées 


QlVDRATlRi:   APPROXIMVTIVi:    PAR    LES   FORMULES    DE    SIMPSOX,    ETC.        Sof) 

d'indices  pairs  //q,  h^-,  •  •  • -,  fhl+^■  L'équidistance  A'C  des  or- 
données étant  représentée  par  ^Z»,  on  a,  pour  l'aire  du  premier  tra- 
pèze rectiligne, 

Remplaçons  le  petit  arc  de  courbe  AD  par  un  arc  parabolique 
du  second  ordre  passant  par  les  trois  points  A,  C,  D,  et  avant 
|)Our  axe  une  parallèle  à  la  direction  des  ordonnées.  La  corde  AD 
étant  coupée  en  C|  par  l'ordonnée  C'C^  //|,  l'aire  du  segment  pa- 
rabolique ACD  a  pour  expression  (G.  2oo  ) 

3  Ó        \  2.  I 

E.XÌ  ajoulanl  cette  aire  à  celle  du  trapèze  rectiligne  AA'D'D,  on  a, 
après  réduction,  j^our  1  aire  du  trapèze  curviligne  de  mêmes 
.sitmmets. 

Les  aires  des  trapèzes  paraboliques  DD'F'F,  FF'H'H,  .  .  ont 
pareillement  pour  expressions 


et  la  somme  de  toutes  ces  aires  partielles  donne  comme  valeur  ap- 
prochée de  Faire  proposée 

OU,  en  désignant  par  2//^  la  somme   des  ordonnées  d'indice  pair 
et  par  3!A/  la  somme  des  ordonnées  d'indice  impair^ 

Cette  formule,  due  à  Simpson  ('),  donne  des  résultats  d'autant 


(  ')  SiMPSos,  ?Iath(matical  disseï  tatioiis  on  physical  and  analjtical  siihjecCs.  London. 
I7'(3.  CATAL.^N  a  remarqué  {Notiv.  Âiin.  de  Mathem.,  t.  X,  Paris,  i85i,  p.  \ii)  que 
chacun  des  arcs  paraboliques  de  Simpson  étant  indépendant  des  arcs  qui  le  précèdent 
01  qui  le  suivent,  la  courbe  nouvelle,  composée  de  l'ensemble  de  ces  arcs,  loin  de 
l'iirmer  une  ligne  continue,  présente  presque  toujours  des  jarrets  très  sensibles. 
Pour  obvier  à  cet  inconvénient.  Catalan  propose  qu'après  avoir  fait  passer  un  pre- 
mier arc  parabolique  par  les  extrémités  des  trois  premières  ordonnées,  on  ne  cju- 
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plus  approchés  que  les  arcs  de  paraboles  sont  plus  près  de  se  con- 
londre  avec  ceux  de  la  courbe  primitive;  mais  elle  exige  que  l'on 
connaisse  la  valeur  numérique  d'un  grand  nombre  d'ordonnées,  et 
elle  entraîne  par  consécjuent  des  calculs  assez  laborieux.  On  réduit 
ces  inconvénients  en  appliquant  la  formule  suivante,  proposée  par 
Poncelet. 

234.    Soit  ABCD(//^-.  i58)  l'aire  proposée,   comprise  entre  la 

droite  AD,  la  courbe  BG  et  les  or- 
données  extrêmes    /?o    et    h„_^^.    On 


Fig.   i58. 


A    U    E    \ 

'•h„  iA^  ■h:  \.hj 
Bs;F! 


fî^^ 


'/"'^{hrv'An^ 


trace,  comme  précédemment,  entre 
ces  ordonnées  extrêmes,  les  ordon- 
nées intermédiaires  /?i,  Ao,  ...,  //,^, 
dont  Técartement  constant 


AU  r=     = 


AD 

n  +  I 


On   mène  les  tangentes  à  la  courbe  BC  aux  extrémités  des  or- 
données 7?  i,  /?3,  ... ,   d'indices  impairs,  et   l'on  suppose  l'écarte- 


serve  de  cet  arc  que  la  partie  comprise  entre  les  ordonnées  h„  et  /(,  ;  on  trace  ensuite, 
dans  les  mêmes  conditions,  un  second  arc  passant  par  les  extrémités  des  ordonnées 
//,,  /;,,  //j,  et  l'on  ne  conserve  de  cet  arc  que  la  partie  comprise  entre  les  ordonnées 
A,,  /(.;  on  procède  de  même  jusqu'à  la  fin  de  l'opération,  et  le  seul  arc  dont  on 
conserve  tout  le  tracé  est  celui  qui  passe  par  les  extrémités  des  trois  dernières  or- 
données. On  répète  la  même  opération  en  sens  inverse,  et  l'on  prend  la  moyenne 
des  deux  aires  ainsi  obtenues. 

La  formule  donnée  par  Catalan  est  la  suivante  : 

A  =  J[S/,,,-+- S/,,- ^(/,„+/,„^,)  +  j^(/,,  +  /.J-^(^.+ /'„-,)]• 

M.  Lf.clert  [Annales  du  Génie  civil,  1868)  a,  de  son  côté,  proposé  la  modincation 
suivante  à  la  formule  jii-imitive,  bien  connue,  à\i(i  formule  des  trapèzes, 


A  ^ 


;A„-^s^,:4-y(/^-^//„ì-y(/^,-+-/^„._.)]. 
'  -1  1 


Lorsque  le  petit  arc  du  trapèze  mixliiijne  compris  entre  deux  ordonnées  présente 
une  courbure  trop  prononcée  pour  être  négligeable,  Cousi.nery  (  Le  Calcul  par  le 
trait,  p.  8.^-86)  propose  de  substituer  à  la  moyenne  des  ordonnées  extrêmes  du 
trapèze  une  ordonnée  réduite  que  l'on  obtient  en  prenant  le  sixième  de  la  somme  do 
ces  deux  ordonnées  extrêmes,  augmentée  de  quatre  fois  l'ordonnée  intermédiaire;  ce 
qui  revient  à  supposer  que  l'on  remplace,  lo  trapèze  mixtiligne  primitif  par  deux  tra- 
pèzes rectiligncs  comi)rcnant  entre  eux  un  rectangle  dont  la  hauteur  serait  égale  à 
l'ordonnée  intermédiaire. 
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ment  AU  assez  pclil  pour  ([iie  deux  tangentes  conséculives  se 
coupent  sensiblement  sur  Tordonnée  intermédiaire  d'indice  pair. 
Le  polygone  de  tangentes  ainsi  construit  et  le  contour  [)olygonal 
HLNM .  . .  servent  de  limites  à  des  aires  équivalentes,  car  les 
trapèzes  rectilignes  de  la  première  sont  respectivement  équiva- 
lents aux  rectangles  de  la  seconde. 

On  joint,  d'autre  part,  les  extrémités  des  ordonnées  consécu- 
lives d'indice  impair,  et  l'on  complète  le  contour  inscrit  en  joi- 
gnant l'extrémité  de  /?(  à  celle  de  //q,  et  l'extrémité  de  h,i  à  celle 
de  A/(4.i.  On  voit  immédiatement  que  le  polygone  de  cordes  ainsi 
déterminé  et  le  contour  BFGLN.M  . .  .  servent  de  limites  à  des 
aires  équivalentes. 

L'aire  limitée  par  les  tangentes  et  l'aire  limitée  par  les  cordes 
ont  donc  même  différence  que  les  aires  HLÎSM  ...  et  BFGL^yM  — 
Cette  différence  est  représentée  par  les  deux  petits  rectangles,  tels 
que  BFGH,  distingués  par  des  hachures  aux  deux  extrémités  du 
contour;  elle  a  donc  pour  expression 

L'aire  cherchée  étant  comprise  entre  les  aires  P  et  P'  des  poly- 
gones circonscrit  et  inscrit,  on  en  aura  une  valeur  approchée  en 
prenant  la  movenne  des  deux  aires  polygonales,  ce  qui  revient  à 
retrancher  de  la  plus  grande  la  moitié  de  la  différence  «  (  '  )•  L'aire 
circonscrite  étant  égale  au  produit  de  la  double  équidistance  b  par 
la  somme  des  ordonnées  d'indice  impair,  on  a,  comme  expression 
de  l'aire  limitée  par  la  courbure  BC, 


2   \  4  { 

On  voit  que  si  le  nombre  de  divisions  de  la  base  est  égal  à  /?, 
la  formule  de  Poncelet  ne  fait  intervenir  que  les  -  ordonnées  d'in- 
dice  impair,  plus  les  deux  ordonnées  extrêmes  d'indice  pair,  tandis 


(')  Le  procédé  d'approximation  par  u.un'Jiacion  entre  le  plus  et  le  moins  «  est  In- 
diqué par  «  Nicolas  Ciiuolet,  parisien  »,  dans  le  Triparty  de  Nicolas  en  la  science  des 
nombres,  lequel  fut  cômance,  medie  et  finy  à  Lyon,  sur  le  Rosne,  l'an  de  salut  i484-  » 
{Bulletciiio  di  Bibliografìa  e  di  Storia  delle  Scienze  mat.  e  fis.^  t.  XIII,  Roma,  i88o_ 
p.  8i4.) 
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que  la  formule  de  Simpson  exige  que  l'on  connaisse  la  valeur  im- 
mérique  de  n  +  i  ordonnées. 

235.  Si  réquidislance  h  a  été  prise  assez  petite  pour  qu'on 
puisse  considérer  comme  des  arcs  paraboliques  les  arcs  de  courbe 
compris  entre  deux  ordonnées  consécutives  d'indice  impair,  cha- 
cun de  ces  arcs  partage  le  triangle  formé  par  la  corde  qui  le  sous- 
tend  et  par  les  tangentes  à  ses  extrémités  en  deux  parties  dont 
lune,  comprise  entre  la  corde  et  la  courbe,  est  double  de  l'autre, 
comprise  entre  la  courbe  et  les  tangentes  (G.  2oo).  La  différence 
des  aires  limitées  par  le  polygone  des  tangentes  et  par  la  courbe 
BC  est  donc  égale  au  tiers  de  la  différence  a  entre  les  aires  des 
deux  polvgones  circonscrit  et  inscrit.  On  a  dès  lors,  comme  ex- 
pression plus  approchée  de  l'aire  limitée  ])arla  courbe, 

i  Ai^=  olili — ~=z-[illii-\ ■ 

{')  0»  a  vu  (23i)  que  l'aire  approchée  A.  doniicu  par  la  formule  (2)  est  égale  à 

2  2 

L'aire  exacte  S  étant  nécessairement  comprise,    soit  entre   P  et  P j  soit  entre 

2 

P'h —  et  P',  l'erreur  que  l'on  commet  en  substituant  A^  à  S  est  moindre  que 

a        b  (  h^-^  h  /i„-4-  /(„+,  \ 

ï  =  4l~^ T-j' 

mais  {fig.  157), 

V±A'  =  MG',    ^'"-^'"^'^yc. 

2  2 

La  limite   supérieure  de  l'erreur  a  donc  pour  expression  géométrique  le  produit 

b 

j-  MN. 

4 

L'aire  approchée  A,,  donnée  par  la  formule  (3),  est  égale  à 

„  (7  „,  2« 

d  ô 

L'aire  exacte,  toujours  plus  rapprochée  de  P  que  de  P',  ne  peut  se  trouver  qu'entre 

P  et  P  —  -  ou  entre  P  —  -  et  P •  Dans  le  pretnier  cas,  l'erreur  est  moindre  que 

6  3  2 

r  ;  dans  le  second,  elle  est  moindre  que  -•  Llle  est  donc  toujours  moindre  que 

3     (j 

On  pourra,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  tracer,  d'après  une  première  valeur  d'essai  nl- 
tribuée  à  b,  les  couples  d'ordonnées  extrêmes,  l'ordonnée  médiane  el  les  droites  AH, 
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236.   Les  formules  (i)  el  (3)  donnenl  un  resultai  identique  el 


CL;   on  mesurci-:i  ensuite  IMN,  ce  qui  permettia   de  vérider,  avant  tout   calcul,   si    la 

limite  d'erreur  --MN   ou  --MIS'  est  compatible  avec  la  nature  de  l'upération. 
1  ^ 

Le  général  Parmf.stier  parvient  à  la  foiniule  (3)  eu  éliminant  S/r^,  eulre  la  for- 
mule (i)  de  Simpson  (!233)  et  une  autre  formule  que  l'on  ol)licnt,  d'une  manière  ana- 
logue, au  moyen  d'arcs  paraboliques  croisant  les  premiers.  Ces  arcs  raccordent  res- 
psclivement  les  sommets  d'ordonnées  (/;,,  h.^,  h^).  (/;,,  h^,  h^),  ..  .,  (A„_,,  /'„.  /'„+i); 
on  complèto  l'expression  de  l'aire  approchée  en  ajoutant  les  deux  trapèzes  rectili;;nes 
extrêmes,  tels  que  A15KU  {/ig.  i38).  Celle  aire  auxiliaire  k^  est  une  fonction  de  S//, 
et  de  S/(j,  et  l'on  peut  prendre  comme  nouvelle  valeur  approcliée  de  l'aire  i»  contour 
curviligne,  soit  2A, —  A^,  soit  ■ì^.^ — A,,  ce  qui  permet  d'éliminer  à  volonté  S/î, 
ou  2//;.  L'aire  A,  étant  moins  approchée  que  A,  puisqu'on  s'est  coniente,  pour  les 
deux  éléments  extrêmes  de  la  première,  de  l'approximation  grossière  du  trapèze 
inscrit,  il  convieiit  de  préférer  l'aire  2A, —  A,,  «lui  fournil,  après  réductions,  l'aire  A. 
de  la  relation  (3). 

Le  général  Parmentier  a  donné  cette  relation,  d'abord  dans  le  Mcmorieil  de  l'officier 
(lu  Génie  (n°  IG,  iSS/j,  p.  290),  puis  dans  les  Nouvelles  annales  de  Matiu-inatiques 
(i"  série,  t.  XIV,  i855,p.  Sgo).  Le  général  Piobert  est  arrivé  à  la  même  formule  par 
des  considérations  diflerentes  (^Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  i'" série,  t.  XIII, 
i8.").'|,  p.  323.  Voir  aussi  Parmentier,  Simplification  de  la  Méthode  d'interpolation  de 
Thomas  Simpsos,  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1"  série,  t.  XV,  187(1, 
j).  •2!\i,  et  Extrait  d'une  lettre  du  général  Parmentier,  dans  la  Nouvelle  Corresiiondance 
mathématique,  t.  V.  Bruxelles,  MDCCCLXXIX,  p.  )66). 

Le  général  Parmentier  est  arrivé  depuis  {^Nouvelles  formules  de  quadrature,  dans 
le  Compte  rendu  de  la  onzième  session  de  V Association  française  pour  l'avancement 
des  Sciences,  Paris,  i883,  p.  6^  )  à  une  nouvelle  expression  de  l'aire  approchée,  en 
éliminant  ~h  de  la  formule  de  Simpson,  au  moyen  d'une  aire  auxiliaire  dans  laquelle  le 
|)remier  et  le  dernier  côté  de  la  ligne  polygonale,  limitant  les  deux  trapèzes  extrêmes, 
sont  remjilacés  par  les   segments  d'arcs  paraboliques  qu'ils  sous-tcndent.  On  a  ainsi 

En  retranchant  cette  aire  du  double  de  l'aire  de  Sijipson,  donnée  par  la  relation  (1), 
on  a  cette  expression  nouvelle 


(5)     A,=  oA^ 


-A,=  ^  1^3X^,-4  f/i„-;i„^,)-U^,+  ^J-^T^(^2-^^«-i)] 


Cette  formule,  moins  simple  que  (3),  exige  que  l'on  connaisse  deux  ordonnées  de 
plus,  /i,  et  /(„_,",  elle  ne  conduit  cependant  pas  à  des  résultats  beaucoup  plus  appro- 
chés. Elle  donne,  comme  les  formules  de  Simpson  et  de  Catalan,  des  aires  exactes 
pour  les  arcs  de  paraboles  du  deuxième  et  du  troisième  degré.  M.  Mansion  a  d'ail- 
leurs remarqué  {Mathesis,  supplément  à  la  livraison  de  septembre  1881)  que  les 
aires  Aj  du  général  Parmentier,  A,  de  Simpson  et  A  de  Catalan  (note  de  la  p.  3io) 
ont  entre  elles  la  relation 

A,=  3A,-2A; 

en  sorte  qu'on   arrive  aussi   à   la  formule  (5)  en  éliminant  SA     entre   les    formules 
do  Simpson  el  de  Catalan. 
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mathématiquement  exact,  lorsque  le  contour  curviligne  de  l'aire 
est  un  arc  de  parabole. 

Si  toutes  les  ordonnées  paires  avaient  la  même  longueur  h  et 
toutes  les  ordonnées  impaires  la  même  longueur  7/^  /i,  la  formule 
de  Simpson  correspondrait  à  une  série  de  branches  ayant  leurs 
sommets  arrondis  aux  extrémités  des  ordonnées  impaires  et  se 
relevant  des  deux  côtés  pour  recouper  les  branches  voisines  à 
angles  aigus  sur  les  ordonnées  paires.  La  formule  de  Parmentier 
donnerait  au  contraire  une  suite  d'arcs  paraboliques  raccordés  les 
uns  aux  autres,  aussi  bien  sur  les  ordonnées  paires  que  sur  les 
impaires,  ce  qui  est  beaucoup  plus  conforme  aux  conditions  ordi- 
naires de  la  pratique.  La  formule  (i)  donne  donc  des  résultats 
moins  exacts  que  la  formule  (3)  lorsque  la  courbe  proposée  ne 
présente  pas  d'angles  rentrants. 

Il  en  est  autrement  dans  certains  autres  cas,  et  notamment  dans 
celui  de  \^  Jig.  i5().  La  courbe  ABC  se  compose  de  deux  branches 

Fig.   iSg. 


(pli  présentent  leur  convexité  à  la  base,  qui  se  coupent  en  B  sur 
une  ordonnée  d'indice  pair  et  Cjui  sont  terminées  par  deux  segments 
MA,  NC  parallèles  à  XY,  de  telle  sorte  que  Ao  =  /*)  et  hu  =  //«+). 
Les  formules  (2)  et  (.5)  donnent  alors  identiquement 

et  chacune  des  aires  partielles  òhi  est  un  trajjèze  rectilignc  miivii, 
limité  par  la  tangente  à  la  courbe  à  son  point  d'intersection  o 
avec  fordonnée  moyenne  ///.  L'aire  totale,  calculée  d'après  l'une 
des  deux  formules  considérées,  est  donc  inférieure  à  l'aire  exacte 
(le  la  (pianlilé  représentée  par  la  somme  de  tous  les  pelils  triangles 
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niop^  noq.  La  formule  de  Simpson  donne  en  ce  cas  une  valeur 
plus  approchée,  à  raison  de  la  correction  qui  résulte  du 
terme  hli^h- 

Le  résultat  fourni  par  la  formule  (2),  comme  celui  qu'on  ob- 
tiendrait en  prenant  pour  valeur  approchée  l'aire  du  polygone 
inscrit,  est  trop  faible  ou  trop  fort,  selon  que  la  courbe  tourne  sa 
concavité  ou  sa  convexité  vers  la  base.  Avec  la  formule  (3),  au 
contraire,  l'erreur  est  de  même  sens  que  si  l'on  prenait  pour  va- 
leur approchée  l'aire  du  polygone  circonscrit.  Quant  à  l'erreur  de 
la  formule  (1),  elle  est  généralement  de  même  sens  que  celle  de  la 
formule  (2  ). 
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Aire  maxima  pour  un  périmètre  donné  ('). 

237.  L'élude  (ili  profil  d'un  canal  comporte  souvent  la  df'tcrniination 
du  plus  petit  périmètre  mouillé  correspondant  à  une  certaine  aire  mouillée, 
ou  de  la  plus  grande  aire  correspondant  à  un  périmètre  donné.  On  dé- 
montre en  Géométrie  élémentaire  que,  si  le  périmètre  est  formé  de  seg- 
ments rectilignes  dont  les  longueurs  sont  données,  l'aire  est  maxima  lorsque 
ce  périmètre  est  inscrit  dans  une  demi-circonférence. 


(')  Voir  sur  cette  question,  et  sur  quelques  autres  qui  s'y  rattachent.  Lacranhie. 
Leçons  sur  le  calcul  des  fonccions.  Leçon  XXI".  —  Steinf.r,  i\lémoire  [oublié  dans  le 
Journal  fur  die  r-eine  und  angewaiidte  Matiicmatik.  de  A.-L.  Crelle,  t.  XXIV,  Berlin, 
i84i.  —  0.  Bonnet,  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  dans  le  Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique,  t.  XIX,  32°  cahier,  t8^8.  —  Paul  Serret,  Des  Méthodes  en 
Géométrie,  Paris,  i8.55,  p.  io3  et  suiv.  —  Cilmann.  D!e  grapliische  Statih,  Zurich, 
187.5,  n°  25.  — Ed.  Collignon,  Hydraulique,  Paris,  1880,  p.  276  et  suiv. 

Ou  trouve  la  première  tracede  la  doctrine  des  isopériiriètres  dans  le  Trait'  des  iso- 
périmi'tres  de  Zénodore,  que  nous  connaissons  en  partie  par  le  Commentaire  de  Tuêon 
sur  la  Syntaxe  mathématique  de  Ptoleméi",.  Ziînodore  y  démontrait  que,  parmi  les 
figures  isopérimètres  d'un  môme  nombre  de  côtés,  la  plus  grande  est  celle  dont  les 
c(Jtés  sont  égaux.  Il  en  déduisait  la  propriété  du  cercle  d'envelopper  l'aire  maximum 
pour  un  pcriniètre  donné  (Cantor,  T'orlesungen  ilber  Geschichte  der  Mathetnatih, 
t.  I,  Leipzig,  1880,  p.  3oS-3og,  379.^  Max.  Marie,  Histoire  des  Sciences  mathématiques 
et  physiques,  1. 1,  Paris,  i883,  p.  aGi).  Quelques  auteurs  attribuent  même  a.  Pytiiac.obe, 
non  seulement  la  propriété  précédemment  énoncée  du  cercle,  mais  encore  celle  delà 
sphère  d'être  maximum  parmi  les  figures  de  même  surface  (RoiciiÉ  et  de  Comrerolsse, 
Traité  de  Géométrie  élémentaire,  3*  édit.,  Paris,  1873,  p.  xiii).  11  est  en  tout  cas  certain 
que  Pappus,  dans  le  Livre  V  de  ses  Collections  mathématiques,  a  repris  les  propositions 
de  Zéxodobe  sur  les  figui'cs  planes  et  les  a  étenduesaux  solides.  (Max.  Marie,  /oc.  cit., 
t.  Il,  p.  5o.)  Le  cinquième  Livre  des  Coniques  d'ApoLLoNits  contient  en  germe  ce  que 
nous  ont  appris  depuis  les  méthodes  analyli(]ues  sur  les  questions  de  ma-vinia  et 
de  minima  (Halley,  Appollonii  Pergœi  Conicorum  libri  octo,  Oxoniac,  1710;  Max. 
Marie,  Inc.  cit.,  t.  I,  p.  172,  t.  Il,  p.  58).  Liil'Ilier  {De  relatione  mutua  capacitatis  et 
terminorum  fgurarum,  1782)  a  résumé,  corrigé  et  considérablement  accru,  ]iar  ses 
propres  dccouverlcs,  les  travaux  faits  sur  ce  sujet  depuis  les  Grecs  jusqu'à  R.  Simson. 
Kepler  parait  avoir  observé  le   premier  la  proprii-té   dont  jouit  une  grandeur  va- 
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Si- 


Steiner  a  résolu  le  problème  d;ins  le  cas  réciproque  où  l'on  connaît,  non  plus 
les  longueurs  des  divers  segments,  mais  leurs  directions  et  la  longueur  du 
périmètre.  Culmann  a  donné  de  la  même  question  une  solution  géométrique 
directe,  dont  la  suivante  ne  diffère  que  par  la  forme  de  la  démonstration. 

Soit  AiBiB',  A',  [^g.   iGo)  un  profil  dans  lequel  AjA/  est  le  niveau  de 


Fij;.    r6o. 


l'eau,  tandis  que  les  trois  autres  côtés,  dont  la  somme  est  ('gale  à  une  lon- 
gueur donnée  p,  sont  respectivement  parallèles  à  trois  directions  données. 
On  prend,  sur  les  prolongements  de  BiB'j,  CBj  ^  AiBi,  B'j  C  =  B',  Aj,  eu 
sorte  que  ce  =: /p.   La   parallèle  à   CAi,  passant  par  Bj,    et  la  parallèle  à 


riahle  de  ne  varier  que  par  degrés  insensibles  dans  le  voisinage  de  son  état  de  nuisi- 
mum  on  de  minimum  (Nova  stereometria  dolioriim,  etc.;  accessit,  stereometriœ  Ar- 
chimedeœ  su  p  pie  ment  um,  Lincii,  i6i5).  Un  peu  plus  tard  (i636),  Fermât  précisait  ci' 
premier  aperçu  dans  sa  célèbre  nîClhode  :  De  maximis  et  miitimis. 

L'un  des  problèmes  de  maxima  et  de  minima  qui  ont  occupé  les  {jéomètres  con- 
siste à  trouver,  pour  un  lieu  donné,  le  jour  de  l'année  où  le  crépuscule  est  le  plus 
court.  Résolu  pour  la  première  fois  par  Pedro  Ncnez  (ÎNosirs,  De  crepusculis  liber 
uniis,  Lisbonne,  ij'|2,  et  Pétri  Noìiii  Opera,  Bàie,  1Ô92"},   il  a  été  repris  en    ifigS  par 
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C'A'j,  passant  par  B',,  coupent  respectivement  A,  A',  aux  points  D,  et  D, . 
On  mène  :  i"  les  droites  CD,,  C\  D',  qui  se  coupent  en  D;  2°  l'horizontale 
passant  par  D,  cpii  coupe  CAj  en  A,  C'A',  en  A';  3"  les  droites  AB,  A'B', 
respectivement  parallèles  à  AiB,,  A'jB'|.  Il  s'agit  de  démontrer  que  le 
profil  ABB'A'  (dont  le  périmèfre  mouillé  est  égal  à  /;,  car  AB  =:  CB  et 
B'A'  =  B'C')  est,  parmi  tous  ceux  qui  satisfont  aux  données,  celui  qui 
contient  la  plus  grande  aire. 

Traçons  d'abord  un  troisième  ))ro(ll  AoB^B'^A',,  tel  que  la  ligne  de  ni- 
veau AA'  soit  comprise  entre  A,  Aj  et  AoA,,.  Les  parallèles  menées  par  B;, 
à  CA  et  par  B'^  h  C'A'  coupent  AvBo  respectivement  aux  points  D,  et  D'^,. 

Les  deux  faisceaux  de  rayons  parallèles  de  direction  AA'  et  de  direction 
BD,  respectivement  perspectifs  au  faisceau  de  direction  AB  (G.  40),  sont 
jjrojectifs  (G-  41).  Ils  ont  d'ailleurs  comme  rayon  uni  la  droite  à  l'infini 
qui  joint  leurs  centres.  Ils  sont,  par  consé([ucnt,  perspectifs  (G.  44 Ì  et  en- 
gendrent la  ])onctuelle  DDjD^ Les  deux  faisceaux  des  directions  AA' 

et  B'D  engendrent  j)areillenient  la  ponctuelle  T)D\D\,  .  .  .  ,  perspective  à 
la  première,  et  les  deux  ponctuelles  ont  comme  élément  uni  le  point  D 
d'niterscction  des  rayons  BD,  B'  D,  déterminés  par  la  position  particulière 
AA'  de  la  ligne  de  niveau. 


Jeax  BëRnoulli  [Opera  oiìinia,  t.  I,  p.  64).  Hachette  {^Correspondance  sur  l'Ecole 
Polytechnique,  t.  I,  p.  109)  rapporte  que  Munge  a  traité  celte  question  en  menant 
un  plan  tangent  à  deux  cônes  de  même  sommet.  On  trouvera  dans  l'Ouvrajje  précité 
de  M.  Paul  Serret  (p.  loG)  la  solution  du  maroiis  de  Luospital,  fondée  sur  le  principe 
de  Fermât  {Analyse  des  infiniment  petits^  Section  III,  exemple  13). 

Le  problème  ne  consiste  pas  toujours,  comme  dans  le  cas  précédent,  à  déterminer 
sur  une  courbe  la  position  d'un  point  mobile,  correspondant  au  maximum  ou  au 
minimum  d'une  grandeur  variable.  On  a  souvent  à  chercher,  parmi  toutes  les  lignes 
dont  les  points  extrêmes  sont  assujettis  h  certaines  conditions  communes  et  qui  restent 
complètement  indéterminées  dans  l'intervalle  de  ces  points,  celle  pour  laquelle  une 
grandeur,  dont  la  valeur  dépend  de  la  ligne  tout  entière,  devient  un  maximum  ou 
un  miniminii.  (Euleh,  Methodus  invenieitdi  liiteas  cnn'as,  maximi  minimii-e  proprie- 
tate  gnudeiites,  sive  solutio  problematis  isoperimetrici,  latissimo  sensu  accepti,  Lau- 
sanne, i744i  P-  2).  Le  premier  problème  de  ce  genre  et  le  plus  célèbre  est  celui  de 
la  brachistochrone  ou  de  la  plus  courte  descente,  \iVO\)0%é  par  Jean  Bernuulli.  En 
publiant  (^cVfl  Lipsia:,  mai  iGijG.  p.  206)  la  solution  particulière  à  laquelle  il  était 
parvenu.  Bersollli  mettait  en  doute  la  possibilité  de  trouver  une  méthode  générale 
applicable  à  toutes  les  questions  du  même  genre.  Ei:i,er  (/oc.  cit.')  et  Lagrange  {Re- 
cherche sur  la  méthode  de  maxiniis  et  mininiis;  Essai  d'une  nouvelle  méthode  pour 
déterminer  les  maxima  et  les  iiiinima  des  formnles  intégrales  indéfinies,  etc.,  dans  les 
Miscellanea  Taurinensia,  t.  1  à  IV,  1-G0-17G9),  devaient,  plus  tard,  mettre  formelle- 
ment en  défaut  les  prévisions  de  Bernol'li.i.  A  côté  de  leurs  célèbres  méthodes  ana- 
lytiques, on  ne  doit  pas  omettre  de  citer  les  belles  recherches  purement  géométriques 
de  Maci.acrin  {A  complete  system  of  fluxions,  Edimbourg,  1742,  traduction  française 
par  le  P.  Pêzenas,  Paris,  i7'i9.  l-  ".  »°''  57'2.  571,  578,  588). 
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Cela  posé,  on  voit  immédiatement  que  le  quadrilatère  AB  B' A'  est  équiva- 
lent au  triangle  CDC;  que  le  quadrilatère  A,BiB'(A',  est  équivalent  au 
quadrilatère  croisé  CDiDjC  et,  par  conséquent,  au  triangle  CDC  diminuì- 
du  triangle  DDjD',  ;  enliu,  que  le  quadrilatère  AjBjB'j  A',  est  écjuivalent 
au  quadrilatère  CDjD.,  C  et,  par  suite,  au  triangle  CDC  diminué  du 
triangle  D  DJ), .  Le  quadrilatère  ABB' A'  a  donc  une  aire  supérieure  à 
celles  des  quadrilatères  qu'on  obtient  en  prenant  des  lignes  de  niveau  su- 
périeures ou  inférieures  à  AA'. 

On  voit  d'ailleurs  que  BD,  parallèle  à  la  base  CA  du  triangle  isoscele 
CAB,  est  bissectrice  de  l'angle  ABC'.  Pareillement,  B'D  est  bissectrice  de 
l'angle  A'B'C.  Le  quadrilatère  d'aire  maxima  ABB'A'  est  donc  circonscrit 
à  une  demi-circonférence  dont  le  centre  est  au  point  D. 

On  peut  remarquer  que  les  faisceaux  semblables  et  perspectifs  des  direc- 
tions AB  et  AB'  se  coupent  suivant  une  ponctuelle  «,  passant  jiar  S  ('), 
et  déterminent  sur  la  droite  CC  deux  ponctuelles  semblables  et  opposées 
dont  les  éléments  unis  sont  le  point  à  linfini  et  le  jjolnt  P  d'intersection 
de  u  et  de  c  (G.  42;.  Lorsque  les  éléments  B  et  B'  s'unissent  en  P,  le  qua- 
drilatère variable  se  réduit  à  un  triangle  MPM'  inscrit  à  .SCC. 


238.    Etant  donné  un  profil  ABB'A'  Jig.   161,  circonscrit  h  uic  demi- 

Fifî.   161 


circonférence,  construire  un  profil  semblable  et  dont  l'aire  soit  égale  à  une 
aire  donnée  S. 

On  réduit  d'abord  le  quadrangle  ABB'A'  à  une  base  ib,  en  disposant  la 


(')  En  d'autres  termes.  d'aprrB  une  propriété  bien  connue,  les  c<">tés  des  triangles 
variables,  tels  que  A,  EA,',  pivotant  autour  de  trois  points  situés  sur  la  droite  à  l'infini 
du  plan,  les  sommets  de  ces  triangles  sont  sur  trois  droites  qui  concourent  en  un  point  S. 
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figure  de  telle  sorte  que  la  hauteur  correspondante  /"  soit  à  mesurer  sur 
l'un  des  côtes  A'B'  du  profil,  à  partir  de  A'.  A  cet  effet,  on  mène  (90)  AC 
parallèle  à  A'B  jusqu'à  la  rencontre  deB'B.  On  a  ainsi  le  sommet  C  du 
triangle  CA'B'  équivalent  au  quadrangle  donné.  On  prend  ensuite  sur  A'C 
le  point  D,  situé  à  la  distance  ib  de  A'B',  et  la  parallèle  AE  à  DB'  donne 
A' E  =/'(87).  L'aire  du  profil  cherché  n'étant  pas  bf^  mais  S  =  hf^,  les 
cotés   de   ce   |)rofil    doivent  être  aux    côtés  de  ABB'A'    dans  le    rappoit 

-^^'  Pour  déterminer  celui  de  ces  côtés  qui  est  homologue  à  A'B',  on  de'-- 

\//.  .    .  ,  .  ,  .  - 

ci'it  une  demi-circonférence  sur  A'F  =/i,  on  élève  la  perpendiculaire  EG 

à  l'extrémité  de  f,  on  joint  GA',  G  F,  on  prend,  sur  A' G,  A' Il  =  A'B',  et 

l'on  mène  HB'j  parallèle  à  GF.  Le  segment  A'B'j  est,  dans  le  profil  cherché, 

riiomologiie  de  A'B'.  On  a,  en  effet,  en  remarquant  que  A'B'  =;  A' H, 

A'G__\/77; 


A'B' 
A'B', 


U 


v/. 


On  complète  le  second   protil    par  les  drcùtes  B'^B,,  BjAj,  respectivement 
parallèles  à  B' B,  BA. 

^30.  Il  est  facile  d'étendre  les  considérations  des  deux  derniers  numéros, 
soit  aux  quadrilatères  circonscrits  à  une  circonférence  entière,  soit  aux  po- 
lygones d'un  nombre  quelconque  de  côtés,  circonscrits  à  une  demi-circon- 
férence ou  à  une  circonférence  entière.  On  est  ainsi  conduit  à  ces  propriétés 
plus  générales  : 

Les  entés  (l'un  pul  Vinone  se  déplaçant ,  sans  cesser  d  'être  rcspcctiveiiieiiL 
parallèles  h  des  directions  données,  le  rajiport  de  l'aire  au  périmètre  est 
inn.r.imnin  lorsque  le  polygone  est  ciiconscrit  à  une  circonférence. 

Darts  un  canal  découvert,  le  rappoit  de  l'aire  au  périinetie  mouillé  est 
nia.rimum  lorS(jue  les  entés  en  nombre  quelco/Kpie  de  ce  périinètre  sont  tan- 
gents a  une  deini-circonfétence  dont  le  centre  est  sur  la  ligne  d'eau. 

2'i^0.  Lorsque,  dans  le  profil  à  aiie 
maxima  ABB'A'  de  la  Jig.  iGo,  le 
côté  BB'  devient  parallèle  à  A  A',  les 
angles  ABD,  ADB  sont  égaux,  et  l'on 
a  AB  z=  AD,  A'  B'  =  A'D.  En  d'autres 
termes,  la  somme  des  longueurs  des 
deux  talus  est  égale  à  la  largeur  du 
canal  à  la  ligue  d'eau. 
Soient  T,Ti  [fig.  162)  les  !ai:genles  îles  angles  A'Alî,  AA'R',  b  la  base 
BB',  h  la  hauleur  du    trapèze. 
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La  section  mouillée  a  pour  expression 


et  le  périmètre  mouilh- 


//  ,      ,       //        h 

S  =  -(  ib r-- 

1    \  -  T, 


h  h 

p  ^zz-lh \ 


Le  rapport  delà  section  au  périmètre,  c'est-à-dire  le  rayon  moyen  (143^, 
est  donc,  dans  le  cas  du  maximum. 

p~  1 

Le  rayon  moyen  est  donc  égal  à  la  moitié  du  rayon  de  la  demi-circon 
férence  inscrite. 

On  se  donne  ordinairement  S,  r  et  Ti,  et  l'on  déduit  le  périmètre  mouillé 
et  le  rayon  moyen  de  la  relation 


T         T  T. 


l  -T-  TT  —  I 


facile  à  établir  d'après  la  figure. 

Lorsque  les  deux  talus  ont  même  inclinaison,  ce  qui  est  le  cas  pratique. 
on  a  l'expression  plus  simple 


h  = 


\/;7=r 
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CHAPITRE  X. 

TRANSFORMATION  DES  SOLIDES. 


CovsiNERY,  Le  Calcul  par  le  trait,  etc.,  Paris,  i8/jO,  p.  io3-ii8.  — Bauernfeisd, 
Vorlegeblatter  zur  Strassen-und  Elsenbahiikunde,  eie.  Miinchen,  i856,  p.  ■j-ia.  — 
Ci'LMANN,  Die  grap/iische  Statili,  y.ùrìch,  1866,  n°'  16-23,  et  1875, 11°' 28-32.  —  Sciile- 
siNGER,  Vortriige  ilber  grafisches  Rechnen  und  Grajo-Statih,  Wien,  1868-69,  n°"  100- 
140.  —  WiNKLER,  Vortràge  ilber  Eise/ibalinbarc,  etc.,  Prag,  1870,  VII  Kap.  — 
Udillos,   Explaiiacion  de  un  camino.  Procedimieiitos  grajicos,   etc.,   Madrid,  1875. 

p.  43-45- 

I.  —  Représentation  des  volumes  par  des  segments  de  droites. 

241.  Transformer  un  solide  donné,  en  le  réduisant  à  une  base 
donnée,  c'est  déterminer  la  hautciu^  d'un  prisme  de  base  donnée 
dont  le  volume  soit  égal  à  celui  du  solide  ('). 

On  considère  le  volume  V  du  solide  comme  le  produit  d'une 
aire  S  par  une  longueur  ou  hauteur  k,  et  l'on  réduit  d'abord, 
suivant  les  règles  précédemment  exposées,  l'aire  S  à  une  base 
6,  telle  que  bl  —  S.  On  a,  dès  lors, 

V^S/t=  blk. 

On  réduit  ensuite  le  produit  Ik,  considéré  comme  une  nouvelle 
aire,  à  une  seconde  base  «,  telle  que  ah  =  Ik,  et  l'on  a 

Y  =zz^kzzr.abh. 

La  transformation  des  solides  se  réduit  donc  à  une  double  trans- 


(')  La  solution  graphique  de  ce  problème  était  connue  des  géomètres  arabes.  (Voir, 
eu  elfet,  Notices  et  extraits  des  manuscrits  de  la  bibliothèque  du  roi  et  autres  biblio- 
thèques, publics  par  l'Institut  de  France,  faisant  suite  aux  N'otices  et  Extraits  lus  au 
Comité  établi  dans  l'Académie  des  Inscriptions  et  Belles-Lettres.  Tome  XIll.  Paris, 
MDCCCXXXVIII,  p.  i2G-i5o.  —  Matériaux  pour  servir  à  l'histoire  comparée  des 
scienrrs  mathématiques  chez  les  Grecs  et  les  Orientaux,  par  M.  L.-P.-E.-A.  Sédillot,  etc., 
t,   I.  Paris,   i8',5-49. 
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formation  d'aires.  Nous  avons  appris  à  transformer  les  aires  dans 
tous  les  cas;  nous  n'avons  donc  pas  à  nous  occuper  de  la  transfor- 
mation des  solides  géométriques  simples,  et  nous  nous  bornerons 
à  indiquer,  dans  l'étude  qui  va  suivre,  les  dispositions  particu- 
lières à  adopter  pour  la  transformation  des  solides  irréguliers,  et 
les  règles  à  suivre  dans  le  choix  des  dimensions  sur  lesquelles  la 
transformation  doit  porter. 

Les  solides  irréguliers,  dont  il  s'agit  de  déterminer  le  volume, 
sont  donnés  le  plus  souvent  par  des  sections  transversales  paral- 
lèles, plus  ou  moins  espacées.  Nous  considérerons  particulière- 
ment, à  raison  de  leur  importance  dans  la  pratique,  les  solides  de 
déblai  et  de  remblai  auxquels  donne  lieu  l'exécution  des  travaux 
de  terrasseiiienls. 


II.  —  Volume  des  solides  réguliers  de  déblai  et  de  remblai. 

242.  Soit  proposé  ifig-  i63)  un  solide  rectiligne  de  déblai  ou  de 
remblai,  compris  entre  deux  demi-sections  transversales,  ABCE  et 


A,  B|  C,  E, ,  dont  la  distance  AA,  =:  EE,  est  supposée  assez  petite 
pour  qu'on  puisse  considérer  les  arêtes  BB,  et  CCi  comme  droites. 
On  suppose  droites  aussi  les  lignes  BC,  B,C),  B^Co,  du  terrain 
naturel,  dans  les  sections  transversales  extrêmes  et  dans  une  troi- 
sième section  intermédiaire  quelconque,  parallèle  aux  précédentes. 
La  surface  du  terrain  naturel,  dans  le  solide  ainsi  délimité,  est  un 
quadrilatère  parabolique  ayant  pour  directrices  les  droites  BB,, 
ce,,   et  pour  génératrices  les  droites  BG,  B,  C|,  .  .  . ,  contenues 
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dans  les  plans  parallèles  des  sections   transversales.    L'un  quel- 
conque de  ces  plans  coupe  le  tétraèdre  BCB,  Cj  suivant  un  paral- 
lélogramme dont  une  diagonale  est  la  génératrice  B:> Co  du  para- 
boloide,  située  dans  la  même   section;   conséquemment,   si  l'on 
considère  le   tétraèdre  comme   composé  d'une  suite   continue  de 
tranches  élémentaires  parallèles  aux    sections    transversales,    on 
voit  que  chacune   de  ces   tranches  est  partagée  en  deux  parties 
égales  par  le  paraboloide.   Le  tétraèdre  lui-même  est  donc  divisé 
par  le  paraboloide  en  deux  solides  équivalents.  Dans  les  deux  sec- 
tions extrêmes,  les  parallélogrammes   se  réduisent  à  leurs  diago- 
nales respectives,  c'est-à-dire  aux  génératrices  BC,  B,C|,  du  pa- 
raboloide, et,  des  deux  faces  du  tétraèdre  passant  par  BC,  l'une, 
BCB,,  est   située  au-dessus   du   quadrilatère  parabolique,    tandis 
que  l'autre,  BCC|,   est  située   au-dessous  du  même   quadrilatère. 
Pareillement,  les  deux  faces  B,  d  C  et  B|  Ci  B  sont,  l'une  au-dessus, 
l'autre  au-dessous  du  quadrilatère  parabolique. 

On  voit  parla  que  le  volume  du  prisme  ABCDA,  B,  C|  D,,  situé 
au-dessous  du  quadrilatère  parabolique,  est  la  moyenne  arithmé- 
tique entre  le  volume  formé  par  la  somme  de  deux  prismes  situés 
sous  les  faces  BCB, ,  B,  Ci  C  du  tétraèdre  et  le  volume  formé  par  la 
somme  des  deux  prismes  situés  sous  les  faces  BCC|,  B|  Ci  B  du 
même  tétraèdre. 

Si  l'on  retranche  du  prisme  moyen  ABCDAiBiCiDi  la  pyra- 
mide tronqviée  CDECiDiEi,  située  sous  le  talus  CEE,  Ci,  on  a, 
comme  volume  du  solide  proposé  ABCEAi  B,  C|  Ei  : 

V:=|(ADAiBCBi-+-  ADDiBCC, 

-+  AiDiABiCiB4-AiDiDBiCiC)  —  CDECiD,Ei. 

Posons 

AAi=EEi=/,     AE  =  AiEi=. /;,     AB     =  A, 
AiBi  =  //j,  DC  =  H,  DiCi=Hi 

et  désignons  par  z  la  tangente  de  l'angle  que  le  talus  CEEi  C|  fait 

avec  l'horizontale. 

Nous  avons  alors 

II  TI, 

El)  r=  -  ,      El  D,  ^      ' , 
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et  les  volumes  des  solides  prismatiques  sont  représentés  par 


b    ^_5^  1(^-0- H -H,), 


ADAiBCB,  ^-\l 
ADDiBCCi  =U 
AiDiAB,C,B  —  ^  I 
AiD,DB,CiC—  ;,/ 
CDFXjDiE     ^-\l 


En  substituant  et  réduisant,  on  aura,  pour  expression  du  volume 
cherché, 


243.   Si    Ton  mène  par  le  point  E  la  parallèle  à  AB  jusqu'à  sa 
rencontre  avec  les  parallèles  à  AD,   me-  ^.       „, 

nées  par  les  points  B  et  C,  on  transforme 
la  section  ABCE  en  une  aire  qui  est  repré- 
sentée par  la  partie  hachurée  de  \di  fig.  \6\. 
Cette  aire,  composée  d'un  trapèze  et  d'un    Bf 
triangle,  a  pour  expression 

Pareillement,  l'aire  de  la  section  A)B,C,E|  a  pour  expression 

A,  =  |^'f//i4-Hi;  4--!— ^' 


Substituant  dans  (i  K  il  vient 


H  — H, 


L'aire ^  étant  la   moyenne  arithmétique  des  sections  ex- 
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trêmcs,   on  voit,  par  l'expression   (2),  que  le   volume   n'est  pas 

exactement  égal  au  produit  de  Taire  moyenne  par  la  distance  des 

profils,  et  qu'il  faut,  avant  d'elTectuer  le  produit,  ajouter  à  l'aire 

1         1           r        I  //  —  /'  1  I  ï  —  FI  1         , 
moyenne^,  ou  en  retranclicr,  la  surlace  ^ • ■>  selon  que 

les  lignes  du  terrain  naturel  se  coupent  ou  non  dans  les  limites 
des  profils  extrêmes  superposés,  c'est-à-dire  selon  cpie  /*  —  //| 
et  H  —  H,  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires. 


Les  segments  ED 


II 


H 


et  E,  D,  =  ^ —  étant  les  projections  hori- 
zontales des  talus  dans  les  profils  extrêmes,  on  voit  que  l'aire  à 
retrancher  est  la  sixième  partie  de  celle  d'un  triangle  KCG 
(fig.  i65)  ou  de  son  équivalent  KCC|,  qui  a  pour  base  CC,  la 
différence  des  longueurs  de   talus  et  dont  le  sommet  K  est  à  la 


Fijj.   iG5. 


distance  verticale  KG  =r^  /^  —  Aj  de  la  base.  On  pourra  donc,  pai- 
une  construction  très  simple,  vérifier,  dans  chaque  cas  particulier, 
si  la  simple  multiplication  de  l'aire  moyenne  par  la  dislance  entre 
les  deux  profils  donne  le  volume  du  solide  avec  une  approxima- 
tion suffisante.  On  opérera  la  correction,  s'il  y  a  lieu,  en  substi- 
tuant à  l'une  des  sections  ABCE  l'ensemble  ABCFKCE  de  cette 
section  et  du  triangle  FKC,  qui  est  le  double  du  triangle  d'erreur 

KCL,  car  on  a  pris  CF  =  -ICCi . 

II ij 

Si   les   talus  étaient  verticaux,  la  projection  hoi'izontalc  —  — ' 

serali  nulle;  par  suite,  l'aire  du  triangle  d'erreur  serait  nulle  aussi 
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elle  volume  du  solide  serait  exactement  éyal  au  produit  de  Taire 
movenne  parla  distance  entre  les  profils. 

2ii.  Les  mêmes  formules  s'appliquent  aux  solides  cunéiformes 
(^fig-  i66)  qui  se  présentent  souvent  quand  on  passe  du  déblai  au 
remblai.  La  section  Fq  étant  celle  du  profil  transversal,  en  déblai 
ou  en  remblai,  le  plus  voisin  de  la  ligne  de  passage,  les  faces  laté- 
rales F  etF(,  parallèles  et   verticales,   peuvent  être   considérées 


comme  correspondant  aux  deux  sections  transversales  A  et  A, 
de  la  fig.  i63,  avec  cette  disposition  particulière  que  la  demi- 
plateforme  Z»  =  o  et  que,  par  suite,  les  lignes  du  talus  partent  des 
pieds  des  ordonnées  h  et  h^.  On  voit,  d'ailleurs,  que  la  diflerence 
des  projections  horizontales  de  ces  lignes  est  /,  —  /et  que  la  dis- 
tance l,  entre  profils,  est  ici  remplacée  par  l'épaisseur  h  du  coin.  Si 
donc  on  fait,  dans  la  formule  (2)  du  n°  2i3, 


H, —  Il 


/,     l.^h,     k  —  Y,     A,=-F,, 


on  a,  comme  expression  du  volume  du  solide  cunéitbrme, 

soit,  en  faisant  F  ^=  ;1^  /^/,  F,  =  :^  Ai  /,  et  réduisant 

V  =  -l^_  b[ild-v-  1  hyl^  +  ///,  ^  /il/  . 

Dans  la  pratique  des  calculs  de  terrassements,  on  ne  connaît  pas 
les  aires  latérales  F  etF|,  mais  seulement  Faire  transA^ersale  Fq, 
et  l'on  détermine  approximativement  le  volume  du  solide  en  mul- 
tipliant l'aire    F^  3=  i  6(/i -;- A,)  par   la   demi-longueur  movenne 

— ~  •  On  a,  dès  lors,  comme  expression  approchée  du  volume  : 

/  +  /, 

4 


V'=F„ 


b(/,  ^/i, '/  +  /,)  =  {  h[/i/  -^  //,/, -^  /i/,-^/iJ 
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Soit  X  l'erreur  commise  dans  cette  approximation,  c'est-à-dire  la 
quantité  dont  il  faudrait  augmenter  \  '  pour  obtenir  V.  Nous  au- 
rons 

d'où 

.T  —  ^b[//l 

et,  par  suite, 


h)[li  —  l] 


Vrr.    Fo   -^—  +   ^  h' h,  -  ll][l,  -    l 


-'^b 


Il  suit  de  là  que  le  volume  exact  V  est  égal  au  produit  de  la  demi- 
longueur  moyenne  du  solide  cunéiforme  par  l'aire  qu'on  obtient 
en  augmentant  Fq  d'un  triangle  qui  a  pour  base  b  et  pour  hau- 

leur  (A,  -A)  3-^^^^- 

Soit  donc  ABCD  {Jlg-  167)  l'aire  Fq.   On  prolonge  DC  de  la 
quantité  CE  =  /«,  —  A  ;  on  porte  sur  une  même  droite  quelconque, 

Fig.   1G7. 


à  partir  du  point  C,  et  en  ayant  égard  aux  signes,  les  segments 
CG  et  CF  respectivement  proportionnels  à  /,  —  /  et  à  3(/|  H-  /). 
On  mène  enfin,  par  le  point  G,  la  parallèle  GH  à  la  droite  FE.  T^e 
triangle  d'erreur  est  alors  représenté  en  grandeur  et  en  signe  par 
CBH. 

III.  —  Volume  des  solides  irréguliers. 

2io.  L'axe  du  tracé  et,  par  conséquent,  du  solide  à  calculer, 
n'est  pas  toujours  rccliligne;  il  présente  même  quelquefois  des 
courbures  de  petit  rayon.  Le  plus  souvent,  en  pareil  cas,  on  mul- 
tiplie les  aires  des    sections  faites  normalement  à  l'axe  du  Iracé 
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par  les  dislances  entre  profils  mesurées  sur  cet  axe  courbe,  sans 
tenir  autrement  compte  de  la  courbure. 

Ce  procédé,  généralement  admis,  conduit  quelquefois  à  des  er- 
reurs assez  importantes.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse 
d'un  tracé  à  revers  de  coteau,  dont  la  courbure  s'inlb'chit  autour 
du  massif  à  déblayer  suivant  un  arc  de  20'"  de  rayon.  Soient  S,  S, 
{fi  g-  168)  les  centres  de  gravité  des  sections  transversales  en  dé- 


blai et  en  remblai,  situés  chacun  à  2"',.to  de  l'axe  du  tracé.  Si  Ton 
procédait  suivant  la  méthode  précédemment  indiquée,  en  multi- 
pliant les  aires  des  sections  par  les  longueurs  mesurées  sur  l'axe, 
on  commettrait  une  erreur  de  ^  en  plus  sur  le  déblai  et  de  ^  en 
moins  sur  le  remblai.  En  effet,  d'après  la  règle  de  Giddin  ('),  le 


(')  GuLDis  a  public  le  théorème  qui  porte  son  nom  dans  le  Centrobarycorum,  seu 
de  centro  gi-avitatis  triuni  specieruni  quaiitkatis  continua;.  Libri  IV.  Vindobonœ, 
iG35-i6;52.  On  trouve  dans  cet  Ouvraj;e  des  méthodes  pour  la  détermination  du 
centre  de  gravité  des  arcs  de  cercles,  des  secteurs  et  des  segments  circulaires  et  ellip- 
tiques. On  y  trouve  aussi  l'application  de  cette  règle  fondamentale  :  Toute  figure 
formée  par  la  rotation  d'une  ligne  ou  d'une  surface  autour  d'un  axe  immobile  est  le 
produit  de  la  quantité  génératrice  par  le  chemin  que  parcourt  son  centre  de  gravité. 

Cette  propi-iélé  était  déjà  connue  depuis  plusieurs  siècles.  Pappis  énonce,  en  effet, 
àia  fin  de  la  Préface  de  son  Livre  Vil  (^Pappi  Alexandrini  mathematica;  collectiones 
a  Federico  Commandino  ?« /«//«/</«  conversœ  et  commentariis  illustrata;,  Pisauri,  i5.58, 
p.  143)  la  proposition  suivante,  qui  rappelle  tout  à  fait  celle  de  Guldis  :  «  Les  ligures 
décrites  par  une  révolution  complète  ont  une  raison  composée  de  celle  de  ces  figures 
et  de  celle  des  lignes  semblablement  tirées  de  leurs  centres  de  gravité  sur  l'axe  de 
révolution,  et  la  raison  des  figures  décrites  par  une  révolution  incomplète  est  (la 
raison  composée  de)  celle  des  figures  tournantes  et  (de  celle)  des  arcs  décrits  par 
leurs  centres  de  gravité  ....  Il  est  manifeste  que  la  raison  de  ces  arcs  est  composée 
de  la  raison  des  lignes  semblablement  tirées  aux  axes  et  des  angles  contenus  dans 
les  extrémités  de   ces   lignes,   rapportées  aux  mêmes   axes.  »  La  version  qui  précède 
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volume  du  solide  engendré  par  le  mouvement  d'une  figure 
plane,  constamment  normale  à  la  trajectoire  de  son  centre  de 
grcunté,  est  égala  l'aire  de  la  figure,  multipliée  par  la  lon- 
Qurur  de  cette  trajectoire.  Dans  notre  exemple,  les  aires  S  et  S| 
ont  pour  trajectoires  deux  arcs  concentriques  dont  les  rayons  sont 
respectivement  de  i-'",5o  et  de  2  2'",oo.  Les  longueurs  /,  mesurées 
sur  l'axe,  doivent  donc  être  diminuées  de  =:^/=:^/pour  le  dé- 
blai, et  augmentées  dans  la  même  mesure  pour  le  remblai. 

IV.  —  Détermination  des  volumes  au  moyen  des  courbes  de  niveau. 

246.  On  détermine  souvent  le  volume  des  solides  irréguliers  au 
nioven  des  courbes  de  niveau  (lOi). 


a  été  donnée  par  Montucla.  M.  Léon  Rodet  a  proposé  cette  autre  traduction,  •'aite  sur 
le  texte  grec  :  «  Le  rapport  des  rotations  complètes  est  composé  à  la  fois  de  celui  des 
ligures  tournantes  et  dé  celui  des  droites  semblablement  menées  sur  les  axes,  do 
leurs  centres  de  gravité.  Celui  des  (rotations^)  incomplètes  (est  composé)  de  celui  des 
figure's  tournantes  et  de  celui  des  arcs  qu'ont  décrits  les  centres  de  gravité  de  ces 
figures;  et  le  rapport  de  ces  arcs  est  évidemment  composé  de  celui  des  droites  me- 
nées et  des  angles  compris  entre  les  extrémités  de  ces  droites,  quand  bien  même  ces 
extn-mités  seraient  tout  auprès  des  axes  de  rotation.  »  Pappis  se  désigne  claireuienl 
comme  l'auteur  de  ce  beau  théorème  dans  les  lignes  suivantes,  qui  précèdent  l'énoncé 
de  la  proposition  :  «  J'ai  honte  de  plusieurs  géomètres  que  je  vois  s'occuper  de  re- 
cherches futiles  au  lieu  de  s'appliquer  à  l'étude  de  propositions  plus  utiles  et  plus 
générales.  Et  pour  ne  point  exprimer  gratuitement  cette  opinion,  je  vais  leur  dévoiler 
ceci,  qui  est  peu  connu.  »  Pappcs  montre  bien,  d'ailleurs,  qu'il  a  compris  l'étendue 
et  la  fécondité  de  ce  principe,  lorsqu'il  ajoute,  après  l'avoir  énoncé  :  «  Ces  proposi- 
tions, qui,  au  fond,  n'en  font  qu'une,  comprennent  sous  une  même  dénomination 
un  grand  nombre  de  théorèmes  variés  sur  les  lignes,  les  surfaces  et  les  solides.  Quel- 
ques-uns de  ces  théorèmes  ne  sont  pas  encore  démontrés;  d'autres  le  sont,  au  con- 
traire, et,  parmi  ces  derniers,  ceux  qu'on  lit  dans  le  Livre  XII  des  Elémeiits.  »  Il 
serait  donc  juste  de  donner  le  nom  de  Pappls  au  principe  si  fécond  qui  porte  le  nom 
de  Glldin;  et  cela  d'autant  plus  que  Glldin  cite  plusieurs  fois  l'Ouvrage  du  géomètre 
d'Alexandrie  dans  la  Préface  de  son  Ouvrage,  ce  qui  ne  permet  pas  de  supposer  que 
la  proposition  de  Pappcs  lui  était  inconnue.  On  peut  d'ailleurs  s'étonner  que  Pappi'S 
n'ait  pas  démontré  cette  proposition.  Il  en  avait  au  moins  deux  occasions  naturelles  : 
l'une  dans  le  Livre  VIII,  consacré  à  la  Mécanique,  l'autre  dans  le  Livre  V,  où  il 
refait  précisément  la  théorie  des  surfaces  et  des  volumes  engendrés  par  des  lignes 
ou  par  des  surfaces  tournantes. 

Voir  MoNTLCLA,  Histoire  des  Mathciiiatiqucs,  nouvelle  édition,  t.  1.  Paris,  au  Vil, 
p.  32r)-33o.  —  KlCgei.,  Matitcmatisciies  Ifôrterbuch,  t.  I.  Leipzig,  i8o3,  p.  /jaS.  — 
Chasles,  a pcrcn  historique,  etc.  Bruxelles,  1887,  p.  29  et  90.  —  Poxcelet,  Traité  des 
propriétés  projectives,  etc.,  t.  1.  Paris.  1866,  p.  xxv.  —  HoF.iEn,  Histoire  des  ?Jiithe- 
rnatif/ups.  Pans,  i8-'|,  p.  '(i:;.  —  Max.  Marie,  Histoire  des  Seie/iees  Matluiiiati<jucs  et 
P/ij-si</iirf,  t.  Il,  Paris.  i883,  ji.   '17  et  5.),  et  t.  III,   i88'|,  p.  ilig. 
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On  r(jii;lc  ordinairement  la  distance  constante  entre  les  plans  de 
deux  courbes  de  niveau  consécutives,  de  telle  sorte  que  toute  sec- 
tion plane  verticale  faite  dans  le  terrain,  normalement  à  ces  courbes 
et  entre  leurs  plans,  puisse  être  considérée  comme  rectiligne.  Si 
l'on  admet,  d'ailleurs,  que  deux  courbes  voisines  sont  semblables, 
le  solide  compris  entre  les  plans  de  ces  courljes  j)ourra  être  consi- 
déré comme  un  tronc  de  cône  et  aura  pour  volume 

h  étant  la  distance  verticale  entre  les   deux  courbes  et  F,  F,  les 
aires  de  leurs  sections. 

Dans  la  pratique,  on  se  borne  à   multiplier  Taire  moyenne  i)ar 

h  et  l'on  a 

V=-^//(F+F,). 

Ce  volume  excède  le  précédent  de  i/i(y'b'  —  y/F,  )". 

Les  dimensions  semblables  des  deux  sections  étant  entre  elles 

y/F  ,        .        , 

dans  le  rapport  -  .z^-^  on  pourra  déterminer  Terreur  parla  construc- 

V  1"  1 
tion  suivante. 

Soit  S  (/'i,''-  i^'q)  le  centre  de  similitude  des  <]eu\  courbes.  Sur 

Fisj.    169. 


la  différence  S,  A  des  rayons  homologues  SA,  SS),  on  construit  une 
courbe  AB|C|,  semblable  aux  deux  précédentes.  L'aire  de  cette 
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courbe  sera  (^/F  —  ^  F,  )  .  En  mullipliant  celle  aire  par  ^//,  on  aura 

A  ^ 

l'erreur  cherchée.  Le  rapport  - — ~   étant  ordinairement  très  petit, 

l'erreur  est  elle-même  très  petite.  Une  autre  erreur  peut  provenir 
de  ce  que  l'hypothèse  faite  sur  la  similitude  des  deux  courbes  con- 
sécutives ne  se  réalise  pas  complètement.  Mais  cette  erreur,  résul- 
tant d'une  faible  variation  dans  la  longueur  des  rayons.  S,  A,  S|B,, 

A  ^ 

S,C|,  .  .  .,  est  plus  petite  encore  que  la  précédente  lorsque—-^ 
est  très  petit. 

2  £7.  Quand  on  se  propose  de  déterminer  le  volume  d'un  ma- 
melon, il  arrive  le  plus  souvent  que  le  plan  de  la  courbe  horizon- 
tale supérieure  est  donné  par  un  solide  partiel  en  forme  de  calotte 
irrégulière.  On  mesure  ce  solide  en  multipliant  l'aire  de  la  der- 
nière courbe  horizontale  qui  lui  sert  de  base  par  la  moitié  de  sa 
hauteur,  si  la  cime  est  arrondie  ou  cunéiforme,  par  un  tiers  de  la 
même  hauteur,  si  la  cime  est  de  forme  conique,  et,  en  général, 
par  un  tantième  de  la  hauteur,  compris  entre  0,33  et  o,5o,  pour 
les  diverses  formes  de  la  cime  comprises  entre  les  deux  précé- 
dentes. Enfin,  lorsque  lacinie  est  terminée  par  uu  plateau  incliné, 
on  multiplie  la  distance  verticale,  comprise  entre  le  centre  de 
gravité  de  ce  plateau  et  la  dernière  section  horizontale,  par  la 
demi-somme  des  aires  de  cette  section  et  de  la  projection  hori- 
zontale du  plateau. 

Le  moyen  le  plus  pratique  pour  déterminer  les  aires  des  di- 
verses sections  horizontales  consiste  à  faire  usage  au  planimètre. 
On  fait  ensuite  la  somme  des  aires  de  toutes  les  sections,  on  en 
retranche  la  demi-somme  des  aires  des  sections  extrêmes  et  le  pro- 
duit de  la  différence  par  l'équidislance  h  donne  le  volume  compris 
entre  les  deux  sections  extrêmes  considérées. 

V.  —  Détermination  des  volumes  au  moyen  de  plans  cotés. 

248.  Quand  les  solides  ne  sont  pas  très  étenchis  en  largeur,  on 
évite  souvent  de  relever  des  courbes  horizontales,  et  l'on  trouve 
plus  commode  de  déterminer  leurs  volumes  au  moyen  d'un  plan 
colè.  A  cet  effet,  on  relève  et  l'on  nivelle  sur  le  terrain  un  nombre 
suffisant  de  points  pour  qu'en  U\s   joignant  deux   à  deux  par  des 
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droites,  on  détermine  un  réseau  de  triangles  dont  les  plans  se  con- 
fondent sensiblement  avec  les  parties  correspondantes  de  la  sur- 
face du  solide.  Chacun  de  ces  triangles  constitue  la  base  supé- 
rieure d'un  prisme  tronqué,  dont  la  base  inférieure  est  la  projection 
horizontale  du  même  triangle.  On  aie  volume  de  ce  prisme  en  mul- 
tipliant l'aire  de  sa  base  inférieure  par  le  tiers  de  la  somme  des 
cotes  qui  se  rapportent  aux  trois  sommets  de  sa  base  supérieure. 
Cette  détermination  suppose  qu'on  a  pu  prendre  comme  plan  de 
comparaison  la  base  inférieure  du  solide  proposé.  Si  cette  condi- 
tion n'a  pas  pu  être  remplie,  et  si  le  plan  à  partir  duquel  les  cotes 
de  niveau  sont  mesurées  est  situé  à  une  certaine  distance  au- 
dessous  de  la  base  inférieure  du  solide,  on  devra  retrancher  du 
volume  de  chaque  prisme  le  volume  compris  entre  cette  base 
inférieure  et  le  plan  de  comparaison. 

Soit   à  déterminer,  par  exemple,  le  volume  d'une  excavation 
représentée  par   la  //«.  lyo,  dans  laquelle   les  lignes   pointillées 

Fig.  170. 


indiquent  le  relief  primitif  du  terrain.  Ce  volume  sera 

F  représentant  l'aire  des  faces  triangulaires  qui  forment  l'inté- 
rieur de  l'excavation,  F,  l'aire  des  faces  extérieures  qui  limitaient 
le  terrain  primitif,  h  et  h',  respectivement,  les  cotes  des  sommets 
des  triangles  F  et  F(,  par  rapport  à  un  plan  de  comparaison  situé 
au-dessus  de  la  masse  à  déblaver. 
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CHAPITRE  XI. 

CALCUL  GRAPHIQUE  DES  MOUVEMENTS  DE  TERRES. 


[,.  Lal.vnne,  Mémoire  sur  V Aihiimoplanimètre,  etc.,  Paris,  18^0,  p.  28-35,  et  Méthode 
graphique  pour  la  détermination  de  la  distance  moyenne  de  transport  des  déblais 
et  des  remblais,  Paris,  1879.  —  Culma.n.n,  Die  graphische  Statik,  Zurich,  iB^S, 
n°°  33-35.  —  Stroiil,  Note  sur  l'a^'pUcation  de  la  méthode  graphique  aux  mou- 
vements  des  terres,  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  1884,  1°''  semestre, 
p.   i5G-i8o. 

I.  —  Préliminaires. 

!2i9.  La  conslruction  des  voies  de  communication  nécessite  le 
déblaiement  et  le  remblaiement  du  sol  nattirel  suivant  un  profil 
donné  de  plateforme.  Les  dépenses  auxquelles  ces  opérations  don- 
nent lieu  varient  avec  le  volume  des  terres  et  avec  les  distances  de 
transport.  La  détermination  des  volumes  a  fait  l'objet  du  Chapitre 
précédent.  Nous  nous  occuperons  ici  des  distances.  Plusieurs  pro- 
cédés, numériques  ou  graphiques,  servent  à  les  calculer.  L'un  d'eux, 
enseigné  en  France,  consiste  à  prendre  pour  abscisses  les  dis- 
tances entre  profils  en  travers,  àporter  en  ordonnées  des  longueurs 
proportionnelles  aux  aires  de  ces  profils,  à  déterminer  les  centres 
de  gravité  des  figures  ainsi  construites,  à  en  déduire  les  distances 
de  transport  des  masses  partielles  et  à  calculer,  d'après  celles-ci, 
la  distance  moyenne  de  transport  de  la  masse  totale. 

Nous  allons  exposer  un  autre  procédé  graphique,  connu  et  pra- 
tiqué en  Allemagne  sous  le  nom  de  Masseniìivcllcìucììt  ('). 


(')  Ce  procédé,  appliqué  en  i8/|'|  par  Bhucknkr  à  l'étude  du  plan  incliné  de  Culm- 
bach,  din'ère  bien  moins  par  les  traits  fondamentaux  que  par  la  forme  et  jiar  les  tracés 
de  détail  de  la  méthode  que  M.  Lalanne  avait  déjà  exposée  dans  le  Mémoire  sur 
l'Arilhmnplanimètre,  etc.  {Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  iS-jO,  ?."  semestre),  comme 
application    do    l'Instrument    |)erfectioiinc    d'OpiMKoKEK   et   d'ËHNST.    (\'oir   Lalanne, 
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Il  consiste  essenlielleinent  dans  la  conslrucllon  à\\n  piojil  dit 
de  distribution,  <|iii  diiïère  du  profil  en  long  ordinaire  en  ce  qne 
chaque  cote  de  hauteur  du  terrain  est  remplacée  par  une  ordon- 
née proportionnelle  à  la  somme  algébrique  des  volumes  de  rem- 
blai et  de  dél)lai,  cumulés  depuis  l'origine  du  mouvement  des 
terres  jusqu'au  point  considéré.  On  admet,  pour  la  détermination 
de  cette  ordonnée,  que  les  volumes  de  remblai  et  de  déblai  sont 
des  quantités  respectivement  positives  et  négatives. 

Lorsque  deux  profils  en  travers  consécutifs  comprennent  entre 
eux  des  parties  en  i^emblai  et  des  parties  en  déblai,  on  su|)pose 
qu'un  jet  de  pelle  transversal,  calculé  séparément,  a  permis  de 
compenser  le  plus  petit  des  deux  volumes  avec  une  égale  quantité 
du  plus  grand,  et  Ton  n'a  plus  à  considérer,  comme  intéressant  le 
mouvement  des  transports  longitudinaux,  que  la  diflerence,  posi- 
tive ou  négative,  entre  les  deux  volumes. 

II.  —  Calcul  des  aires  transversales.  Profil  transformé. 

250.  Le  calcul  du  volume  compris  entre  deux  profils  en  travers 
consécutifs  comporte  la  détermination  préalable  de  leurs  aires. 
Les  périmètres  de  ces  aires  ayant  le  plus  souvent  un  nombre  de 
côtés  supérieur  à  quatre,  on  les  réduit  d'abord  en  quadrilatères  par 
la  méthode  précédemment  indiquée  (91-94).  Cette  méthode  a 
l'avantage  d'éliminer  immédiatement,  dans  les  profils  mixtes,  tous 
les  cubes  soumis  à  un  simple  jet  de  pelle  transversal.  On  réduit 
ensuite  à  une  même  base  donnée  b  (90)  les  quadrilatères  résultant 
de  la  transformation.  On  obtient  ainsi  une  suite  de  droites  y  qui 
représentent  les  aires  à  une  échelle  déterminée  par  le  nombre  de 
fois  que  la  base  donnée  contient  l'unité  linéaire  adoptée  dans  le 
tracé  des  profils  ('). 


avertissement  pour  la  Collection  de  Tableaux  et  de  procédés  graphiques  joints  à  la 
Circulaire  ministérielle  du  3o  juillet  1879,  et  Réclamation  de  priorité  au  sujet  de  l'ap- 
plication des  procédés  graphiques  au  calcul  du  mouvement  des  terres,  dans  les  Annales 
des  Ponts  et  Chaussées,  i884)  i"  semestre,  p.  620  et  i885,  i"  semestre,  p.  79;  voir 
aussi  CuLMANN,  Traité  de  Statique  graphique,  traduit  par  MM.  Glasser,  Jacquier  et 
Valat,  t.  I,  p.  597,  Paris,  1880,  et  A'ofe  sur  l'application  de  la  métliode graphique,  etc., 
par  M.  Stroiil). 

(')  On  peut  supposer,  comme  au   Chapitre  Vil,    que   les  demi-profils  en   travers 
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251.  Considérons  maintenant  {^fig.  172)  un  profil  en  long  or- 
dinaire, dans  lequel  le  relief  du  sol,  rapporté  d'après  le  nivelle- 
ment, est  représenté  par  une  ligne  polvgonale  liaeliurée,  et  le 
tracé  de  la  plateforme  projetée  par  une  ligne  polygonale  simple. 
Prenons  une  ligne  fondamentale  (/f'g.  173)  et  portons  en  or- 
données, à  partir  des  points  de  division  qui  correspondent  aux 
cotes  sur  Taxe  du  profil  en  long  primitif,  les  longueurs  y  (positives 
ou  négatives),  déterminées  par  les  réductions  précédentes.  Tra- 
çons enfin  la  ligne  brisée  c[ui  joint  les  sommets  des  ordonnées 
consécutives.  Nous  obtenons  ainsi  le  profil  transformé. 


III.  —  Calcul  des  volumes.  Profil  de  distribution. 

2o!2.  L'aire  s  du  profil  transformé,  comprise  entre  deux  ordon- 
nées consécutives,  est  un  trapèze  ayant  pour  bases  les  droites  qui 
représentent  les  aires  réduites  des  profils  en  travers  correspondants 
et  pour  hauteur  la  distance  entre  ces  profils.  L'aire  s  représente 
donc  le  volume  de  remblai  à  importer,  ou  de  déblai  à  exporter 
entre  les   deux   profils   considérés  (')   et,  en  général,   la  somme 

consistent  en  de  simples  quadrainjlcs  uniformément  disposés  {/ig.  171)  suivant  les 

Fie.    171- 


contours  communs  ABC  en  remblai,  A|B,C  en  déblai,  de  telle  sorte  que  la  ligne  du 
terrain  varie  seule,  d'un  profil  à  l'autre,  dans  chacune  des  deux  séi'ies.  Si  l'on  réduit 
ces  demi-prolils  à  la  double  base  OH  =  26,  on  obtient  comme  courbe  de  réduction 
la  parabole  00, Oj  (Chap.  VII).  L'aire  réduite  d'un  demi-profil  de  hauteur  donnée 
est  alors  le  produit  de  la  base  constante  b  par  l'ordonnée  horizontale  j  de  la  pa- 
rabole, qui  correspond  à  la  hauteur  considérée.  Cette  ordonnée  doit  être  comptée 
il  partir  de  l'axe  vertical  OX,  en  remblai  et  de  l'axe  OXj  en  déblai.  La  valeur  de/,  pour 
une  section  transversale  complète,  est  la  somme  algébrique  des  deux  ordonnées  y, 
déterminées  pour  chacun  des  demi-profils  de  la  section. 

(')  On  sait  (213)  que   le  volume   n'est   pas  exactement  égal  au  produit  de   Paire 
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arithmétique  S  des  aires  comprises  entre  la  ligne  brisée  et  la  fon- 
damentale du  profil  transformé,  représente  deu\  fois  le  cube  toUil 
du  mouvement  des  terres. 

Il  suffit,  daprcs  cela,  de  réduire  à  une  base  donnée  h^  les 
trapèzes  du  profil  transformé,  pour  que  les  volumes  repré- 
sentés par  ces  trapèzes  se  trouvent  réduits  à  de  simples  lignes 
droites.  Pour  arriver  à  ce  résultat,  on  divise  par  moitié,  aux 
points  I,  2,  3,  4'  •  •  •  {fis-  ""7^)  ^^5  côtés  du  contour  polygonal 
qui  constitue  le  profil  transformé,  en  ayant  soin  de  considérer 
comme  deux  côtés  distincts  les  segments  d'un  même  côté  qui 
sont  situés  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  fondamentale.  On 
prend  sur  la  fondamentale,  à  partir  d'un  point  quelconque  P, 
une  longueur  PO  égale  à  la  base  de  réduction  qu'on  a  adoptée, 
on  projette  horizontalement  les  points  i,  2,  3,  4,  •  •  •>  sur  la  ver- 
ticale passant  par  le  point  O  et  l'on  joint  les  nouveaux  points 
I,  2,  3,  4;  •  '  -1  ainsi  obtenus,  au  point  P.  Cela  fait,  on  trace  sur 
une  nouvelle  fondamentale  parallèle  à  la  précédente  {fig-  174) 
les  ordonnées  verticales  qui  correspondent  aux  profils  en  travers 
et  aux  divers  points  d'intersection  du  profil  transformé  avec  sa 
propre  ligne  fondamentale.  A  partir  du  point  I,  où  la  première  de 
ces  ordonnées  rencontre  la  nouvelle  fondamentale,  on  mène, 
parallèlement  à  P  r  de  idi  fig.  ijS,  la  droite  lA  qui  coupe  l'or- 
donnée II  au  point  A.  Du  point  A  on  mène  la  parallèle  à  P2 
jusqu'à  sa  rencontre  en  B  avec  l'ordonnée  III  et  ainsi  de  suite. 
La  nouvelle  ligne  brisée  ainsi  obtenue  est  le  profil  de  distri^ 
but  ion. 

Chacune  des  ordonnées  de  ce  profil  représente  la  somme  algé- 
brique des  volumes,  depuis  l'origine  du  mouvement  des  terres 
jusqu'au  profil  en  travers  correspondant.  On  a,  en  effet,  par  les 
triangles  semblables  PO  1  {fiig.  i73)  et  III A  {fi g-  174) 

Oi.III=zzPO.IIA. 

Mais  O  I  est  la  demi-hauteur  du  triangle  02'H,  qui  représente  le 
volume,  III  est  la  base  du  même  triangle,  PO  la  base  de  réduction 
adoptée  bi.  Donc  II A  représente  le  volume  réduit  à  celte  base. 


moyenne  par  la  distance  entre  profils,  et  qu'on  peut  opérer  la  correction  en  ajoutant 
ou  en  retranchant  le  triangle  d'erreur. 
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APPENDICE  DU  TRADUCTEUR  AU  CHAPITRE  XL 


I.  —  Construction  directe  du  profil  de  distribution. 

259.  Un  artifice  de  construction,  propose  par  M.  Appoloni  ('),  permet 
de  construire  le  profil  de  distribution  sans  passer  par  le  profil  transformé. 

On  réduit  (2o0)  les  aires  des  profils  en  travers  à  une  base  b.  On  ob- 
tient ainsi  [/i^-  175)  les  ordonnées/1,/2, /j,  .  .  .,  /o,  ...  qui  représentent 


Fiij. 


I 


fô 


f6 


■-© 


— -o 


ces  aires.  On  prend  ensuite  la  liyne  fondamentale,  XX',  du  profil  de  distribu- 
tion [Ji§.  1/6)  et  l'on  trace,  comme  dans  la  méthode  ordinaire,  les  verti- 
cales indéfinies  sur  lesquelles  doivent  se  trouver  les  sommets  de  ce  profil.  Ces 
verticales  correspondent,  les  unes  i,  2,  3,  ... ,  aux  profils  en  travers/j,/,, 
f^,  .  .  . ,  les  autres  a,  b,  c,  .  .  . ,  aux  points  de  passage  du  remblai  au  déblai 
ou  vice  versa  {-).  On  prend  enfin  sur  XX',  ou  sur  une  parallèle  à  cette 
fondamentale,  un  segment  de  droite  PO,  égal  au  double  de  la  nouvelle  base  ô, 
qu'on  a  choisie  (252)  pour  la  réduction  des  volumes  en  ordonnées  du  profil 
de  distribution.  A  l'extrémité  O  de  PO  on  élève  la  perpendiculaire  YY'. 


(  '  )  F.  AppoLOM,  Metodo  pratico  per  costruire  il  profilo  di  distribuzione  nel  calcolo 
grafico  dei  movimenti  di  terra.  Padova,  avril  1884. 

(-)  Le  point  de  passage  «,  situé  entre  deux  profils  consécutifs,  4  et  5,  està  l'inter- 
section de  la  fondamentale  et  de  la  droite  qui  joint  les  extrémités  des  ordonnées/,,  /.. 
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L'épure  étant  ainsi  préparée,  on  porle  sur  YY',  à  partir  du  point  0, 
pris  comme  origine  comniinie,  et  en  tenant  compte  des  signes,  des  lon- 
gueurs égales  aux  segments  /j,  yj,  X,,  /„  ....  qui  représentent  les  profils 
en  travers  de  rang  impair.  On  fait  figurer  à  leur  rang,  dans  cette  suite, 
non-seulement  les  profils  en  travers  réels,  mais  aussi  les  profils  fictifs  et 

Fiff.   ,76. 


d'aire  nulle  (fa=^  o)  qui  correspondent  aux  points  de  passage.  On  obtient 
de  la  sorte  une  premici-e  ])onctuelle 


I,  3,  ,/,  6, 


i", 


dont  on  a  soin  de  poi  ter  la  graduation  à  gauche  de  YY'.  On  \ncnd  ensuite 
au  compas  les  segments  /,,  /;,  /.,  .  .  . ,  représentant  des  \mAi\s  de  rang 
pair  et  l'^n  effectue  sur  YY'  l'addilion  algchrique  de  chacun  d'eux  avec  le 
.segment  dn  jirdfil  impair  préct'dent,  puis  avec  le  .segment  du  profil  inijiair 
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256.  Nous  avons  raisonné  jusqu'ici  comme  si  le  profil  de  dislriliu- 
tion  ne  présentait  que  des  chantiers  complets,  dans  chacun  desquels 
les  volumes  de  remhlai  et  de  déblai  se  compensent  exactement,  ce 
qui  aurait  lieu  seulement  si  la  ligne  de  compensation  passait  par 
les  points  extrêmes  du  contour  polygonal  de  distribution.  Mais 
c'est  là  un  cas  tout  particulier,  et  l'on  voit,  par  exemple,  que  le 
profd  de  \iijig-.  iy4  présente  à  son  origine,  avant  sa  première  inter- 
section R  avec  la  ligne  de  compensation,  un  circuit  incomplet  IBR, 
dans  lequel  une  partie  seulement  du  remblai  BR  peut  être  com- 
pensée par  le  déblai  IB.  On  considère  dans  ce  cas  comme  un 
chantier  complet  l'aire  en  dépression  IBD,  limitée  à  l'horizontale  ID 
passant  par  l'origine,  et  il  reste  à  se  procurer  par  voie  d'emprunt 
la  contre-partie  du  remblai  DR.  Nous  verrons  bientôt  comment 
cette  opération  complémentaire  peut  être  figurée  sur  l'épure. 

V.  —  Calcul  graphique  des  moments  de  transport. 

2o7.  Dans  les  parties  du  terrassement  à  exécuter  qui  ne  com- 
portent ni  emprunts  ni  dépôts,  il  suffit  de  calculer  les  aires  com- 
plètes du  profil  de  distribution  pour  avoir  les  moments  de  transport. 
On  prend  à  cet  elTet  une  base  de  réduction  sur  l'horizontale  de 
compensation,  dont  les  segments  sont  les  bases  des  aires  consi- 
dérées, et  l'on  procède  comme  on  l'a  déjà  fait  pour  passer  du 
profil  transformé  au  profil  de  distribution.  La  plus  grande  or- 
donnée ainsi  obtenue  dans  chaque  opération  partielle  donne  le 
moment  de  transport  relatif  à  l'aire  correspondante. 

Pour  les  chantiers  incomplets,  à  compenser  par  voie  d'emprunt 
ou  de  dépôt,  on  calcule  la  distance  du  centre  de  gravité  de  l'em- 
prunt ou  du  dépôt  au  lieu  d'emploi  du  déblai  ou  de  provenance 
du  remblai,  et  le  produit  de  cette  distance  par  le  cube  à  emprunter 
ou  à  déposer  est  un  moment  de  transport  que  l'on  peut  repré- 
senter par  une  aire  additionnelle  sur  le  profil  de  distribution. 

Soient,  en  effet,  XY  la  projection  horizontale  de  l'axe  du  tracé, 
Z  le  plan  de  la  chambre  d'emprunt  qui  doit  fournir  l'excédent  de 
remblai  DR,  à  la  suite  du  chantier  complet  IBD,  R,  la  projection 
sur  XY  de  l'extrémité  du  tronçon  DR  qui  est  la  plus  voisine  de 
l'emprunt.  La  distance  moyenne  de  la  chambre  d'emprunt  au 
point  R  sera,  d'après  les  dimensions  indiquées  par  la  figure, 
^+6  +  V +i4=33. 
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On  porte  cette  distance  sur  la  ligne  de  compensation,  de  R  en  S, 
et  l'on  construit  le  rectangle  RSTU,  qui  représente  la  première 
partie  du  moment  de  transport  relatif  à  l'emprunt,  car  RU  et  UT 
représentent  respectivement  le  volume  à  emprunter  et  la  distance 
que  ce  volume  doit  parcourir  pour  arriver  en  R.  Le  triangle  RDU 
re])résente  pareillement  le  moment  de  transport  du  volume  RU, 
dislrihué,  à  partir  du  point  Ix,  sur  le  tronçon  DU.  Le  moment  total 
relatif  à  l'emprunt  est  donc  représenté  par  l'aire  DRSTD,  que  l'on 
|)eut  calculer  graphiquement,  comme  toutes  les  aires  du  profil  de 
distribution.  On  procéderait  de  la  même  manière  s'il  s'agissait  d'un 
dépôt. 

Pour  avoir  l'échelle  des  ordonnées  spéciales  aux  moments  de 
transport,  il  faut  tenir  compte  de  toutes  les  réductions  déjà 
faites  (252),  de  la  dernièi-e  base  de  réduction  adoptée  60  =  3,  et 
du  rapport  de  un  à  vingt  entre  les  échelles  du  dessin,  rapport  dont 
on  a  fait  deux  applications  successives.  On  a  alors,  en  considé- 
rant que  les  volumes  sont  représentés  par  les  hauteurs  des  aires, 

2  X  4  X  20   X  3  =:  9600, 

d'où  il  suit  fpi'à  chaque  centimètre  mesuré  sur  une  ordonnée  des 
moments  de  transport  correspond  un  moment  égal  à  9600. 

VI.    —  Distances  moyennes. 

258.  On  connaît  l'ordonnée  des  moments  et  celle  des  volumes 
pour  chaque  chantier.  R  ne  reste  plus  qu'à  diviser  la  première  par 
la  seconde,  en  tenant  compte  des  échelles,  pour  avoir  la  distance 
moyenne  correspondante. 

On  obtient  la  dislance  moyenne  générale  de  tous  les  chantiers 
réunis  en  faisant,  sans  distinction  de  signes,  d'une  part  la  somme 
de  tous  les  moments,  d'autre  part  la  somme  de  tous  les  volumes,  et 
en  divisant  la  première  somme  par  la  seconde. 

Aux  distances  horizontales  ainsi  déterminées  on  applique,  s'il 
y  a  lieu,  les  correctifs  indiqués  par  l'expérience  pour  tenir  compte 
des  rampes. 
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aires  sont  situées  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  ligne  fondamen- 
tale ('). 

2oi.  Dans  une  aire  quelconque  de  chantier  complet,  relief  ou 
dépression,  KML  {fig-  174)  ^in  volume  élémentaire  de  déblai,  tel 
que  EF,  compris  entre  deux  horizontales  EE',  FF',  est  destiné  à 
constituer  l'élément  de  remblai  E'F',  déterminé  par  les  intersec- 
tions de  ces  horizontales  avec  la  partie  KM  du  profil  de  distri- 
bution. Le  volume  et  la  distance  de  transport  de  l'élément  EF  sont 
représentés  respectivement  par  la  hauteur  et  par  la  moyenne  des 
bases  du  trapèze  EFF'E'.  Le  moment  de  transport  de  EF,  c'est- 
à-dire  le  produit  du  cube  de  cet  élément  par  sa  distance  de  trans- 
port, est  donc  représenté  par  l'aire  du  trapèze;  et  la  somme  des 
moments  de  transport  de  tous  les  éléments,  tels  queEF,  qui  cons- 
tituent le  cube  total  ^IN  du  chantier  considéré;  est  représentée 
par  l'aire   totale  KML  de  ce  chantier. 

2oo.  Le  déplacement  de  la  ligne  fondamentale,  parallèlement  à 
elle-même,  a  pour  effet  d  augmenter  ou  de  diminuer  les  aires  de 
tous  les  chantiers  complets  en  relief,  suivant  qu'il  a  lieu  de  haut 
en  bas  ou  de  bas  en  haut,  et  de  diminuer  ou  d'augmenter  en  même 
temps  les  aires  de  tous  les  chantiers  complets  en  dépression.  Mais 
la  quantité  dont  Tune  des  deux  suites  d'aires  augmente  n'est  gé- 
néralement pas  égale  à  la  quantité  dont  l'autre  suite  diminue,  et 
il  s'agit  de  déterminer  la  position  delà  fondamentale  pour  laquelle 
la  somme  des  aires  des  deux  suites  ensemble  est  un  minimum.  On 
vient  de  voir,  en  effet,  que  le  minimum  des  aires  n'est  autre  que 
le  minimum  des  moments  de  transport;  il  correspond,  par  consé- 
quent, au  minimum  des  dépenses  de  transport. 

Soient  :  S  6,-  la  somme  des  segments  de  la  fondamentale  qui  ser- 


(')  L'examen   du   profil   de   distribution    donne  encore   lieu  aux  remarques  sui- 
vantes : 

a.  La  ligue  brisée  du  profil  est,  par  suite  de  la  convention  sur  les  signes  des  vo- 
lumes, ascendante  de  gauche  à  droite  dans  les  parties  en  remblai  (trait  plein  de  la 

/ip;.  i-j!{),  et  descendante  dans  les  parties  en  déblai  (  trait  pointillé). 

b.  Les  points  culminants  des  reliefs  et  les  points  bas  des  dépressions  correspondent 
respectivement  aux  points  de  passage  du  remblai  au  déblai,  et  vice  l'ersa. 

c.  Le  transport  du  déblai  au  remblai  s'effectue  de  droite  à  gauche  dans  les  chan- 
tiers complets  en  relief,  et  de  gauche  à  droite  dans  les  chantiers  en  dépression. 

22. 
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vent  de  base  à  des  reliefs  el  Sò^lasomme  des  segments  qui  ferment 
des  aires  en  dépression.  Pour  un  déplacement  infiniment  petit  dh 
de  la  fondamentale,  la  somme  des  aires  reliefs  variera  dans  un  cer- 
tain sens  de  la  quantité  2^,-c/A,  et  la  somme  des  aires  dépressions 
variera  en  même  temps,  mais  en  sens  contraire,  de  la  quantité 
^bddh.  Par  suite,  la  variation  totale  des  moments  de  transport  sera 

Le  minimum  cherché  correspond  à  la  position  de  la  fondamen- 
tale pour  laquelle  le  déplacement  infiniment  petit  clh  n'entraîne 
aucune  variation  dans  la  somme  des  aires.  On  a,  dans  ce  cas, 

et,  puisque  dh  ne  peut  pas  être  nul. 

Le  minimum  de  dépense  correspond  donc  au  cas  où  la  somme 
des  bases  de  reliefs  est  égale  à  la  somme  des  bases  de  dépressions. 
Pour  déterminer  la  ligne  de  compensation  qui  satisfait  à  cette 
condition,  on  trace  d'abord,  suivant  la  méthode  de  fausse  posi- 
tion ('),  plusieurs  fondamentales  quelconques;  on  calcule,  pour 
chacune  d'elles,  la  différence  rir  S6,zp  ^bj,  et  l'on  porte  chacpie 
différence  sur  l'horizontale  qui  l'a  fournie,  en  prenant  pour  com- 
mune origine  une  verticale  quelconque  G|Go,  et  en  se  dirigeant 
dans  l'un  ou  l'autre  sens  (G)H|,  Go  Ho),  selon  que  l'on  a 

^br^lba. 

Le  lieu  des  points  Hj,  Ho,  .  .  .  est  la  courbe  d'erreur  dont  le  point 
d'intersection  G  avec  G,  Go  appartient  à  l'horizontale  pour  laquelle 
la  différence  entre  les  deux  sommes  de  bases  est  nulle.  Cette  hori- 
zontale est  donc  la  ligne  de  compensation. 

Lorsque  le  profil  de  distribution  ne  présente  aucun  point  de 
rupture  dans  la  partie  comprise  entre  deux  fondamentales  d'essai 
assez  rapprochées,  donnant  lieu  à  des  différences  de  bases  de  sens 
opposés,  la  courbe  d'erreur  se  réduit  à  un  segment  de  droite  que 
deux  points  suffisent  à  déterminer. 

(  '  )  Voir  OuKLLi,  Lelirbtich  der  Algebra  fi'ir  Industrie    iiitd  Gewcrbcscliidcn,    sowie 
ium  Sclbstunterricht.  Zweite  Auflagc.  Zurich,  187;!,  p.5o4-5io. 
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Ces  dislances  limites  sont  donnces  respectivement,  sur  hxjïg.  i-j-S,  par  les 
abscisses  des  points  ÌM,  N,  P,  en  chacun  desquels  la  droite  d'un  véhicule 
rencontre  celle  du  vt'ln'cuie  suivant.  Les  parties  utiles  des  quatre  droites 
se  re'duisent  à  la  ligne  polygonale  O.M^yPG. 

262.  Le  procédé  graphique  précédemment  expose'  permet  de  tenir 
compte  des  divers  prix  de  transport,  dans  la  détermination  do  la  ligne  de 
compens;ition  et  dans  le  calcul  du  mouvement  des  terres  Ou  divise,  à  cet 
effet,  chaque  aire  de  chantier  complet  en  deux  ou  plusieurs  aires  jiarlielles, 
correspondant  respectivement  aux  volumes  que  leurs  distances  font  classer 
comme  transportables  par  des  véhicules  diff-rents.  La  limite  d'application 
des  formules  de  la  brouette  et  du  tombereau  étant  donnée  ^fig.  178)  par 

l'abscisse  OMi=  —    — >  on  mène  {fig.  177'  à  travers  chacune  des  aires 

P  P\ 
en  relief  et  en  dépression  la  sécante  horizontale  dont  la  longueur  interceptée 
RS^^OM.  La  mesure  du  moment  de  transport  à  la  brouette,  dans  le  chantier 
UTN,  est  alors  donnée  par  l'aire  RTS  comprise  entre  la  droite  RS  et  le  som- 
met T  du  point  de  passage.  Si  la  base  UN  du  même  chantier  est  inférieure 
ou  tout  au  plus  égale  à  la  limite  d'application  du  tombereau  et  du  wagonnel, 

c'est-à-dire  [fig-  178)  à  l'abscisse  ONj  =  — ^>  l'aire  URSN  donne  la 

Pi- Pi 
mesure  du  moment  de  transport  relatif  au  tombereau.  Si,  au  contraire,  LIjN' 
est  plus  grand  que  ONi,  l'aire  URSN  doit  être  divisée  en  deux  parties  par 
une  nouvelle  sécante  horizontale  RtSj  =  ONj.  Le  cube  total  TF  est  alors 
divisé  eu  trois  cubes  partiels,  TE,  EEj,  EiF,  transportés  respectivement  à 
la  brouette,  au  tombereau  et  au  wagonnet. 

263.  Supposons  que  ces  trois  derniers  modes  de  transport  soient  seuls  à 
considérer.  Désignons  par  2  è,.  la  somme  des  bases  de  chantiers  complets 
en  reliefs,  mesurées  sur  la  fondamentale  du  profil  de  distribution,  dont  les 
longueurs  sont  plus  petites  que  O.Mj  ou  tout  au  plus  égales  à  OMi,  distance 
limite  de  la  brouette;  par  ib^t  la  somme  des  bases  de  chantiers  complets 
en  dépression  répondant  à  la  même  condition;  par  2  /;.  et  I  t^i  les  sommes 
de  bases  de  chantiers  complets,  en  reliefs  et  en  dépressions,  dont  les  lon- 
gueurs sont  comprises  entre  OMi  et  ONj,  distance  limite  du  tombereau; 
par  1  «',.  et  I  w^  les  sommes  de  bases  dont  les  longueurs  sont  plus  grandes 
que  ONi.  (Il  est  bien  entendu  que  chacune  de  ces  sommes  comprend  non- 
seulement  les  bases  du  profd  de  distribution  relatives  à  la  ligne  jjroprement 
dite,  mais  aussi  les  bases  des  aires  supplémentaires  d'emprunts  et  de  dé- 
pôts.) Soient,  d'autre  part,  /,.,  tj,  «',.,  »'</  les  nombres  de  base  de  chantiers 
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en  relief  ou  en  d.'prcssion  qui  entrent  respectivement  dans  les  sommes  2/,., 
11,1,  S«',.,  Sftv,  relatives  aux  véhicules  dont  les  formules  contiennent  les 
constantes  c^,  r,. 

Si  l'on  déplace  la  fondamentale,  parallèlement  à  elle-même,  d'une  quan- 
tité infiniment  petite  dit,  la  variation  de  dépense,  positive  ou  négative,  qui 
en  résultera,  sera  égale  au  j)roduit  de  dli  par 

^  '  ^      i  -^  7^0  (  +:  2  nv  =p  I  iv,{    +  c^  (  =±:  « v  -=  «v,  ) . 

Le  minimum  de  la  dépense  de  tiansport  correspond  à  la  position  de  la 
fondamentale  par  laquelle  le  déplacement  infiniment  petit  dh  ne  détermine 
aucune  variation,  c'est-à-dire  à  la  position  pour  laquelle  rexpression  i  est 
égale  à  zéro. 

On  calcule  aisément,  à  l'aide  de  mesures  prises  sur  le  profil  même,  les 
valeurs  de  cette  expression  correspondant  à  plusieurs  fondamentales  suc- 
cessives. On  construit  ensuite,  par  un  procédé  analogue  à  celui  du  n°  255, 
la  courbe  d'erreur  qui  détermine  la  position  de  l'Iiorizonlale  de  compensa- 
tion. 

Si  les  emprunts  ou  les  dépôts  doivent  donner  lieu  à  des  frais  supplé- 
mentaires spéciaux,  on  ajoute  à  l'expression  (i),  ou  l'on  en  retranche,  les 
termes  r/,  q^,  (pii  représentent  respectivement  le  quantum  de  ces  frais  par 
unité  de  volume  empruntée  ou  déposée.  Le  déplacement  de  la  fondamentale 
d'une  quantité  dh  conduit  en  effet  à  augmenter  on  à  diminuer  de  dh  [q  -\-qy 
la  dépense  spéciale  relative  aux  emprunts  et  aux  déjiôls. 
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Si  rem  1)111  nt  devait  être  fait  à  droite  de  ?iP,  entre  les  points  C  et  D,  la 
mesure  du  moment  de  transport  serait  donnée  par  l'aire  jNPCD,. 

On  peut  encore  supposer  que  le  remblai  NP  doit  être  fourni  par  deux 
chambres  d'empiunt  situées,  l'une  à  gauche  de  ^P,  entre  les  points  I  et  B, 
l'autre  à  droite,  entre  les  points  C  et  L.  La  somme  Ij  I  -f-  LLj  des  volumes 
des  deux  emprunts  devant  toujours  être  égale  au  volume  A  A, , les  jioinls  Ii,  Li 
sont  sur  une  même  horizontale,  dont  le  point  K  d'intersection  avec  le  con- 
tour polygonal  marque  la  séparation  des  remblais  des  deux  provenances. 
On  opère  sur  la  troisième  fondamentale  IjL,  comme  on  l'a  déjà  fuit  sur 
les  précédentes  et  les  moments  de  transport  des  emprunts  IB,  CL,  sont 
respectivement  représentés  par  les  aires  IjBXK,  KLiCP. 

Les  mêmes  raisonnements  s'ap])liquent  évidemment  aux  dépôts  (*). 

in.  —  Distinction  des  divers  modes  de  transport. 

2GI.  On  a  raisonné,  dans  le  Chapitre  précédent,  comme  si  toutes  les 
parties  du  teriassement  étaient  transportées  de  la  même  manière,  à  l'excep- 
tion des  déblais  déplacés  transversalement  à  la  pelle.  Mais  on  est  conduit, 
dans  la  pratique,  à  distinguer,  selon  les  conditions  locales  et  selon  les  dis- 
tances, divers  modes  de  transport  pour  chacun  desquels  une  formule  spé- 
ciale de  pavement  est  inscrite  à  la  série  des  prix. 

Le  plus  élémentaire  des  instruments  de  transport  est  la  brouette;  on 
l'applique  aux  petites  dislances.  Pour  les  transports  plus  longs,  on  emploie 
ordinairement  le  tombereau,  puis  le  wagonnet  à  traction  de  chevaux,  puis 
le  wagon  à  traction  de  locomotives  (-  . 

Si  nous  désignons  par  d  la  distance  que  le  véhicule  doit  parcourir,  par 
p,  /?,,  Pi,  p^,  respectivement,  les  prix  de  transport  de  l'unité  de  volume  à 
l'unité  de  distance  dans  les  cas  de  la  brouette,  du  tombereau,  du  wagonnet 
et  du  wagon,  par  Cj,  c.,,  c^,  les  éléments  de  prix  destinés  à  rémunérer,  dans 
les  trois  derniers  cas,  la  partie  des  frais  de  transport  par  unité  de  volume 
qui  est  indépendante  de  la  distance  parcourue,  nous  aurons  comme  expres- 


(  ')  Voir  Strohl,  loc.  cit.,  p.  162  et  suiv. 

(^)  L'adoption  de  ces  derniers  modes  ne  dépend  pas  seulement  de  la  distance  à 
parcourir,  mais  aussi  du  volume  à  transporter.  Ils  nécessitent,  en  eflet,  une  première 
dépense  de  matériel  et  d'installation  dont  chaque  unité  cubique  serait  grevée  dans 
une  trop  grande  mesure  si  le  volume  total  était  trop  petit.  Quelles  que  soient 
d'ailleurs  les  multiples  raisons  de  convenance  locale  et  d'opportunité  qui  détermi- 
nent, dans  chaque  cas,  le  choix  entre  les  divers  modes  de  transport,  les  règlements  de 
comptes  sont  faits  comme  si  l'entrepreneur  avait  adopté  réellement,  pour  chaque 
masse  partielle,  le  mode  qui  parait  être  le  plus  économique,  d'après  les  formules  du 
marché. 
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sion  des  prix  de  transport  à  la  distance  cl,  dans  les  quatresystèmes  considérés  . 

(  I  ]  Brouette P     -   pd 

(2)  Tombereau P,  -     n^d  -t^-  c^ 

(3]  Wagonnet  (chevaux)     V:,-^--  p-^d  -\-  c.^ 

(4  )  Wagon    (  vapeur; ...      P3  -^  p^d  -h  c^ 

Ces    relations    linéaires    sont  représent(!'es   \^fig.    178)    par   les    quatre 

Fi[r.     1-8. 
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droites  OA,  BC,  DE,  FG,  dont  la  première  passe  par  lorigine. 

L'application  de  chaque  véhicule  est  théoriquement  limitée  à  la  distance 
pour  laquelle  la  formule  correspondante  et  celle  du  véhicule  suivant 
conduisent  à  la  même  dépense  de  transport  par  unité  de  volume.  On  a 
donc  les  distances  limites  supérieures  de  la  brouette,  du  tombereau  et  du 
wagonnet  en  exprimant  successivement  l'égalité  des  seconds  termes  des 
relations  (  1)  et  (2),  (  2  )  et  (3),  (3)  et  (4).  On  a  ainsi  : 

p  d  =^ p ^d  -^r  Cl ,      d'oi 

pyd  -\-  Cl  r=z p.,d  -\-  c.,, 

p^d  ~i-C.2=Psd  +  C3, 

Pi       fi 


d'où 

d-       ^'      , 

r  —  Pi 

d'où 

d-  "■'~'' 

P\  —  Pi 

d'où 

d-  ''~''- 
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suivant.  On  obtient  ainsi,  à  droite  de  YY',  une  seconde  poncluellc  dont 
chaque  point  de  division  est  à  une  distance  du  point  0  égale  à  la  somme  des 
segments  qui  rej)rc'sentent  deux  aires  transversales  consécutives.  On  ins- 
crit en  regard  de  chacun  de  ces  points  le  plus  petit  des  deux  indices  pai'- 
ticuliers  aux  deux  segments  qui  le  déterminent.  C'est  ainsi,  par  exemple, 
que  le  point  obtenu  par  l'addition  de/2  et  de  /j  porte  l'indice  1.  (Dans 
l'espèce, /"i  est  nul  comme /^.j 
La  nouvelle  ponctuelle 

1,2,  3,  4>  «>  5,  6,  .  .  . ,     («') 

étant  ainsi  tracée,  on  la  projette  du  centre  P.  On  a  ainsi  un  faisceau  dont 
les  rayons  sont  respectivement  parallèles  aux  côtés  de  la  ligne  polygonale 
qui  doit  constituer  le  profil  de  distribution.  On  construit  ce  profil  en  me- 
nant par  le  point  d'origine  i ,  correspondant  à  la  première  section  trans- 
versale, la  parallèle  1  K  à  P  i,  jusqu'à  la  verticale  de  la  deuxième  section, 
puis,  à  partir  du  point  K,  la  parallèle  KL  à  P2,  jusqu'à  la  verticale  de  la 
troisième  section  et  ainsi  de  suite. 

La  ligne  polygonale  ainsi  tracée  est  bien  le  [)rofil  de  distribution,  car 
elle  satisfait  à  la  propriété  fondamentale  de  ce  profil,  à  savoir  :  que  la  dif- 
férence entre  deux  ordonnées  consécutives  quelconques  représente  le  vo- 
lume de  terre  à  mettre  en  mouvement  dans  la  partie  du  tracé  comprise 
entre  les  profils  en  travers  auxc{uels  ces  ordonnées  correspondent.  En  effet, 
si  par  le  sommet  L  d'une  ordonnée  ciuelconque  on  mène  LM  parallèle  à  XX', 
on  a,  par  la  similitude  des  ti'ianglcs,  LMN,  PO 3, 

LM.0  3  —  PO.MN  —  iby.'Sm 
ou 

(i)  LM.  —  =  Z-i.MN. 

'Ì 

03 
Mais  LM  est  la  distance  entre  les  profils  3  et  4,  - —  est  la  demi-somme  des 

segments  qui  représentent  les  aires  de  ces  profils,  réduites  à  la  base  h.  Le 
premier  membre  de  (1)  représente  donc  le  volume  compris  entre  les  profils 
3  et  4>  réduit  à  la  base  b,  et  le  segment  MN,  différence  des  ordonnées  rela- 
tives à  ces  profils,  représente  le  même  volume  réduit  aux  bases  b  et  f^j. 
C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

IL  —  Emprunts  et  dépôts  en  élargissement. 

260.  On  a  supposé  (257)  que  les  chamljies  d'emprunt  ou  les  lieux  de 
dépôts  étalent  placés  à  une  distance  de  l'axe  trop  grande  pour  être  né- 
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gligée.  Il  arrive  souvent,  sur  les  lignes  de  chemins  de  fer  exécutc'LS  d'abord 
pour  une  seule  voie,  que  les  emprunts  et  les  dépôts  sont  faits  en  élargis- 
sement des  tranchées  et  des  remblais,  de  manière  à  constituer  d'avance  une 
partie  de  l'assiette  de  la  seconde  voie.  On  })eut,  dans  ce  cas,  réduire  à  la 
base  b  (250)  les  profils  en  travers  ainsi  élargis  et  représenter  par  une  seule 
ordonnée/Taire  totale,  comprenant  le  profil-type  et  l'élargissement.  I\lais, 
d'une  part,  cette  disposition  implique  le  choix  préalable  des  lieux  d'emprunt 
ou  de  dépôt;  elle  exclut,  par  conséquent,  la  possibilité  d'être  guidé  dans  ce 
choix  par  l'examen  du  profil  de  distribution.  D'autre  part,  les  pi'ofds  en 
travers  de  la  ligne  proprement  dite  sont  souvent  réduits  à  des  types  uni- 
formes dont  on  effectue  la  quadrature  au  moyen  de  tableaux  graphiques 
spéciaux,  sans  tenir  compte  des  élargissements.  Il  peut  donc  arriver  qu'on 
ait  à  faire  intervenir  séparément,  dans  l'épure,  des  emprunts  ou  des  dépôts 
pour  lesquels  les  transports  suivant  l'axe  de  la  ligne  sont  seuls  à  considérer. 
Considérons  [Jig.  '77)  i-^ne  partie  de  profil  de  distribution,   MQ,   dans 

i''c-  177- 


laquelle  la  compensation  est  exactement  établie  de  M  en  N  et  de  P  en  Q. 
On  se  propose  de  compenser  le  remblai  NP,  compris  entre  les  fondamen- 
tales pai-tielles  MN,  PQ,  au  moyen  d'un  enqirunt  par  élargissement  de 
tranchée,  à  pratiquer  entre  les  points  A  et  B.  La  perpendiculaire,  élevée  au 
point  A  sur  !MN  rencontre  l'horizontale  PQ  au  point  Ai-  Considérons  cette 
horizontale  comme  ligne  fondamentale  de  l'enqirunt,  et  traçons,  à  partir 
du  point  Al,  les  ordonnées  négatives,  telles  que  00',  dont  chacune  repré- 
sente le  volume  total  de  déblai  à  extraire  de  la  chambre  d'emprunt,  depuis 
l'origine  A;  jusqu'au  profil  en  travers  0.  I-a  ligne  brisée  AiB,  qui  joint  les 
extrémités  de  ces  ordonnées,  se  termine  en  B,  sur  la  droite  MN,  car  le  vo- 
lume du  déblai  Al  B,  comme  celui  du  remblai  NP,  est  représenté  par  la 
distance  AAi  entre  les  deux  fondamentales.  L'aire  Ai  BNP  est  la  mesure  du 
moment  de  transport  de  l'emprunt  AB  employé  en  NP  (251).  On  opère  sur 
cette  aire  comme  sur  toutes  celles  des  chantiers  complets  de  la  vole  pro- 
prement dite. 
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Si  l'on  mène  la  parallèle  AG  à  la  fondamentale,  on  a,  par  les 
triangles  semblal^les  PO  a  {Jig-  lyS)  et  ACB  {_fig.  17  i), 

PO .  CB  ^  O  2 .  AC  =:  O  2 .  II III  : 

par  où  l'on  voit  que  CB  représente  le  volume  (réduit  à  la  base  hi) 
compris  entre  les  profils  II  tt  III.  De  même  IIIB  =  IIA  +  CB 
représente  la  somme  des  volumes  compris  entre  les  profils  I  et  III; 
et,  en  général,  l'ordonnée  qui  correspond  au  profil  en  travers  de 
rang  n  représente  la  somme  algébrique  des  volumes  compris  entre 
l'origine  et  le  /i"™^  profil. 

L'échelle  à  laquelle  les  ordonnées  des  volumes  sont  figurées 
dépend  des  bases  de  réduction  choisies  et  du  rapport  entre  les 
échelles  de  longueur  et  de  hauteur  adoptées  pour  l'établissement 
des  profils.  Si  l'unité  linéaire  est  le  centimètre  pour  les  profils  en 
travers  et  le  vingtième  de  centimètre  pour  les  distances  longitu- 
dinales entre  profils;  si,  d'autre  part,  les  bases  de  réduction  des 
aires  transversales  en  ordonnées  du  profil  transformé  et  des  aires 
représentant  les  volumes  en  ordonnées  du  profil  de  distribution 
sont  respectivement  b  ^^  2,  ^,  ^=  4,  un  centimètre,  mesuré  sur  les 
ordonnées  du  dernier  profil,  représentera  un  volume  de 

20  X  -2  X  4  ~  '  6o'"^ 

IV.  —  Détermination  des  chantiers  de  transport. 

253.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  les  ordonnées  sont 
nulles  en  deuK  points  du  profil  de  distribution,  la  somme  algé- 
brique des  volumes  de  déblai  et  de  remblai  entre  ces  deux  points 
est  nulle  aussi.  En  d'autres  termes,  les  déblais  compensent  exacte- 
ment les  remblais  entre  deux  points  du  profil  de  distribution  situés 
sur  une  même  fondamentale ,  et  le  volume  à  transporter  longitu- 
dinalement,  dans  l'étendue  du  tronçon  limité  à  deux  points  consé- 
cutifs de  cette  sorte,  est  représenté  par  l'ordonnée  maxima  du 
profil  de  distribution  dans  le  tronçon  considéré. 

Tout  tronçon  ainsi  défini  peut  être  considéré  comme  un  chantier 
complet  ou  comme  une  section  complète  de  transport.  On  nomme 
reliefs  ou  dépressions  les  aires  partielles  du  proHl  de  distri- 
bulioii  qui  représentent  des   chantiers   complets,   selon    que   ces 
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Ci'LMANN,  Die  graphische  Statih,  Zurich,  iS^S,  n"'  "20,  "27.  —  Pealcellier,  Xote  sur 
l'emploi  du  planimètre  polaire  de  M.  Amsler,  dans  le  dessin  de  la  fortification. 
(Mémorial  de  l'officier  du  Génie,  n°  2"2,  Pax'is,  18741  P-  i3.|-i37.)  —  Hirn,  Théorie 
analytique  élémentaire  du  planimètre  Amsler,  Paris,  1875.  —  Laisant,  Note  sur  le 
planimètre  polaire  de  M.  yfw^/er,  Bordeaux,  1876.  —  Wilhelm  Tinter,  £/«  Beitrag 
zur  Leistungsfàhigkeit  der  in  der  Praxis  hauptsdchlich  ■verwendeten  Planimeter. 
{Zeitschrift  des  œsterreichischen  Ingnnieur-  und  Architehten-Vereins,  XXIX.  Jahr- 
gang,  1877,  p.  i54-i66.  175-192.) 

I.  —  Théorie  du  planimètre  polaire. 
263.  Un  disque  D  [fig.  179);  mince  et  plat,  à  bords  arrondis, 

l'iS-   '79- 


.'M 


monté  sur  le  milieu  d'un  axe  ou  essieu  métallique  AA,,  est  assu- 


(')  Galilée,  n'ayant  pu  déterminer  géométriquement  l'aire  de  la  cycloïde,  eut  re- 
cours pour  l'obtenir  à  l'expédient  de  la  pesée.  Cette  première  application  àe  plani- 
metrie mécanique,  tombée  pour  longtemps  en  oubli,  fut  reprise,  en  1-14,  par  J.-J. 
Marinoni,  qui  la  présenta  comme  sienne  dans  un  volumineux  Mémoire  intitulé  :  De  re 
ichnometrica  veteri  ac  nova.  Recensentur  expérimenta  per  utramque  habita.  Accédant 
modi  areas  fundorum  sine  calcula  investigando  Opus  posthumum;  Viennse  Austrise 
MDCCLXXV.  Les   aires,   découpées  dans  des  plaques   métalliques  laminées    étaient 

23' 
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jelli  à  rouler  sur  un  plan  auquel  l'essieu  reste  toujours  parallèle. 
Si  le  mouvement  a  lieu   dans  la  direction  OM,  perpendiculaire  à 


pesées  à  une  balance  qiur  RIarinom  a]ipelait  li!>rti  piaiilmctrica.  I\Iais  le  procédé 
n'eut  pas  une  meilleure  fortune  sous  cette  nouvelle  dénomination,  et  la  planime- 
trie mécanique  prit  une  autre  direction,  grâce  au  réseau  à  calculer  d'HoGREiE.  Cet 
instrument  consiste  en  un  cliâssis,  aux  montants  duquel  sont  fixés  deux  cours  de 
fils  équidistants  qui  forment  un  quadrillé  rectangulaire.  L'intervalle  entre  deux  fils 
consécutifs  représentant  à  l'échelle  l'unité  linéaire,  chaque  compartiment  élémen- 
taire du  réseau  est  un  carré  qui  correspond  à  l'unité  superficielle.  Si  l'on  superpose 
le  réseau  ainsi  construit  à  une  figure  plane  quelconque,  on  voit  immédiatement 
combien  de  carrés  élémentaires  sont  compris,  en  toutou  en  partie,  dans  les  limites 
de  cette  figure,  et  l'on  en  déduit  la  mesure  approximative  de  sa  surface.  11  est  diffi- 
cile de  préciser  l'époque  à  laquelle  cet  instrument  a  été  imaginé.  On  en  trouve  la 
première  mention  dans  VOu\ra[^edeìiòìiyì:JnleitiingzrirMesskiinstaufdemFelde,  1808. 
On  a  proposé,  au  même  moment,  une  plaque  rectangulaire  transparente  sur  laquelle 
étaient  marquées,  parallèlement  aux  directions  des  bords,  deux  séries  de  droites  dont 
l'équidistance,  égale  à  l'unité  linéaire  de  l'échelle  adoptée,  était  le  côté  d'un  compar- 
timent élémentaire  carré,  qui  représentait  l'unité  de  surface.  Il  faut  rattacher  à  ce  prin- 
cipe commun  du  réseau  et  de  la  plaque  l'instrument  beaucoup  plus  perfectionné  qui 
valut,  en  1824,  à  son  auteur  Gaetano  Cairo,  une  médaille  d'or  de  l'Institut  lombard. 

C'est  vers  la  fin  de  la  même  année  i8?4  que  fut  construit,  sur  un  principe  nouveau, 
un  appareil  qui  devait  supplanter  tous  les  précédents,  parce  qu'il  pouvait  satisfaire 
aux  exigences  les  plus  minutieuses.  Nous  voulons  parler  du  planimètre  de  Tito 
Gonnella.  Après  avoir  donné  lieu  au  rapport  très  favorable  d'une  Commission 
spéciale,  il  fit  le  sujet  d'un  Mémoire  publié  sous  ce  titre  :  Teoria  e  descrizione 
d'una  macchina  colla  quale  si  quadrano  le  superfìcie  piane  {Planimetro  Gonnella)  dans 
VJntologia,  avril,  mai  et  juin  1825,  t.  XVllI,  Florence,  imp.  Pezzati.  Cette  date  de 
1825  assure  la  priorité  à  Gonnella  sur  tous  les  inventeurs  d'instruments  analogues,  et, 
en  particulier,  sur  Ernst  et  Oppikofer,  à  qui  l'on  avait  longtemps  attribué  l'idée 
première  du  planimetro.  Les  droits  de  Gonnella  ont  été  d'ailleurs  amplement  re- 
connus, non  seulement  en  Italie,  mais  aussi  en  France.  (Voir  Rapport  fait  à  la  Com- 
mission française  du  jury  international  de  l'Exposition  universelle  de  Londres,  sur  les 
instruments  de  Mathématique  et  de  Physique,  etc.,  par  M.  Mathieu.  Paris,  imprimerie 
impériale,  i855.  )  Toutefois,  ainsi  qu'il  arrive  souvent  pour  les  inventions  qui  répon- 
dent à  un  besoin  véritable,  l'idée  d'un  appareil  sommateur  avait  pris  naissance, 
presque  au  même  motiient,  sous  diverses  formes  et  en  différents  pays.  En  1829, 
CoRiOLis  construisait  un  dynamomètre  à  compteur,  dont  la  roulette  portait  sur  un 
cône  fonctionnant  à  la  manière  d'une  suite  d'engrenages  à  variation  continue.  Cet 
appareil  donnait  la  somme  des  produits  des  efforts  élémentaires  par  les  périodes  de 
temps  durant  lesquelles  ces  efforts  étaient  respectivement  développés.  {Bulletin  de 
la  Société  d'Encouragement,  1829,  p.  477-)  Poncelet  arrivait  au  même  résullat  avec 
sa  machine  à  intégrer;  le  compteur  se  mouvait  sur  un  disque  tv)urnant  qui  n'était 
qu'un  cas  particulier  du  cône  de  Coriolis.  L'illustre  géomètre  avait  ainsi  retrouvé, 
sans  le  savoir,  la  solution  déjà  donnée  par  Gonnella.  Un  peu  plus  tard,  M.  Lalanne, 
qui  avait  déjà  imaginé  une  balance  arithmétique,  proposait  son  arithmoplanlmètre 
bien  connu.  {Mémoire  sur  l'arithmoplanimètre,  machine  arithmétique  et  géomé- 
trique,cìq.,  par  Léon  Lalanne,  Paris,  i8/|0.) 

Il  serait  hors  de  propos  d'cnumércr  ici  toute  la  suite  des  inventions  plus  récentes 
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la  |)osition  primitive  de  l'axe,  le  disque  roule  sans  glissement,  et 
la  distance  OM,  parcourue  en  ligne  droite,  est  égale  au  produit  de 
la  circonférence  du  disque  par  le  nombre  de  tours  qu'il  etrectue. 
Si,  au  contraire,  l'axe  est  déplacé  suivant  sa  propre  direction  OP, 
le  disque  suit  ce  mouvement,  mais  il  glisse  sans  rouler.  Enfin,  si 
l'on  fait  avancer  l'axe  parallèlement  à  lui-même,  dans  une  direc- 
tion oblique  00(,  comprise  entre  les  deux  directions  rectangu- 
laires précédemment  considérées,  le  disque  roule  et  glisse  simul- 
tanément et  tout  se  passe  comme  s'il  avait  glissé  de  O  en  P  et 
roulé  de  P  en  Oi-  Le  produit  de  la  circonférence  du  disque  parle 
nombre  de  tours  effectués  est  donc  égala  PO,  =/.  L'aire  VA,  CjC, 
décrite  par  l'axe,  a,  dès  lors,  pour  expression 

A  A 1 .  POi  =  AA 1 .  5  rp  «  =  A  A 1 .  OOi  sin  a, 

p  étant  le  rayon  du  disque,  ii  le  nombre  entier  ou 
fractionnaire  de  tours  effectués  pendant  le  dépla- 
cement de  OOi- 

26i.  Supposons  maintenant  que  l'axe  n'est  plus 
assujetti  à  se  déplacer  parallèlement  à  lui-même  et 
soient  AA|.  BB,  (Jig-  i8o)  deux  de  ses  posi- 
tions infiniment  voisines.  On  peut  admettre  (juil 
est  passé  de  Tune  à  l'autre  en  se  déplaçant  d'abord  parallèlement 


du  même  ordre.  Nous  ajouterons  cependant  que  le  planimetre  orthogonal  de  Gon- 
nella, et  \is  nombreux  appareils  qui  se  rattachent  à  ce  type  doivent  être  considérés 
comme  supplantés  désormais,  au  moins  en  ce  qui  touche  les  applications  courantes, 
par  les,  planimèlres  polaires,  dont  la  première  disposition  a  été  donnée  par  le  profes- 
seur J.vcoE  Amsler  Laffox,  de  SchalTouse.  (  Ueber  die  niechanische  Bestimmiing  des 
FlàcheninhaUes,  etc.,  von  Jarod  Amsler,  Schaffausen,  A.  Becii  und  Sohn,  i856.)  Cet 
instrument,  dont  le  général  russe  J.  Strelbitsrt  a  récemment  fait  une  application 
remarquable  {Superficie  d'Europe  établie  par  J.  Strelbitsky,  Saint-Pétersbour[f,  imp. 
Frenke  et  Fusnot,  1882),  a  été  l'objet  de  nombreux  perfectionnements,  dont  quelques- 
uns  sont  dus  à  l'inventeur  lui-même.  jN'ous  nous  bornerons  à  signaler  les  deux 
nouveaux  types  qu'AjiSLER  a  envoyés  à  l'exposition  de  Zurich.  L'un  est  à  disque! 
[Scheibenplanimeter];  l'autre  est  disposé  spécialement  pour  le  calcul  des  figures 
sphériques.  Ces  deux  types,  et  un  troisième  plus  récent,  k  calotte  sphérique  {Kugel- 
planimeter),  ont  été  décrits  par  l'inventeur  dans  une  Note  intitulée  :  A'euere  Planimeier- 
constructionen  (Zeitsciirift/iir  Instrume/iten/iunde,  iahrgaiiQ  1884,  Heft  I,  p.  11-28."' 

Voir,  pour  plus  de  détails  sur  l'histoire  et  la  bibliographie  des  instruments  plani- 
métriques  :  Beitràge  zur  Geschichte  der  Planimeter,  von  D''  .Antonio  Favaro.  Wien, 
Druck  und  Verlag  von  R.  Y.  ATaldhcim,   1878. 
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à  lui-même  de  la  quantité  dl,  pour  occuper  la  position  C,  Cf,  et  en 
pivotant  ensuite  sur  son  point  milieu  O  de  la  quantité  angulaire 
d^.  Les  secteurs  OBC,  OBjC)  étant  égaux,  on  voit  que  l'aire 
AAjBiB,  effectivement  décrite,  est  égale  à  l'aire  AAiCjC  dimi- 
nuée de  la  somme  des  aires  des  triangles  mixtilignes  ABC,  Aj  B,  C, . 
Mais  toutes  les  dimensions  de  ces  triangles  sont  infiniment  pe- 
tites, comme  dl  et  d^.  Leurs  aires  sont  donc  des  quantités  infini- 
ment petites  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  c'est-à-dire  des 
quantités  négligeables  par  rapport  à  l'aire  du  parallélogramme 
AAiC)C,  qui  est  le  produit  de  (^/ par  la  quantité  finie  AAj.  Donc, 
l'aire  du  quadrangle  AA, B< B  est  égale  àAA,.^/. 

De  même,  pour  un  déplacement  fini,  décomposable  i^fig-  179) 
en  une  première  translation  sans  roulement,  OP,  en  une  se- 
conde translation  PO4  =  /,  accusée  par  le  roulement  du  discjue, 
et  en  une  rotation  ^p,  durant  lac|uelle  le  disque  pivote  sur  l'un  de 
ses  points,  sans  rouler  ni  glisser,  l'aire  décrite  AAiB,B  est  égale 
au  produit  de  la  longueur  de  la  tige  par  la  distance  /=  i-pji. 

265.  Nous  avons   supposé  jusqu'ici   que   le   disque    était   fixé 
exactement  au  milieu  de  l'axe.  Si  on  le  déplace 
Fig.  181-  {fig-  181)  de  la  quantité  c,  vers  l'extrémité  B  pour 

....  :  -pB  lac[uelle  la  rotation  d']^  s'effectue  dans  le  sens  po- 
■rfi'  î""/'      sitif  et  détermine  une  rotation  positive  du  disque, 
|l/.rt        on  aura  le  chemin  total  dl  parcouru  par  le  disque 
^  --f .■  en  ajoutant  à  la  dislance  comprise  entre  les  pa- 

/;  rallèles  AA),  CGi   l'arc  c d.^  décrit  par  le  disque 

/   i  pendant  que  l'axe  passe  de  la  position  CCi  à  la  po- 

^F.y  sition  BB^.  Ce  chemin  total,  accusé  par  le  nombre 

de  tours  que  le  disque  aura  effectués,  étant  supé- 
rieur de  c  d']^  (264)  à  la  distance  qui  doit  entrer 
comme  facteur  dans  le  calcul  de  l'aire  AA,B,B,  on  a,  comme  ex- 
pression de  cette  aire  différentielle, 

^/S=:  AA i{dl—  cd^], 

soit,  pour  un  déplacement  fini  et  en  désignant  par  a  la  longueur 

de  l'axe, 

S=^a[l—c^). 

Si  la  rotation  de  l'axe,  pour  passer  de  CC|  en  BB, ,  avait  lieu  dans 
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le  sens  négatif,  ou  si,  la  rotation  de  l'axe  avant  lieu  dans  le  sens 
positif,  le  disque  était  fixé  à  la  distance  c  du  milieu,  mais  vers 
l'extrémité  B,,  le  chemin  c^  devrait  être  ajouté  et  l'on  aurait 

Dans  ces  formules,  /  représente  toujours  le  chemin  total  me- 
suré par  la  rotation  du  disque  et  ^  l'angle  formé  par  les  deux  po- 
sitions extrêmes  de  l'axe. 

266.  Nous  avons  admis  jusqu'ici  que  l'axe  AA,  passait  par  le 
centre  du  disque.  Mais  cette  condition  n'est  pas  nécessaire  et  les 
résultats  donnés  par  l'instrument  ne  seront  pas  modifiés  si  le 
disque  est  monté  sur  un  autre  axe,  pourvu  que  les  deux  axes 
soient  parallèles  et  invariablement  liés  l'un  à  l'autre. 

Considérons,  en    efl'et,   un   disque  D  {^/ig-   182)  assujetti  à  se 


Fiiî.   182. 


^. 


M 


-B 


Jk 


ii^. 


Ua: 


-k^ 


.-?  ■, 


mouvoir  sur  une  circonférence  de  ra^^on  OD  =^  /•,  de  telle  sorte 
que  la  projection  normale  de  l'axe  AA(  sur  le  plan  de  roulement 
passe  toujours  par  le  centre  O. 

Supposons  qu'un  second  disque  M,  situé  dans  le  même  plan 
que  D,  soit  monté  sur  un  axe  BB,  rattaché  à  AA,  par  un  chàssis 
rigide.  Si  l'on  fait  pivoter  le  système  autour  du  centre  O  d'une 
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quantilc  angulaire  cp,  les  disques  D  et  M  décrivent  respectivement 
les  chemins  DD'  et  MÌNI'.  L'axe  AA,  étant  constamment  perpendi- 
culaire à  la  direction  du  mouvement,  le  nombre  de  tours  effectués 
par  le  disque  D  accusera  le  chemin  effectivement  décrit  DD'  =  /"j. 
L'axe  BB,  faisant  constamment  avec  la  direction  du  mouvement, 
c'est-à-dire  avec  la  tangente  MN,  un  angle  a  =  OMD,  on  sait 
(i263)  que  le  nombre  de  tours  effectués  par  le  disque  jM  n'accusera 
plus,  dans  ce  cas,  le  chemin  effectivement  décrit  MM',  mais  seu- 
lement le  chemin  MM'  sin  a.  Or 

MM'  =  — ^  ; 

SUI  a 

donc 

MM'  sina=:  ?y  =  DD'; 

d'oi^i  il  suit  que  les  disques  D  et  M  donneront  exactement  les 
mêmes  indications. 

Le  raisonnement  que  nous  avons  fait  dans  le  cas  d'un  déplace- 
ment circulaire  s'étend  aux  cas  de  déplacement  suivant  des  courbes 
quelconques,  car  on  peut  toujours  considérer  un  arc  de  courbe 
infiniment  petit  comme  un  arc  de  cercle. 

267.  Le  disque  peut  tourner  dans  les  deux  sens.  Si  l'axe  AA,, 
après  avoir  décrit  une  aire,  la  décrit  de  nouveau  d'un  mouve- 
ment rétrograde,  le  disque  effectue  dans  un  certain  sens,  pendant 
ce  second  mouvement,  autant  de  tours  qu'il  en  avait  effectué  en 
sens  opposé  pendant  le  premier;  en  sorte  que  l'aire,  ainsi  parcou- 
rue deux  fois,  est  sans  influence  sur  le  chemin  accusé  par  la  rota- 
tion du  disque.  Si  l'axe  parcourt  une  aire  S,  m  fois  dans  un  sens 
et  n  fois  dans  le  sens  opposé,  le  disque  effectue  ni  fois  dans  un 
sens  et  n  fois  dans  l'autre  le  nombre  de  tours  nécessaire  pour  dé- 
crire une  seule  fois  l'aire  considérée,  et  l'on  a 


Il  est  donc  indispensable  de  connaître  le  sens  dans  lequel  le 
disque  tourne  pendant  que  l'axe  se  déplace.  La  figure  ne  gardant 
aucune  trace  de  ce  déplacement,  le  sens  de  rotation  du  disque  ne 
peut  se  déduire  que  du  sens  dans  lequel  le  périmètre  de  l'aire  est 
parcouru  par  les  extrémités  de  l'axe.  Cette  indication   sera  d'ail- 
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leurs  suffisante  si  Ton  tient  compte  des  règles  précédemment  don- 
nées (Gliap.   IV,   §  P')   sur  la  relation  à  établir  entre   le  signe 
d'une  aire  et  le  sens  dans  lequel  son  périmètre  est  parcouru. 
Soit,  par  exemple,  ABCD  (Jig.  i83j  l'élément  superficiel  que 

Fig.  i83. 


décrit  Taxe  du  disque  quand  il  passe  de  la  position  \D  à  la  posi- 
tion infiniment  voisine  BC.  Cet  élément  peut  être  considéré 
comme  égal  à  la  différence  des  deux  triangles  OAB,  ODC  qui  ont 
leur  sommet  commun  O  à  l'intersection  des  deux  positions  consi- 
dérées. On  devra  donc,  pour  établir  une  relation  entre  le  signe  de 
l'aire  et  le  sens  dans  lequel  les  arcs  AB  et  DC  sont  parcourus,  af- 
fecter à  ces  arcs  des  signes  contraires,  c'est-à-dire  placer  des  flèches 
de  sens  opposés  sur  les  chemins  AB,  DC,  respectivement  décrits 
parles  extrémités  A,  D  de  l'axe.  Il  suffit  alors  de  prolonger  ces 
flèches  sur  les  segments  qui  marquent  les  positions  extrêmes  de 
l'axe  pour  reconnaître  que,  conformément  aux  conventions  sur 
les  signes  rappelées  plus  haut,  le  périmètre  d'un  élément  superficiel 
positif  ABCD  est  parcouru  dans  un  certain  sens  et  le  périmètre 
d'un  élément  négatif  OCD,  dans  le  sens  contraire. 

La  ziième  relation  se  vérifie  évidemment  lorsque  le  point  O  est 
sur  l'axe  même  ijig'-  i84)-  L'aire  de  la 


figure  décrite  est  alors  augmentée  de  l'élé- 


Fis.    tSj. 


ment  positif  OAB  et  diminuée  de  Télé- 
ment  négatif  OCD. 

La  règle,  établie  par  une  aire  infini- 
ment petite,  ne  change  pas  lorsque,  par 
suite  d'un  nouveau  déplacement  infini- 
ment petit  de  l'axe,  un  nouvel  élément 
superficiel  vient  s'ajouter   au  précédent. 

D'où  il  suit  que  les  aires  finies,  aussi  bien  que  leurs  éléments, 
doivent  être  considérées  comme  décrites  dans  le  sens  positif  ou 
dans  le  sens  négatif,  c'est-à-dire  comme  positives  ou  négatives, 
selon  que  les  flèches  marquées  sur  leurs  périmètres  sont  dirigées 
dans  l'un  ou  l'autre  sens. 
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Nous    compléterons    ces   explications  par  quelques  exemples. 

268.  Dans  le  circuii  entrelacé  de  lajïg-,  i85,  les  deux  aires  par- 

FisT.   i85. 


tielles,  de  signes  contraires,  délimitées  par  des  contours  de  sens 
opposés,  sont  effectivement  parcourues  en  sens  opposés,  ainsi 
qu'on  le  voit  par  les  flèches  indicatrices  des  directions  suivant  les- 
quelles le  disque  se  déplace. 

Dans  la  Jig.  i86,  les  aires  marquées  +  i  et  —  i  sont  décrites 

Fig.  i86. 


en  sens  inverses  et  les  aires  marquées  o  sont  décrites  une  fois  dans 
chaque  sens  ;  en  sorte  qu'elles  sont  sans  influence  sur  la  somme 
algébrique  des  chemins,  accusée  par  la  rotation  tantôt  positive, 
tantôt  négative  du  disque.  Cette  somme  est  donc  proportionnelle 
à  la  différence  des  aires  H-  i  et  —  i . 

Les  positions  extrêmes  de  l'axe  et  les  chemins  parcourus  d'un 
mouvement  continu  par  ses  extrémités  forment  une  ligure  fermée 
dont  le  circuit,  s'il  est  entrelacé,  peut  toujours  ótre  décomposé 
en  plusieurs  circuits  simples.  Chacun  de  ces  circuits  simples, 
décrit  dans  un  seul  et  même  sens,  délimite  une  aire  partielle 
qui  est  affectée,  dans  toute  son  étendue,  d'un  seul  et  même  signe 
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(80).  On  voit  un  exemple  do  celle  décomposilion  dans  la  //i>.  187, 
qui  reproduil  exaclemcnl  la  fi  g.  186,  avec   cette  seule  dillérence 


ri!T.  is-. 


qu'on  a  détaché  et  arrondi  les  sommets   d'angles  formés  par  les 
entrecroisements  du  circuit. 

269.  Si,   dans  un  circuit  entrelacé,  tel  que  celui  de  \difig.  188, 

Fig.   188. 


on  arrondit  les  sommets  d'angles  des  nœuds,  de  facon  à  isoler  les 
circuits    simples  partiels  i^fig.  189),  on  vérifie  que  tout  circuit 

Fig.  189. 


simple,  décrit  n  fois,  est  entièrement  compris  dans  un  autre  circuit 
simple  décrit  n  —  i  fois  (80).  On  voit  aussi  que  les  aires  délimi- 
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tées  par  des  circuits  simples  de  signes  contraires  sont  complète- 
ment séparées.  Dans  les  figures  considérées,  le  chemin  décrit  par 
le  disopie  est  proportionnel  à  l'aire  exprimée  par  la  formule 


+  i)  +  2.(  +  2)-+-3.  (-f-3; 


1  ■  —  I  . 


dans  laquelle  les  notations  (— i);   ( — i),  ,  . .   désignent  chacune 
des  aires  partielles,  affectée  de  son  signe. 

270.  On  peut,  d'après  ce  qui  précède,  déterminer  immédiate- 
ment le  coefficient  ±n  d'un  circuit  simple,  c'est-à-dire  reconnaître 
le  nombre  de  fois  que  ce  circuit  est  décrit  dans  l'un  ou  l'autre 
sens.  Il  suffit  (86)  de  mener,  à  partir  d'un  point  pris  à  l'intérieur 
du  circuit  partiel  considéré,  un  segment  de  droite  dont  la  seconde 
extrémité  soit  à  l'extérieur  de  la  figure  complète  sur  laquelle  on 
opère  et  de  compter,  en  observant  la  direction  des  flèches,  le 
nombre  des  intersections  positives  et  négatives  (81)  du  segment 
et  du  circuit  total  de  la  figure. 

Dans  \a  Jig.  189,  par  exemple,  le  segment,  issu  d'un  point  de 
l'aire  marquée  -t-  3  et  dirigé  vers  la  droite,  donne  lieu  à  quatre 
intersections  positives  et  à  une  intersection  négative;  d'où  il  suit 
que  le  circuit  partiel  à  l'intérieur  duquel  le  segment  a  son  origine 
doit  être  affecté  du  coefficient  -f- 4  — ^i  =  +  3.  On  arriverait  au 
même  résultat  en  prolongeant  le  segment  à  gauche  de  la  figure 
et  en  vérifiant  qu'il  donne  lieu  de  ce  côté  à  trois  intersections 
positives. 

Il  est  à  peine  utile  d'ajouter  que  l'aire  partielle  circonscrite  par 
chaquecontoursimple  intervient  avec  son  coefficient  propre  dans  la 
somme  algébri([ue  d'aires  qui  donne  la  superficie  totale  de  la  figure. 

271.  Lorsqu'on  ramène  l'axe  du 
planimètre  à  sa  position  initiale^  cha- 
cune de  ses  extrémités  a  décrit  une 
courbe  fermée  et  l'on  peut  indifl'é- 
remment  considérer  les  deux  courbes 
comme  des  figures  distinctes  ou  comme 
les  éléments  partiels  d'une  même  fi- 
gure complète.  Dans  la  Jig-.  190,  par 
exemple,  on  peut  dire  à  volonté  que  le  chemin  accusé  par  le  rou- 
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lement  tlu  disque  est  proportionnel  à  la  dilTércnce  des  aires 
/_[_]■)  et  ( —  i)  Oli  à  la  différence  des  aires  circonscrites  respecti- 
vement par  la  courbe  en  forme  de  cœur  et  par  le  cercle. 


II.  —  Application  du  planimétre  à  la  mesure  des  aires. 

272.   Dans  le  planimétre  pratique,  tel  qu'Amsler  l'a  disposé, 
l'axe  BA  =  a  {fig-  191)  est  muni  à  son  extrémité  A  d'une  pointe 


traçante  que  l'on  assujettit  à  décrire  le  périmètre  des  figures. 
L'extrémité  B  est  assemblée  à  charnière  avec  une  lige  OB  =  r, 
mobile  autour  du  point  O  qu'une  seconde  pointe  permet  de  fixer 
sur  le  plan  dans  une  position  quelconque.  Le  disc[ue  est  monté 
sur  le  prolongement  de  la  tige  AB,  à  la  distance  c  du  milieu  de 
AB.  Il  transmet  ses  mouvements  à  un  compteur  sur  lequel  on  peut 
lire  à  chaque  instant  la  différence,  positive  ou  négative,  entre  le 
nombre  de  rotations  effectuées  dans  chacun  des  deux  sens.  Le 
point  O  étant  fixe,  l'extrémité  B  de  l'axe  se  déplacera  sur  une  cir- 
conférence de  rayon  /•  pendant  que  l'extrémité  A  décrira  le  péri- 
mètre de  l'aire  à  calculer  et  la  différence  des  aires  (-I-1)  et  ( — i) 
sera  (26o) 

Fig.  192. 

car  c  est  ici  négatif. 

.  C 

Si,  après  avoir  fait  parcourir  à 
l'extrémité  A  le  contour  entier  de 
l'aire  F  à  mesurer  {fig.  192),  on 
ramène  les  extrémités  A  et  B  à 
leurs  positions  primitives,  elles  auront  décrit  respectivement  des 
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contours  fermés  dont  l'un,  celui  du  point  B,  a  pour  coefficient  o, 
puisque  B  a  parcouru  deux  fois  et  en  sens  opposés  un  arc  circu- 
laire de  ravon  /•.  L'angle  t^,  décrit  par  l'axe,  est  d'ailleurs  lui- 
même  égal  à  zéro;  d"où  il  suit  (|ue  l'aire  décrilc  par  la  pointe  A  est 
égale  à  al. 

Le  planimetro  est,  sous  cette  forme,  un  instrument  propre  à 
réduire  les  aires  à  une  base  constante  a. 

273.  Nous  avons  supposé  que  le  centre  fixe  O  restait  extérieur 
à  la  figure  F.  S'il  était  inléi-ieur  ( fig.  190),  on  aurait  ^  =  ir,.  Par 
suite,  A  désignant  toujours  l'aire  totale  dont  l'extrémité  A  décrit 

le  contour,  l'aire  décrite  par  l'axe  serait 

Fis-  193. 

A  —  Tz r-=  a  [l  -^  2'"7r), 

d'où 

A  =  «/  -I-  7T  ( ;•-  H-  lac). 

Supposons  l'axe  AB  dans  une  posi- 
tion telle  que  la  droite  OC,  passant  par 

-^^^ : îj i''  le  centre  fixe  O  et  par  le  centre  du  dis- 
que, soit  perpendiculaire  à  AB  (^^.  19^.^). 

Si  nous  désignons  alors  la  distance  OA  par  z',,  nous  aurons 


et 

d'où 
donc 


r^  =  AC   H-  OC 

OC^  =  Uir  —  BC"; 

=;  c  -^  ja]~-\-  f-  —  [c — y<7)'^=  r^  -h  lac; 
A  =  ni  H-  t:  r\. 


Si  l'on  décrivait  avec  la  ])ointe  A  un  cercle  de  rayon  ;-,,  il  est 
évident  cpie  le  disque  ne  tournerait  pas.  On  aurait,  dans  ce  cas, 
I zzno  et  A  =  TT/"'^. 

274.  Le  planimèlre  polaire  permet  d'atteindre,  dans  la  mesure 
des  aires  planes,  une  approximation  qui  excède  presque  toujours 
celle  dont  on  a  besoin  dans  la  pratique.  Un  opérateur  liabilc  à 
manier  cet  instrument  dépasse,  dans  la  détermination  des  aires 
à  contours  irréguliers,  le  degré  d'exactitude  auquel  conduisent  la 


APPLICATION   DU    PLANI.METRE   A   LA   MKSLRE   DES   AIRES 


36-: 


plupart  des  formules  proposées  jusqu'ici  pour  la  quadrature  des 
surfaces  ('  ). 

!27o.  On  peut,  par  une  seule  opération  du  planimètrc,  ajouter 
entre  elles  deux  ou  plusieurs  aires.  S'il  s'agit,  par  exemple,  d'a- 
voir la  somme  des  aires  S  et  S'  ifig.  194  '•  ^n  réunit  par  une  ligne 
auxiliaire  MX  deux  points  quelconques  de  leurs  contours,  et  l'on 
suit  le  parcours  MOPMiSQRNM.  Les  rotations  du  disque  relatives 

Fig.  19Ì. 


aux  chemins  opposés  MN,  NM  s'annulent    et    riiidicalion  finale 
sur  le  compteui"  correspond  à  S  -h  S'. 

Si  Ton  décrit  le  périmètre  de  S'  en  sens  opposé,  c'est-à-dire 


(')  M.  le  général  Peaucellier  {loc.  cit.)  avait  donné  les  résultats  comparatifs  sui- 
vants pour  7  de  cercle  de  o^jio  de  rayon,  divisé  en  dix  segments  par  des  ordonnées 
parallèles  : 

Aires.  Erreurs. 

.Méthode  des  cordes 77^^"  0^929 

Méthode  de  Thomas  Simpson .         78,173  0,867 

Méthode  des  tangentes 78,809  0,269 

Méthode  du  général  Poncelel 78,408  o,  187 

Méthode  du  général  Parmentier 78,768  0,228 

Indication  moyenne  du  planimètre 78,655  o,ii5 

Mesure  exacte 78 ,  54o 

M.  le  général  Parmestier  {Nouvelle  Correspondance  mathématique,  t.  V,  Bruxelles, 
1879,  p.  167}  a  montré  que  deux  des  résultats  précédents  devaient  être  ainsi   le- 

tablis  : 

Aires.  Erreurs. 

Méthode  Poncelet 78,221  0,819 

Méthode  Parmentier 78,080  0,040 
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suivant  NRQ,  l'instrument  fournit^   non   plus  la  somme,  mais  la 
différence  S  —  S'  des  deux  aires. 

III.  —  Applications  diverses. 

276.  On  peut  supposer  que,  dans  l'une  quelconque  des  for- 
mules connues  de  cjuadrature,  dans  celle  de  M.  le  général  Par- 
menlier  par  exemple  (235),  les  ordonnées  h^,  A,,  .  .  . ,  au  lieu  de 
figurer  des  longueurs,  représentent  les  aires  de  sections  faites  dans 
un  solide  irrégulier  quelconque  par  des  plans  parallèles  équidi- 
stants  assez  rapprochés.  La  formule  donne  alors  le  volume  du  so- 
lide compris  entre  les  sections  extrêmes  et  deux  opérations  du 
planimètre  suffisent  pour  déterminer,  d'une  part  S/?/,  d'autre  part 

//oH-^'«4-i  —  Il  h  —  Jhi- 

L'application  de  ce  procédé  de  ciiLature  est  surtout  avanta- 
geuse lorsque  le  solide  à  mesurer  est  représenté  sur  un  plan  coté 
par  des  courbes  de  niveau  équidistantes. 

277.  L'expression 

peut  être  considérée  comme  représentant  deux  fois  la  somme  des 

aires  des   triangles  qui  ont  respectivement  Xj,  .To,  .  .  . ,  ar„  pour 

bases  etj),,  j'o,  .  .  . .  jn  pour  hauteurs. 

Prenons  sur  deux  axes  rectangulaires,   en  tenant   compte   des 

signes,    d'une    part,    OX,  =  x,,     OX2  =  X2,    ...,   d'autre    part, 

OY,=j'-,,    OY2  =  725    ••-?    complétons     les    triangles   OX,\,, 

OXoYo,  ...,  et  décrivons,   avec  la  pointe  A  du  planimètre,   le 

circuit  OY,  X(  OYo  ...  Y^X/^O.  L'aii^e  accusée  par  l'instrument 

,      1      ,  A 
sera  eeale  a  - • 

°  2 

278.  Soient  respectivement  Xj  et  j}',,  .To  et  j^^^  .  .  . ,  x„  et  yn 
les  coordonnées  des  Ji  sommets  d'un  polygone  plan,  rapporté  à 
deux  axes  rectangulaires.  L'aire  de  ce  polygone  est 

A  =  .ri  J2  —  Ji  X,  -4-  X^  J)'3  —  J2  -^"a  +  •  •  •  "+-  ^n  X  i  —  Xn  ^\  ■ 

En  applifpiant  à  celte  somme  le  procédé  du  numéro  précédent, 
on  ol)liendia,  |)ar  le  planimètre,  l'aire  du  polvgone  proposé,  sans 
avoir  à  le  construire. 
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APPENDICE  DU  TRADUCTEUR  AU  CHAPITRE  XII. 


INTÉGRATIOA  GRAPHIQUE  ('). 
I.  —  Préliminaires  et  définitions. 

279.  Si  l'on  porte  en  abscisses  et  en  ordonnées,  relativement  à  deux 
axes  que  nons  su[)p()Sons  rectangulaires,  des  séries  de  grandeurs  linéaires 
respectivement  proportionnelles  aux  couples  de  valeurs  correspondantes 
de  X  et  de  y  dans  la  fonction  j)-nzy(.r;],  on  obtient  une  courbe  plane  c 
qui  est  la  représentation  giaphique  de  la  fonction  proposée  (96). 

L'intégrale  ji=    Ì f[.i]  dx  de  cette  fonction  est  une  nouvelle  relation 

entre  deux  variables,  qu'on  peut  reiucsenter,  en  adoptant  les  mêmes 
échelles  de  coordonnées,  i)ar  une  seconde  courbe  tj  rapportée  aux  mêmes 
axes. 

Le  problème  de  l'intégration  graphique  consiste  à  construire  la  courbe 
intégrale  c^  quand  on  connaît  la  courbe  primitive  c. 

La  courbe  intégrale  obtenue  par  une  première  construction  peut  d'ail- 
leurs être  prise  à  son  tour  comme  courbe  primitive  d'une  intégration  gra- 
phique donnant  pour  résultat  vuie  nouvelle  courbe  c^,  intégrale  seconde  de 
c;  et  ainsi  de  suite. 

280.  L'intégrale  définie  /  /(■^')  d-^  peut  toujours  être  considérée 
comme  exjjrimant  l'aire  du  trapèze  mixtiligne  délimité  par  l'axe   des  ab- 


(')  Voir  J.  M.VSSAU,  Mémoire  sur  l'intégration  graplilfjue  et  ses  applications;  déve- 
loppement des  thèses  présentées  au  concours  unii'ersltaire  de  1 873-1874 •  Extr.iit  des 
Annales  de  l'Association  des  Ingénieurs  sortis  des  écoles  spéciales  de  Gand,  Livres  I 
et  II,  Kruxelles,  1878,  et  Livre  III,  Liège,  1884.  —  Charles  Saviotti,  Note  sur  las 
méthodes  graphiques  d'intégration,  dans  la  Revue  universelle  des  Mines,  etc.,  t.  XIU, 
2°  béri'!,  i8S3,  p.  483.  Une  première  publication  de  cette  Note  a  été  faite  dans  le 
Giornale  del  Genio  civile,  XX°  année,  11°  3,  Rome,  mars  1882,  p.  172-193. 
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Suisses,  pur  les  ordonnées  au\  distances  .*(,,  r,  de  l'origine  et  par  la  cor.rbe 
dont  l'ordonnée,  correspondant  à  l'abscisse  variable  .r,  est  égale  à./^.r]. 
En  d'autres  termes,  l'aire  engendrée  par  les  ordonnées  de  la  courbe  pri- 
mitive c  est  donnée  par  la  courbe  intégrale  première  Cl .  On  donne  à  cette 
aire  le  nom  de  diagrainmc. 

T.' ordonnée  moyenne  du  diagramme  est  la  hauteur  du  lectangle  équiva- 
lent (pii  a  la  même  base  x^  —  Xq. 

On  nomme  élément  du  diagramme  tout  trapèze  partiel  compris  entre  la 
courbe  c,  l'axe  des  abscisses  et  deux  ordonnées  assez  rapprochées  pour  que 
l'arc  de  courbe  qu'elles  interceptent  puisse  être  considéré  comme  se  con- 
fondant sensiblement  avec  sa  corde. 

On  peut  dès  lors,  sans  erreur  sensible,  prendre  comme  ordonnée 
moyenne  d'un  élément  la  moyenne  de  ses  ordonnées  extrêmes. 

JJ intégrale  graphique  d'un  diagramme  indépendamment  de  la  constante 
arbitraire)  est  la  mesure  de  ce  diagramme,  rapportée  à  une  base  de  réduc- 
tion donnée  b  (87). 

La  différentielle  graphique  d'un  diagramme  est  la  mesure  d'un  élément, 
rapportée  à  la  base  /;. 

L'intégrale  graphique  d'un  diagramme  est  égale  à  la  somme  de  ses  dif- 
férentielles graphiques. 

n.  —  Ponctuelle  intégrale. 

281.  Soit  O ABC  [fig.  iqS)  un  diagramme  divisé  en  éléments  à  bases 
très  petites,  àr,  par  les  ordonnées  menées  aux  points  i,  2,  3,  .  .  .  de  l'axe 
des  abscisses.  Projetons  l'une  de  ces  bases,  34,  d'un  point  P  situé  à  la 
distance  l>  de  OX  et,  par  un  point  4',  pris  arbitrairement  sur  la  parallèle 
44  il  OX»  passant  par  l'extrémité  de  V ordonnée  moyenne  de  l'élément 
considéré,  menons  aux  rayons  projetants  P3,  P4  les  |)arallèles  4' G,  4' H 
qui  détachent  sur  l'axe  des  'x  un  petit  segment  GH  =^  As.  On  a,  par  les 
triangles  semblables  P34,  4  GH, 

y  .Sx  =z  h .  A3, 

A3  étant,  d'après  une  précétiente  définition,  la  différentielle  graphi(iue  du 
di;igrainme,  rappoi'tée  à  la  base  b. 
On  a,  par  suite, 

i/  A.r  =  i».2:A3. 

On  obtient  SA:,  intégrale  graphi(iue  approchée  du  diagramme,  par 
une  construction  analogue  à  celle  du  n"  23.  On  projette  du  centre  P  la 
ponctuelle  0  i  23  ...  G;   on  projette  parallèlement  à  OX,  sur  l'axe  OY  ou 
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SCK) 


sur   une  parallèle  à   cet   axe,   les  extrémités    i,  2,  3,   ...   des  ordonnées 
moyennes  des  éléments  et  l'on  construit  le  polygone  de  multiplication  Q^I, 
relatif  au  faisceau  P.  Les  cou|)les  de  côtés  consécutifs  de  ce  polygone  inter 
ceptent  sur  OX  la   suite  ininterrom|)ue  des  différentielles  graphit[ncs    du 
diagramme.   Les  côtés   extrêmes  QN,  6. M  détachent  conséquemment,   sur 

FijT.  uj5. 


l'axe  des  abscisses,  un  segment  MN  :  -  2;  A;  qui  est  l'intégrale  graphique  du 
diagramme,  rapportée  à  la  base  b. 

Ces  côtés  extrêmes  se  coupent  en  un  point  K  dont  la  dislance  EK  à  l'axe 
des  abscisses  représente  l'ordonnée  moyenne/,,,  du  diagramme.  On  a,  en 
effet,  par  les  triangles  semblables  MRN,  OPC  : 


^2.  A3 
3  Ar 


24 


370      CALCUL   GRAPIHQUE.   —  APPENDICE   DU  TRADUCTEUR   AU   CHAPITRE   XII. 

III.  —  Polygone  inscrit  à  la  courbe  intégrale. 

282.  La  construction  jH'écédente  a  donné  la  fonction  intégrale  sous  la 
forme  d'une  ponctuelle  MN.  On  ])eut  aussi  l'obtenir  sous  la  forme  d'un 
nouveau  diagramme,  })ar  un  mode  de  construction  dcjà  indiqué  et  appliqué 
(9iet250  à  257). 

On  projette  sur  l'axe  des  j-,  par.illèlement  à  celui  des  .r,  les  extrémités 
des  ordonnées  moyennes  des  éléments.  On  projette  ensuite  la  ponctuelle 
ainsi  obtenue  du  centre  P,,  situé  sur  l'axe  des  x,  à  la  distance  h  de  l'axe  des 
}'.  On  trace  enfin,  entre  les  couples  d'ordonnées  consécutives  des  éléments, 
la  ligue  polygonale  OR,  relative  au  faisceau  Pj.  Une  ordonnée  (juclconque 
de  celte  ligne  est  la  mesure,  rapportée  à  la  base  h,  c'est-à-dire  l'intégrale 
grai)hique,  de  la  partie  du  diagramme  donné  comprise  entre  l'origine  et 
l'ordonnée  que  l'on  considère.  En  particulier,  la  dernière  ordonnée  CR  est 
l'intégrale  du  diagramme  OABC. 

Si  l'on  considère,  en  effet,  d'une  part  l'un  quelconque,  P1O4,  des  trian- 
gles formés  par  les  deux  axes  et  par  un  rayon  du  faisceau  Pj,  d'autre  part 
le  triangle,  semblable  au  précédent,  formé  par  le  côté  de  OR  parallèle  à 
Pi45  P^i'  l'ordonnée  4  et  par  la  ])arallèle  à  OX  menée  à  l'extrémité  de 
l'ordonnée  3  de  OR,  on  a,  en  désignant  par  j^  l'ordonnée  moyenne  de  l'élé- 
ment dont  ce  dernier  triangle  fait  partie, 

(l)  Ye  A.r  =  h  A;. 

La  différence  Az  entre  les  ordonnées  extrêmes  de  l'élément  considéré  est 
donc  la  mesure  de  cet  élément  rapportée  à  la  base  h,  c'est-à-dire  (280)  la 
différentielle  du  diagramme  donné,  et  l'intégrale  de  ce  diagramme  est 

2Az=:CR. 

La  ligne  OR,  lieu  des  extrémités  des  ordonnées  intégrales,  et  l'aire  ORC, 
lieu  de  ces  ordonnées,  sont  respectivement  la  ligne  intégrale  et  le  dia- 
gramme intégral  du  diagramme  OABC. 

L'ordonnée  moyenne  v,„  du  diagramme  primitif  est  limitée  à  la  parallèle 
à  l'axe  des  ,r  qui  passe  par  le  point  d'intersection  de  l'axe  des  y  et  du  rayon 
de  P,  parallèle  à  1  a  droite  OR.  On  a,  en  effet,  par  les  triangles  semblables, 

OF.OCr^  ^.CR, 
d'où 

Cette  construction  et  celle  du  n"  281  doivent  nécessairement  conduire  au 
même  résultat  quand  on  adopte  la  même  base  b.  On  vérifie,  en  effet,  que 
les  segments  NM  et  CR  sont  égaux,  et,  plus  généralement,  que  la  ponctuelle 
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déterminée  sur  OX  par  les  côtés  de  la  ligne  polygonale  QM  est  égale  à  la 
ponctuelle  déterminée  par  la  projection  sur  CR  des  ordonnées  du  diagramme 
intégral. 

On  déduira  donc  la  ligne  OR  de  la  ponctuelle  intégrale  NM,  fournie  par 
la  construction  du  n°  281,  en  portant  sur  les  ordonnées  o,  î,  2,  3,  .  .  . ,  G 
les  into'grales  jjartielles  correspondantes  représentées  par  les  segments 
compris  entre  l'origine  commune  N  et  les  points  de  division  successifs  de 
la  ponctuelle  NM. 

IV.  —  Intégrations  successives. 

283.  La  fonction  intégrale  obtenue  sous  la  forme  d'une  ponctuelle  NM 
(281)  ou  d'une  ligne  polygonale  OR  (282)  conduit,  par  Tune  ou  l'autre 
méthode,  à  la  détermination  de  l'intégrale  seconde  de  AB. 

Dans  le  cas  du  n°  281,  par  exemple,  on  fait  pivoter  la  ponctuelle  NM 
sur  le  point  N,  jusqu'à  la  direction  parallèle  à  CR;  on  projette  ensuite  les 
points  milieux  de  ses  segments  au  moyen  de  rayons  parallèles  à  OX,  qu'on 
relie  par  un  polygone  de  multiplication  relatif  au  faisceau  P.  Les  côtés  de 
ce  polygone  déterminent  sur  OX  une  nouvelle  suite  de  différentielles  dont 
la  somme,  comprise  entre  le  premier  et  le  dernier  côté  du  polygone,  est 
l'intégrale  seconde  cherchée.  On  procède  de  même  pour  l'intégrale  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite. 

"V.  —  Ponctuelles  et  lignes  dérivées. 

284.  Une  opération  inverse  permet  de  dériver  de  la  ligne  intégrale  OR 
le  diagramme  primitif  limité  par  AB.  On  projette  à  cet  effet  la  ponctuelle 
O  I  23  ...  G  du  pôle  P  et  l'on  mène,  par  les  points  de  division  de  la  ponc- 
tuelle intégrale  NM,  des  droites  parallèles  aux  rayons  correspondants  du 
faisceau  P.  Les  sommets  de  la  ligne  polygonale  QM,  formée  par  ces  droites, 
appartiennent  aux  parallèles  à  OX  qui  déterminent  respectivement  les  or- 
données moyennes  des  éléments  du  diagramme  primitif. 

La  méthode  du  n°  282  donne  lieu  à  une  inversion  analogue.  On  jirojette 
du  point  Pi  sur  OY,  au  moyen  de  rayons  parallèles  aux  côtés  élémentaires 
de  OR,  la  ponctuelle  i  23  .  .  . ,  dont  les  points  de  division  sont  sur  les  pa- 
rallèles à  OX  qui  coupent  respectivement  les  ordonnées  moyennes  corres- 
pondantes en  des  points  de  la  ligne  AB,  dérivée  de  OR. 

VI.  —  Polygone  circonscrit  à  la  courbe  intégrale. 

285.  La  relation  (  i  )  du  n°  282,  mise  sous  la  forme 

^  _  J/« 
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montre  que  les  coefficients  angulaires  des  petits  segments  rectiligncs  dont 
la  suite  constitue  la  ligne  intégrale  d'un  diagramme  donné  sont  respective- 
ment proportionnels  aux  ordonnées  moyennes  des  éléments  correspon- 
dants du  diagramme. 

La  ligne  intégrale  formée  par  ces  segments  est  un  polygone  inscrit  à  la 
courbe  intégrale  et  diffère  d'autant  moins  de  cette  courbe  qu'on  a  rappro- 


Fig.   icjG. 


ché  davantage  les  ordonnées  extrêmes  des  éléments  du  diagramme  primitif. 
A  la  limite,  on  a 

7b:  ~  b' 
j  étant  l'ordonnée  d'un  point  de  la  courbe  intégrale  et  ~  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  à  la  couibe  en  ce  point.  Conséqucmmcnt,  si  l'on  pro- 
jette sur  l'axe  OY  [Jig.  196)   non  plus  les   ordonnées  moyennes  Mo  M], 
I\r„  M', ....  des  éléments  d'un  diagramme  piimilif  OST,  mais  les  ordonnées 
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extrêmes  OS,  AqAi,  A'|,A',,  ...  de  ces  éle'ments,  on  obtient,  non  plus  I;i 
ligne  polygonale  inscrite  OBCDE  .  .  .,  relative  au  faisceau  P(1MM'.M"  .  .  .), 
mais  la  ligne  polygonale  circonscrite  OFGHlv  .  .  . ,  relative  au  faisceau 
P(SA\'.  .  .  :.  On  arrête  la  première  tangente  OF,  pai-allèle  au  rayon  PS,  à 
son  point  F  d'intersection  avec  l'nrdonne'e  moyenne  du  ])remier  traj)èze 
élémentaire;  par  le  point  F  on  mène  FG,  parallèle  au  rayon  PA  ;  parle 
point  G,  GII  parallèle  au  rayon  PA',  et  ainsi  de  suite.  Les  droites  FG, 
GH,  .  .  .   sont  les  tangentes  à  la  courbe  intégrale  aux  points  B,  G,   .... 

On  vérifiera,  en  effet  (287),  que  les  tangentes  en  B  et  C  se  coupent 
exactement  sur  l'ordonnée  ^l'^  M',  lorsque  le  segment  primitif  A,  A',  est  rec- 
tiligne,  et  cette  condition  est  approximativement  remplie  lorsque  A]  A',  est 
un  arc  de  courbe  assez  petit  pour  qu'on  puisse,  sans  erreur  sensible,  le  con- 
fondre avec  sa  corde. 

On  peut  donc  obtenir,  comme  ligne  intégrale  approximative  d'un  dia- 
gramme donné,  soit  un  polygone  de  cordes,  soit  un  polygone  de  tangentes, 
et  ces  deux  polygones  ne  diffèrent  pas  sensiblement  de  la  courbe  intégrale 
exacte  quand  on  a  soin  de  diviser  le  diagramme  en  trapèzes  élémentaires 
assez  petits. 

"VIL  —  Intégration  des  lignes  droites  et  brisées. 

286.  La  ligne  intégrale  d'une  choite  parallèle  à  l'axe  des  abscisses  est 
une  droite  inclince  sur  cet  axe. 

En  effet,  la  ligne  primitive  donne  sur  OY  un  seul  point  A  de  projection, 
auquel  correspond  un  rayon  unique  PA  du  faisceau  P,  et,  par  suite,  une 
direction  unique,  commune  à  toutes  les  cordes  et  à  toutes  les  tangentes  de 
la  ligne  intégrale.  Cette  ligne  est  donc  une  parallèle  au  rayon  PA.  Il  suffira, 
pour  la  construire,  de  connaître  un  de  ses  points  et  ce  point  sera  lui-même 
déterminé  par  la  valeur  de  la  constante  arbitraire. 

287.  La  ligne  intégrale  d'une  (boite  inclince  sur  les  axes  est  une  para- 
bole du  second  ordre. 

Soit  ST  {fig.  196)  la  droite  donnée  et  soient  OAq,  AqA'q,  ...  les  hau- 
teurs, supposées  égales,  des  trapèzes  élémentaires  du  diagramme  OST.  Les 
ordonnées  moyennes  de  ces  trapèzes,  projetées  sur  OY,  déterminent  le 
faisceau  P  (  M  M' M". . .  ^  et  la  ligne  polygonale  OBCDE  . . . ,  inscrite  à  la  courbe 
intégrale.  Les  ordonnées  extrêmes  des  trapèzes  se  projettent  aux  points 
A,  A',  A",  .  .  .,  qui  divisent  en  deux  parties  égales  les  segments  égaux  de 
la  ponctuelle  jr( MM' M'"  ..  .).  Étendons  successivement  aux  trapèzes  qui 
ont  pour  hauteurs  OAo,  OA'j,,  0A"„,  OA^'.  ...  et  pour  ordonnées  moyennes 
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correspondantes  IMqMi,  AqA,,  M'o  M', ,  A',  A',,  .  .  .,  la  construction  appli- 
quée aux  trapèzes  élémentaires.  Nous  obtiendrons  ainsi,  comme  éléments 
correspondants  aux  rayons  PM,  PA,  PM',  PA',  ...  du  faisceau  P,  les 
cordes  OB,  OC,  OD,  OE, ...,  inscrites  à  la  courbe  intégrale  (282).  Les  fais- 
ceaux 0(BCDE...)  et  P(MAM'A'  ...  ,  formés  de  rayons  parallèles  deux  à 
deux,  sont  égaux;  mais  le  faisceau  P(MAM'A'  ..  )  est  perspectif  au  faisceau 
X  (MAM'A'  .  .  .\  lequel  est  perspectif  au  faisceau  oo  (MqAoM'o  A'„  .  . .) 
et,  par  conséquent,  projectifau  faisceau  co  (AgA'j  A"  .  .  .  .  Donc  ce  dernier 
faisceau  et  le  faisceau  0(BCD  .  .  .)  sont  projectifs  (G.  47)  et  engendrent 
une  courbe  du  second  ordre  (G.  62  ).  Ils  n'ont  d'ailleurs  d'autre  rayon 
uni  que  l'axe  OY  qui  joint  leurs  centres.  La  courbe  engendrée  est  donc 
une  parabole  (G.  97)  dont  les  diamètres  sont  parallèles  à  OY  (G.  125). 

La  tangente  au  sommet  est  perpendiculaire  au  même  axe,  c'est-à-dire 
parallèle  au  rayon  PO  correspondant  à  l'ordonnée  du  point  d'intersection  T 
de  l'axe  des  .r  et  de  la  droite  donnée.  Cette  ordonnée  est  donc  l'axe  de  la 
courbe. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  sommets  F,  G,  ...  de  la  ligne  polygo- 
nale circonscrite  se  coupent  exactement  sur  les  ordonnées  moyennes  M^, 
M'y,  .  .  , ,  qui  sont  les  diamètres  delà  parabole  intégrale  relatifs  aux  cordes 
OB,  BC,  ...   (G.  121). 

288.  Une  construction  inverse  (28i)  donne  la  droite  ST,  dérivée  d'une 
parabole  proposée,  dont  il  suffit  de  connaître  trois  points  quelconqvies  B,  C  , 
D.  Ces  points  déterminent,  en  effet,  les  cordes  BC,  CD,  par  suite  les 
rayons  PM',  PM",  parallèles  à  ces  cordes,  et  les  ordonnées  moyennes 
Mq  M', ,  M'^M'j  des  segments  AjA'j,  A'^  A'|  de  la  droite  cherchée,  dont 
on  a  ainsi  deux  points,  M'j,  M". 

On  obtient  par  cette  construction  autant  de  points  qu'on  veut  d'un  seg- 
ment parabolique  dont  trois  points  sont  donnés;  car  il  suffit  d'intégrer  la 
droite  dérivée  déterminée  par  ces  trois  points  pour  construire  tous  ler> 
autres. 

La  droite  dérivée  permet  de  résoudre  avec  la  même  facilité  les  problèmes 
suivants  (  '  )  : 

Construire  la  tangente  en  un  poirt  donne  de  la  parabole. 

Construire  un  point  de  la  parabole^  connaissant  la  diieclion  de  la  tan- 
gente. 

Construire  une  parabole  du  second  ordre  connaissant  deux  points  et  la 
tangente  en  un  de  ces  points. 

(')  Massai-,  loc.  cit.,  Livre  H,  n"»  89-91. 
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289.  Lorsque  le  diagramme  à  inte'grei'  se  compose  d'une  suite  de  rec- 
tangles juxtapose's,  la  ligne  primitive  est  formée  de  segments  rectilignes 
alternativement  parallèles  à  l'axe  des  j-  et  à  l'axe  des  j-.  Les  segments  pa- 
rallèles à  OX  ont  pour  intégrales  des  segments  inclinés  compris  entre  les 
mêmes  ordonnées  (286).  Chacun  de  ces  segments  intégraux  a  d'ailleurs 
son  origine  à  l'extrémité  de  celui  qui  précède,  car  chacun  des  segments  pri- 
mitifs parallèles  à  OY  ayant  tous  ses  points  sur  une  même  ordonnée,  son 
intégrale  se  réduit  à  un  point.  La  ligne  intégrale  est  donc  un  polygone  rec- 
tiligne  dont  les  sommets  sont  sur  les  mêmes  ordonnées  que  les  segments 
primitifs  parallèles  à  l'axe  des  r. 

Dans  ce  cas  particulier,  les  ordonnées  extrêmes  et  moyennes  des  seg- 
ments primitifs  déterminent,  par  leur  projection  sur  l'axe  des  j,  une  seule 
et  même  ponctuelle  qui,  projetée  d'un  même  centre  P,  fournit,  par  la  mé- 
thode des  cordes  (282)  et  par  celle  des  tangentes  (285  .,  un  seul  et  même 
polygone  intégral. 

290.  Prenons  comme  ligne  primitive  le  polygone  rectiligne  fourni  par 
la  précédente  intégration.  Chacun  de  ses  côtés  a  pour  intégrale  un  arc  de 
parabole  du  second  ordre,  compris  entre  les  mêmes  ordonnées  (287  \  La 
corde  de  cet  arc  est  une  parallèle  au  rayon  du  faisceau  P  déterminé  par 
l'ordonnée  moyenne  du  segment  primitif  correspondant.  La  division  du 
diagramme  partiel,  limité  à  ce  segment,  en  un  certain  nombre  de  trapèzes 
élémentaires,  donnerait  lieu  à  un  nombre  égal  d'ordonnées  moyennes  et 
permettrait  de  substituer  à  la  corde  totale  de  l'arc  parabolique  intégral  un 
polygone  de  cordes  plus  petites  dont  les  sommets  seraient  autant  de  points 
de  l'arc  à  déterminer. 

Si  l'on  projetiiit  sur  OY,  non  plus  les  milieux  des  segments  primitifs, 
mais  leurs  extrémités,  on  obtiendrait  (285)  les  couples  de  tangentes  aux 
extrémités  des  arcs  intégraux.  La  projection  du  point  commun  à  deux  seg- 
ments consécutifs  de  la  ligne  primitive  ne  déterminant  qu'un  seul  rayon 
du  faisceau  projetant  et,  par  suite,  qu'une  seule  dirertion  de  tangente,  on 
voit  que  deux  arcs  paraboliques  consécutifs  de  la  ligne  intégrale  ont,  en 
leur  point  commun,  une  tangente  commune.  Ces  arcs  se  trouvent  donc 
raccordés  suivant  une  courbe  continue,  comprise  entre  le  polygone  des 
cordes  et  le  polygones  des  tangentes. 

Vin.  —  Intégration  exacte  de  courbes  paraboliques.  Ordonnée  moyenne. 

Abscisse  moyenne. 

291.  L'ordonnée  du  point  milieu  d'un  segment  de  droite  est  exacte- 
ment l'ordonnée  moyenne  de  ce  segment  et,   en  même  temps,  lordonne'e 
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sur  laquelle  se  coupent  les  tangentes  aux  extrémités  du  segment  correspon- 
dant de  la  ligne  intégrale  (287).  C'est  pourquoi  les  intégrations  précé- 
dentes, portant  sur  des  lignes  |)iiiiiitives  exclusivement  composées  d'élé- 
ments rectilignes,  ont  donné  exactement  les  cordes  et  les  tangentes 
constituant  les  lignes  polygonales  insci-itcs  et  circonscrites  aux  lignes  inté- 
grales. Il  n'en  est  plus  de  même  lorsque  la  ligne  primitive  est  une  coui'he 
et,  dans  la  méthode  que  nous  avons  d'aboid  exposée,  la  décomposition  du 
diagramme  piimitif  en  trapèzes  élémentaires,  dont  les  hauteurs  sont  des 
quantités  petites  mais  finies,  ne  permet  de  déterminer  fjue  par  approxima- 
tion les  côtés  du  polygone  de  cordes  et  les  sommets  du  ])olvgone  de  tan- 
gentes. L'approximation  est  presque  toujours  suffisante  dans  la  pratique, 
et  d'ailleurs  le  caractère  essentiel  de  la  méthode  gi'aphique  est  de  ne  compor- 
ter que  des  résultats  approchés.  On  peut  cependant  se  proposer  de  substi- 
tuer, dans  ceitains  cas,  l'exactitude  théorique  à  l'approximation.  Il  suffit 
pour  cela  de  pouvoir  déterminer  exactement  les  ordonnées  moyennes  des 
arcs  de  la  courbe  piùmitive  et  les  ordonnées  qui  correspondent  aux  ab- 
scisses moyennes  des  mêmes  arcs.  Les  premières  donnent,  en  effet,  les 
coefficients  angulaires  des  côtés  du  ])olygone  inscrit,  les  secondes  fixent  les 
sommets  du  polygone  circonscrit.  Nous  donnerons  de  cette  double  recherche 
des  exem|)les  appliqués  aux  courbes  dont  l'usage  est  le  plus  fréquent  dans 
les  opérations  de  quadrature,  c'est  à-dire  aux  pai'abolcs  du  second  et  du 
troisième  ordre  prises  comme  courbes  primitives. 

292.  Considéi'ons  [Jig.  196Ì  un  ai'c  parabolique  du  second  ordre  déter- 
miné par  ses  points  extrêmes  C,  E,  et  par  un  point  intermédiaire  D  dont 
l'ordonnée  PJ'^Vi^r.y'y  est  à  égale  distance  //  des  ordonnées  extrêmes 
A'q  C  =;  jo  et  A'q  E  ::-^  j)'2.  L'ordouuéc  movennc  y,,^  doit  satisfaire  à  la  l'cla- 
tion 


\'i 


2  //  y,n  -.^  aire  A'„  C  D  E  A'^  z^  h  (  y^  -t-  j,  )  -i-  aire  CDE. 


Mais  les  tangentes  aux  points  C  et  E  se  cou])ent  en  un  point  L  de  l'ordonnée 
intermédiaire  (G.  121]  et  l'on  a,  d'une  part  (G.  138),  LD  =  DN,  d'autre 
part  (G.  255), 

aire  CDE  -     f  aire  CLE  -  :  \  h  .  D.\. 

Substituant  cette  valeur  dans  (  i  )  et  réduisant,  il  vient 

y  m  = ^-  r:  DN  =  J, • 

'i  ô  o 

L'oixlonnée  moyenne   de  l'arc   pai'aljoli(pu:'  CDE  est  donc  égale  à  l'or- 
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donnée   intermëdiaiie   diminuée  du   tiers  du  segment  de  celte   ordonnée 
compris  entre  son  extrémité  et  la  corde  de  l'arc  proposé. 

293.  Si  l'arc  parabolique  est  donné  par  ses  points  extrêmes  C,  E  et  par 
la  tangente  en  un  de  ces  [)<)ints,  cette  tangente  détermine,  sur  l'ordonnée 
intermédiaire,  le  point  L,  tel  ipieLN^raDN,  et  l'on  obtient  l'ordonnée 
moyenne  en  retranchant  |  LN  de  A'^L. 

Ayant  ainsi  déterminé  les  ordonnées  moyennes  d'une  suite  d'arcs  consé- 
cutifs de  la  parabole  i)rimitive  du  second  ordre,  on  en  déduit  un  polygone 
inscrit  à  la  parabole  du  troisième  oidre  qui  est  la  courbe  intégrale  de  la 
proposée. 

214.  Un  arc  paraholitiue  du  ti-oisièmc  ordre  étant  donné  ])ar  ses  points 
exti'êmes  A,  D  (yf^'.  197  )  et  par  deux  points  interm('diaires  B,  C,  tels  que 


A'     ir     B'      G      c    K.'     !)■ 


ics  ordonnées  j)'o,  j'i,  j'9,  ^'3  soient  équidistantes,  on  exprime  que  les  coor- 
données des  quatre  points  satisfont  à  l'équation  )  =  a  --  b.v  — -  c./r-\-  djc^ 
<le  la  courbe  et  que,  d'autre  part,  l'oidonnce  moyenne  j'„j  satisfait  à  la  re- 

r"-^  .... 

lati()nj-„, -T  /  X  cl.c.  Ou  a  ainsi  cinq  équations  cpii  permettent  d  élimi- 
ner les  coefficients  a,  b,  c,  cl  et  d'obtenir 


Jo^3.r, -^  3r2-t-,-3       0F^-30R 


4 


=  OF 


FE. 


On  a  donc  l'extrémité  I  de  l'ordonnée  moyenne  en  prenant  le  quart  El 
du  segment  EF  de  l'ordonnée  intermc'diaire  compris  entre  les  cordes  AD, 
BC. 

29o.  Lorsque   l'arc   [)arabolique  du  troisième   ordre   est  donné  par  ses 
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deux  points  extrêmes  A,  D  et  par  les  tangentes  AM,  DN  en  ces  points,  deux 
des  cinq  e'quations  précédentes,  exprimant  que  les  points  B  et  C  ajipar- 
îiennent  à  la  courbe,  sont  remplacées  par  deux  autres,  exprimant  que  les 
dérivées  de  la  courbe  aux  points  A,  D  satisfont  à  la  relation 

j)  '=  h  -H  1CX  ^-  3  d.r^. 

On  est  alors  conduit,  par  l'élimination  des  coefficients,  à  la  relation 

I    /  h    ,  h    , 

dans  laquelle  j'o ,  y\  sont  respectivement  des  dérivées  de  j'o>  !%■,  ^  étant  la 
moitié  de  la  distance  A'D'  prise  négativement  de  O  en  A'  et  positivement 
(le  O  enD'. 

// 
3 


L'ordonnée  de  la  tangente  AM,  à  la  distance  A'H'  =  -  de  j,j,  est 


H'H  =70+3/0- 
Pareillement,  l'ordonnée  de  DN,  à  la  distance  D'  C  =  -  de  j^,  est 

K'K=j3  +  ^y3. 

Par  suite, 

j„,r^i(H'H-F-K'K). 

L'extrémité  I  de  l'ordonnée  moyenne  est  donc  à  l'intersection  de  HK.  et  de 
l'ordonnée  intermédiaire  OM. 
On  peut  encore  remarquer  que 

I  FM  -I-  FN 

I-  01-  + • 

i  2 

On  obtiendra  donc  le  point  I  en  ajoutant  à  l'ordonnée  moyenne  OF  de 
la  corde  AD  un  tiers  de  la  distance  comprise  entre  cette  corde  et  le  milieu 
R  du  segment  intercepté  sur  OF  par  les  tangentes  à  la  courbe  aux  points 
extrêmes  A  et  D . 

Lorsque  l'arc  AD  appartient  à  une  parabole  du  second  ordre,  les  [)oints 
M,  N  coïncident  et  l'on  est  ramené  au  cas  du  n"  293. 

296,  Les  constructions  précédentes  permettent  de  déterminer  autant  de 
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points  qu'on  veut  d'un  arc  de  parabole  du  troisième  ordre  dont  on  connaît 
deux  points  AjBi  [fig.  IQ'S)  et  les  tangentes  en  ces  points.  On  trace,  à  cet 
effet,  les  rayons  PA,,  PBj,  PC,  du  faisceau  P,  respectivement  parallèles 
aux  deux  tangentes  et  à  la  corde  A,Bi.  Ces  rayons  déterminent  les  ordon- 
ne'es  extiêmes  Aq  A,  BqB,  et  l'ordonnée  moyenne  CqC,  de  l'arc  AB,  dérivée 
de  AiBj.  On  prolonge  CqC  de  la  quantité  CT  =  2DC.  On  a  ainsi  '293]  le 
point  T  d'intersection  des  tangentes  en  A  et  en  B  et,  par  suite,  ces  tangentes 


elles-mêmes.  L'arc  parabolique  du  second  ordre  AB  t'tant  dès  lors  déter- 
miné, on  peut  construire  288]  autant  de  points  qu'on  voudra  de  cet  arc 
et,  par  voie  d  intégration,  autant  de  points  qu'on  voudra  de  l'arc  A|Bi. 

297.  On  nomme  abscisse  moyenne  d'un  arc  de  courbe  AB    fig-  198 
on  du  diagramme  superficiel  compris  entre  cet  arc,  les  abscisses  à  ses  ex- 
trémités et  l'axe  des  v,  la  hauteur  D^E  du  rectangle  équivalent  de  même 
base  A.,B,. 


Le  point  d'intersection  des  tangentes  aux  extrénités  d'un  arc  de  la  courhe 
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intégrale  a  pnui   abscisse  l'abscisse  moyenne  de  l'arc  correspondant  de  la 
combe  piintitive. 

Les  tani^ehtes  T,A,,  TiBi  aux  extiomitos  de  l'arc  A,B,,  intégiale  de 
l'arc  primitif  AB,  constituent  elles-mêmes  la  ligne  intégrale  de  la  ligne 
brisée  AMNB  (289).  La  corde  A,  Bi,  commune  aux  deux  intégrales,  cor- 
respond à  un  seul  et  même  rayon  PCj  du  faisceau  P,  par  suite  ix  une  seule 
et  même  ordonnée  moyenne  CqC,  commune  aux  deux  diagrammes  pri- 
mitifs Aq  ARBBq,  AoAMjNBBo.  Ces  diagrammes  étant  dès  lors  équivalents, 
il  en  est  de  même  des  aires  A,  ARBB,,  AjMNB,  qu'on  obtient  respective- 
ment en  retranchant  les  diagrammes  primitifs  de  l'aire  AqAAjBjBBo.  Donc 
l'abscisse  Ag  M  du  point  T i  est  l'abscisse  moyenne  de  l'arc  AB.  Ainsi  se  trouvé 
généralisée  la  pro])osition  précédemment  établie  (G.  121)  pour  le  cas  où 
la   courbe  intégrale  est  un  arc  parabolique  du  second  ordre. 

298.  La  détermination  exacte  des  abscisses  moyennes  relatives  aux  arcs 
consécutifs  d'une  courbe  primitive  donnée  permet  de  construire  exactement, 
]!ar  le  ])rocédé  du  n°  28o,  un  polygone  circonscrit  à  la  courbe  intégrale. 

L'abscisse  moyenne  Do  E  du  diagramme  limité  par  une  courbe  parabo- 
lique AB,  du  second  ou  du  troisième  firdre,  raj^portée  à  l'axe  des  )■,  s'ob- 
tient évidemment  par  les  procédés  déjà  indiquc's  (291  à  295)  pour  la  dé- 
terminalion  de  l'ordonnée  moyenne  CoC  du  diagramme  relatif  à  la  même 
courbe,  rajiportée  à  l'axe  des  .r. 

Il  existe  d'ailleurs,  entre  l'ordonnée  moyenne  et  l'abscisse  moyenne 
d'un  arc  de  courbe,  une  relation  qui  permet  de  construire  l'une  de  ces 
deux  valcui's  quand  ou  connaît  lautre. 

Portons,  en  effet,  l'ordonnée  moyenne  de  l'arc  AB  en  CqC,  sur  l'ordon- 
née située  à  égale  distance  des  extrémités  de  l'ai'C,  et  menons  par  le  point  C 
la  parallèle  JM  à  la  corde  AB.  Les  diagrammes  A^,  ARBBo,  AqJHBo,  ayant 
même  ordonnée  moyenne,  sont  éijuivalenls;  par  suite,  le  segment  ARB 
est  équivalent  au  |)araIlélogramme  AJIIBet  aussi  au  parallélogramme  ALKB 
([ui  a  même  base  et  même  hauteur  que  le  précédent.  On  en  déduit  cpie  les 
aires  B.^BB  AA,,  BjKLAj  sont  é(piivalentes  et  que  les  lignes  BRA,  KL  ont 
même  abscisse  nK.yennc  D^E.  Donc  l'ordonnée  moyenne  et  l'abscisse 
uioycnnc  de  l'aie  AB,  portées  l'espectivement  sui"  l'ordonnée  CqC  et  sur 
l'abscisse  D.jE  situées  à  égale  distance  des  extrémités  de  l'arc,  ont  leurs 
extrémités  sur  une  |)arallèle  EC  à  la  corde  AB.  Cette  propriété  permet  de 
consti'uiie,  D^  E  connaissant  C^C,  et  vice  versa. 

IX.  —  Méthodes  approchées. 

299.  La  détermination  exacte   des  ordonnées  moyennes  et  des  abscisses 
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moyennes  présente  des  dinicullc's  croissantes  pour  les  ai-cs  parabolicpies  dr 
degré  supérieur  au  troisième.  Cette  détermination  est  d'ailleurs  im])ossil)l( 
dans  un  très  grand  nondjie  de  cas,  notamment  (piand  on  opère  sur  de^ 
courbes,  non  plus  géométriques,  mais  graphiques  (97).  On  doit  alors  re 
courii'  à  des  ni('lliodes  approcin'es.  Ces  méthodes  consistent,  en  général,  à 
diviser  les  courbes  proposées  en  petits  arcs  qu'on  assimile  ensuite  à  des 
arcs  de  courbes  dont  on  sait  déterminer  l'abscisse  ou  l'ordonnée  moyenne. 

Lorsqu'on  sul)stitue  aux  arcs  primitifs  les  petites  cordes  rectilignes  qui 
les  sous-tendent,  la  méthode  ap[)roch('e  est  celle  des  trapèzes  élémentaires, 
que  nous  avons  exposée  tout  d'abord. 

Lorsque  les  arcs  substitués  sont  des  arcs  pai'aboliques  du  second  ordre, 
la  méthode  ap])r()chée  est  la  traduction  gra|)liique  de  celle  de  Simpson  (233 
et  l'on  applique   à  la  détermination  des  ordonnées  moyennes  les  procédés 
des  n"^  292  et  293. 

On  substitue  quelquefois  des  arcs  paraboliques  d'ordre  supérieur  au  se- 
cond, lorsque  la  courbe  primitive  présente  des  points  d'inflexion.  Si  ces 
arcs  sont  du  troisième  ordre  (^),  on  détermine  leurs  ordonnées  moyennes 
par  les  procédés  des  n"*  29i  et  295. 

300.  On  peut  déterminer  la  limite  de  l'erreur  commise  dans  une  intégra 
tion  graphique  approchée  par  une  méthode  imitée  de  celle  (jue  Poncelet  ;i 
proposée  pour  les  quadratures  approximatives  (234).  A  cet  effet,  on  cou 
sidère  successivement  deux  lignes  exactement  intégrables,  et  telles  que  leur> 
intégrales  soient,  l'une  plus  grande,  l'autre  plus  petite  que  l'intégrale  de  la 
courbe  proposée.  L'erreur,  en  plus  ou  en  moins,  que  l'on  conniiet  en 
adoptant  l'une  ou  l'autre  des  deux  intégrales  exactes  est  plus  petite  que 
leur  différence  ;  elle  est  encore  réduite  quand  on  prend  la  demi-somme  des 
deux  intégrales.  Les  lignes  substituées  sont,  le  plus  souvent,  des  polygones 
rectilignes,  l'un  circonscrit,  l'autra  inscrit  à  la  courbe  proposée. 

Soit  [_fig.  199)  AG  la  courbe  primitive.  Divisons  sa  jn'ojection,  AoGq, 
sur  l'axe  des  x,  en  un  nombre  pair  de  petits  segments  égaux,  et  menons 
les  ordonnées  des  points  de  division.  Les  points  B,  D,  F  sont  les  extré- 
mités des  ordonnées  moyennes  des  tangentes  à  la  courbe  en  ces  mêmes 
points.  On  obtiendra  donc,  par  les  parallèles  aux  rayons  du  faisceau 
P(B'D'F'),  la  ligne  polygonale  AjCiEj  Gi,  intégrale  du  polygone  circon- 
scrit à  AG. 

Le  premier  côté  AiCj  de  cette  ligne  coupe  l'ordonnée  B^B  au  point  B,, 


(')  Voir,  Sur  la  quadrature  des  paraboles  du  troisième  degré,  une  Communication 
de  M.  le  général  Parmiîxtieu  à  V Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences, 
Congrès  de  Jlontpellier  :   18-r). 
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que  nous  prenons  comme  origine  d'integration  de  la  ligne  polygonale  in- 
scrite BDP\  L'intégrale  de  cette  ligne,  construite  par  la  méthode  de  l'ab- 
scisse moyenne,  se  confondra  avec  la  partie  BiCiEiFi  de  l'intégrale  précé- 
demment obtenue.  Restent  les  côtés  extrêmes  AB,  FG  du  polygone  inscrit 
ABDFG.  L'intégrale  de  AB  a  pour  tangentes  à  ses  extrémités,  d'une  part 
B,Ai,  d'autre  part,  la  droite  MN,  parallèle  au  rayon  PA,  qui  passe  parle 
point  d'intersection  de  B,  Ai  et  de  l'abscisse  moyenne  de  AB,  c'est-à-dire 
par  le  point  milieu  M  de  EjAi.  Pareillement,  les  tangentes  aux  extrémités 
de  l'intégrale  de  FG  sont,  d'une  part  FiGj,  et  d'autre  part  la  droite  RS. 
menée  par  le  milieu  R  de  Fj  Gi  parallèlement  au  rayon  PG'.  Les  polygones 
inscrit  et  circonscrit  à  AG  donnent  donc  respectivement  les  intégrales 
N'S  et  a',  Gi,  entre  lesquelles  se  trouve  comprise  l'intégrale  exacte  de  AG. 
Si  Ton  adopte  l'une  ou    l'autre  des  intégrales   limites,    on  commet  une 


erreur  moindre  que  leur  différence  A',  Gi —  N'S=  SGi  —  JN'A', ,  et  cette 
erreur  est  encore  réduite  quand  on  prend  la  moyenne  entre  les  deux  inté- 
irrales  limites. 


301.  Dans  le  calcul  graphique  des  mouvements  de  terres,  exposé  au 
Chapitre  XI,  les  constructions  qui  conduisent  des  aires  aux  volumes  (252) 
et  des  volumes  aux  moments  de  transports  (257)  consistent  en  deux  inté- 
grations graphiques  successives  grossièrement  approchées.  C'est  ainsi  que, 
par  la  projection  des  ordonnées  moyennes  (282),  on  a  obtenu  (252)  le 
profil  de  distribution,  (jui  est  une  ligne  polygonale  inscrite  èi  la  courbe  in- 
tégrale du  profil  transformé,  courbe  composée  (287)  d'une  suite  d'arcs  rac- 
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cordes  de  paraboles  à  axe  vertical.  Mais  l'erreur  est  ici  sensible,  parce  que 
les  trapèzes  du  profil  transformé,  compris  entre  des  ordonnées  dont  l'écar- 
tement  est  celui  des  profils  en  travers,  ne  présentent  plus  les  bases  très 
petites  des  trapèzes  élémentaires  que  nous  avons  précédemment  consi- 
dérés. 

On  évite  cette  erreur  en  projetant  '283)  les  sommets  du  profil  transformé. 
On  obtient  ainsi  un  nouveau  polygone,  circonscrit  à  la  courbe  intégrale 
en  même  temps  qu'au  polygone  inscrit.  En  ajoutant  à  l'aire  de  ce  dernier 
|)olygone  les  deuv  tiers  (G.  255)  de  la  somme  algébrique  des  aires  des 
triangles  compris  entre  la  ligne  circonscrite  et  la  ligne  inscrite,  on  déter- 
mine exactement  l'aire  du  profil  de  distribution. 


X.  —   Construction  des  courbes  paraboliques. 
302.   Soit  AB  =  x  [fi§.  200  )  un  segment  de  droite  parallèle  à  l'axe  des 

Fig.    200. 


p.< à »Q  i      2  1  3      5  -\. 

X  et  situé  à  la  distance  a  de  cet  axe.  On  a 

(i)  Jo  =  «. 

Prenons  une  base  de  réduction  PO  égale  à  l'unité  et  menons  PA,  dont  le 
prolongement  ABi  est  la  ligne  intégrale  de  AB.  On  a 

ji=BB,  +  jo, 
soit,  par  les  triangles  semblables  BABj,  OPA, 
il]  j^T=ax  -+-  a. 
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Projetons  Bi  en  N  et  menons,  par  le  milieu  C  de  ABj,  CBo  parallèle  à  P>". 
On  a 

Jo=B,B,-r-J,. 

Mais  les  triangles  semblables  BjCBo,  APN  donnent 

B1B2  .£ 

Ji  — Jo  "  ^ 

Substituant  les  valeurs  de  BiBo,  jo  et  j,,  il  vient 

a.i'- 

(3)  r,  =  -^-+«.r  +  r/. 

Menons  les  ordonnées  2  et  3  qui  divisent  AB  en  trois  segments  égaux. 
Projetons  C,  milieu  de  ABj,  en  M,  B^  en  Q.  Par  le  point  de  rencontre  D  de 
l'ordonnée  2  et  de  AB,,  menons  DF  parallèle  à  PM,  jusqu'à  la  rencontre 
de  l'ordonnée  3  en  F  et,  jiar  le  point  F,  menons  FB3  parallèle  à  PQ.  Re- 
marquons d'abord  que  le  jioint  F  se  confond  avec  le  point  de  rencontre  F, 
de  l'ordonnée  3  et  de  CBo.  On  a,  en  effet,  par  les  couples  de  triangles  sem- 
blables EDF  et  APM,  ECFi  et  W^, 

EF       ./  EFi         r         ,,    .        „„       „,, 

AM        3        2AM        5 

Cela  posé,  les  triangles  semblables  B0FB3,  NPQ  donnent 

B0B3  BjBj  r 


et,  comme 

on  a,  en  substituant, 

(4)  J^3 


Î^'Q  J2  -  .'1    ^ 

J'i—   B.B3  — 72, 


a  X' 


6 


Menons  encore  les  ordonnées  4>  i  >  5,  qui  partagent  AB  en  quatre  segments 
é^aux.  Projetons  en  R  le  point  de  rencontre  D  de  ABj  et  de  l'ordonnée  2  ; 
en  S  le  point  F,  en  T  le  point  B3.  Par  le  point  G  d'intersection  de  ABj  et 
de  l'ordonnée  /[,  menons  GH,  parallèle  à  PR,  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'ordonnée  i  en  H;  par  le  point  II,  menons  HK,  parallèle  à  PS,  jusqu'à  l.i 
rencontre  de  l'ordonnée  5  en  K;  enfin  menons,  par  le  point  K.  KB.  pa- 
rallèleàPT.  Nous  démontrerions,  comme  précédemment,  que  H  est  sur  Dl". 
que  K  est  sur  FB3,  (lue 

B,Ri  B,B;         .r 

-        -      ou      -  :=r  - 

QT  Jï-j-2     4 
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et,  finalement,  que 

n  .r'        a  .v^        n.r- 

(5)  ''!=—/-+-:: '■' \-ax-^(i. 

^    '  2  4  b  2 

On  peut  re'péter  inde'finiment  cette  construction,  qui  fournit,  à  chaque 
opération  nouvelle,  une  relation  dont  l'opération  précédente  avait  fourni 
la  dérivée.  On  a,  en  général, 


J  m  


/ 


m  [m  —  i)("^  —  2  ...  I 

„  ~.ni-  1 


flX 

\-  ft. 

I 


On  obtient  ainsi  la  parabole  d'ordre  m,  qui  est  la  w'*"^  intégration  d'une 
droite  parallèle  à  l'axe  des  x. 

L'une  quelconque  des  constructions  partielles,  celle,  par  exemple,  qui 
conduit  de  la  parabole  d'ordre  k  —  i  à  la  parabole  d'ordre  k,  donne  une 
ligne  polygonale  dont  les  côtés  extrêmes,  aboutissant  aux  points  A  et  B/,., 
ont  leurs  directions  respectivement  parallèles  aux  rayons  du  faisceau  P 
qui  projettent  les  extrémités  A,  Bx-_i  de  l'arc  de  parabole  précédent.  Or 
on  sait  que  ces  directions  sont  précisément  celles  des  tangentes  aux  extré- 
mités de  l'arc  d'ordre  /•.  Conséquemment,  toutes  les  paraboles  sont  tan- 
gentes à  la  droite  ABj  au  point  A  et  chacune  d'elles  est  tangente  à  l'extré- 
mité du  dernier  côté  de  la  ligne  polygonale  correspondante. 

303.  En  général,  étant  donnée  l'équation 

j„,  =  ujc'"  -t-  bx'"-^  ^  ..  .^hx^  +  kx  +  l 
d'une  parabole  d'ordre  m,  on  prendra  ses  dérivées  successives 
j-,„_]  =  inax'"~^  -+-    m  —  i  '  è.r'"~^  -\-  .  .  .  -\-  k, 
J„,-.o  =  1)1  [m  —  I    (I  .r"'~-  -t-  '//i  —  I  )  (  '"  —  l)  b  .r"'~3  -h  ...  4-  A, 

j[  z=  m   m  —  •     "'  —  2.]  .  .  .  icix  -+-    m  —  i )  /«  —  2  )  .  .  .  i  ^, 
jQ=zni'^in  —  i     /Il  —  2,..i.ia. 

dont  la  dernière  est  une  parallèle  à  l'axe  des  x;  on  tracera  cette  droite; 
on  construira  son  intégrale  en  prenant  comme  origine  le  point 

[.r  ^  o,  j'  =  [m  —  I )  (  /"  —  "2  )  .  .  .  2 .  I  i]  ; 

on  obtiendra  ainsi  la  ligne  qui  représente  ji-  On  procédera  de  même  aux 
intégrations  successives  et  l'on  aboutii'a  finalement  à  la  parabole  de  l'équa- 
tion proposée. 

25 
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f(.r) 

XI.  —  Construction  des  courbes  j  =  jcf{x)  et  j  =  •— ;— ?  étant  donnée  la 

courbe/  =  f{x). 

304.  Soient  [fig.  201)  OP  =  x,  PM  ^j  les  coordonnées  d'un  point  I\I 
de  la  courbe  donnée  AB.  On  doit  avoir,  comme  ordonnée  de  la  nouvelle 
courbe  correspondant  à  l'abscisse  OP,  PMi  =  xf[x)  z=  OP. PAL  Soit  donc 
0' Yi  l'ordonnée  à  la  distance  00'  =z  b,  b  étant  la  base  de  réduction,  que 
nous  supposerons  égale  à  l'unité.  On  projette  M  en  M',  parallèlement  à 
l'axe  des  x;  on  projette  ensuite,  du  centre  O,  M'  en  Mi  sur  l'ordonnée  PM. 
On  voit  immédiatement  que  Mi  est  le  point  de  la  nouvelle  courbe  situé  sur 

Fig.   201. 


Q     X 


la  même  ordonnée  que  M.  On  détermine  ainsi  autant  de  points  qu'on  veut 
de  j=i^/(.r). 

La  même  méthode  s'applique  à  la  construction  de  la  courbe 

J  =  {■^  —  ")/{^], 

pourvu  qu'on  transporte  le  centre  du  faisceau  projetant  au   point  de  l'axe 
des  X  qui  a  pour  abscisse  a. 


303.  Soit  jo=  ^  ^11^^  parallèle  à  l'axe  des  x.  La  construction  précédente 
donne  la  droite  j"i=  ax,  dont  l'équation  devient  j»  1=^  ax  -+-  b,  quand  on 
déplace  l'axe  des  x  parallèlement  à  lui-môme  d'une  quantité  b  dans  le  sens 
des  7  négatifs.  La  môme  construction,  appliquée  à  cette  droite  et  complétée 
p:\r  le  d('placcmcnt  de  l'axe  des  x  de  la  quantité  c  dans  le  sens  des  j  néga- 
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tifs,  donne  la  courbe 

jr=i,=-  'a.v-\-  b]  X  ~{-  c  ^=  a.r-  -^  b.r  ->-  c. 

En  répétant  l'opération  m  fois,  on  arrive  à  déter-nincr  l'ordonnée  j„,  de 
la  courbe 

j,„  T=  nx'"  4-  bx'"-^  -^  ...^  kx-\-l, 

que  nous  avons  précédemment  considérée  (303  ,. 

306.   Soit   maintenant  OB,  [fig.  201)  la  courbe  donnée  y=/[x],  et 
soient  OP  z=  X,  PiM,:=^/'(,r)  les  coordonnées  d'un  de  ses  points  M,.   La 

courbe  AB  rejìrésente  léquation  j  =: et  le  point  M  de  cette  courbe,  cor- 
respondant au  point  IMi  de  OBj,  sera  donné  par  la  construction  du  n°  30i 
renversée.  On  joindra  donc  OM,,  qui  coupera  en  M'  l'ordonnée  menée  à 
l'unité  de  distance   de  Torigine,   et  Ion   projettera,  parallèlement  à  l'axe 

des  X,  M   en  INI  sur  PM,.  Meme  construction  pour  j  :=  — ^ 


XII.  —  Construction  des  courbes  hyperboliques. 

307.   On  entend  par  hyperboles  de  Tordre  m  les  courbes  dont  l'équation 
est  de  la  forme 
,  ab  k 

x"        x"    '  .r 

Soit  à  construire  une  de  ces  courbes.  Enappliquant  d'abord  la  construction 
du  numéro  précédent  à  la  droite  jo=  a,  on  obtient  la  droite  j'j  r=  -»  soit 

.r 

Ji^=  — i-  b,  si  Ton  fait  subir  à  l'axe  des  x  le  déplacement  déjà  indiqué 

305).  La  même  construction,  appliquée  à  la  nouvelle  droite  et  complétée 
par  le  déplacement  de  l'axe  desx  de  la  quantité  c,  donne 

/«         ,\  I  a         b 

\X  j  X  X-  X 

La  construction,  répétée  m  fois,  conduit  à  l'ordonnée  j'„j  de  l'équation 
proposée  (*). 


(')  Le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  J.  Massau,  que  nous  avons  mis  si  souvent  à  contri- 
bution pour  le  fond  des  matières  traitées  dans  cet  Appendice,  contient,  en  dehors 
des  applications  à  la  Statique,  d'importants  développements  %ur  la  transformation  des 
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XIII.  —  Intégration  graphique  par  anamorphose  ('}. 


308.   Soit 


//' 


y"dxdy 


une  intégrale  double  prise  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  quelconque, 
les  exposants  m,  n  étant  supposés  entiers  et  positifs.  Si  l'on  fait  porter  la 
première  intégration  sur  j  "  <■/)-,  entre  les  valeurs  limites  j'o  et  Vj  que  prend, 
sur  le  contour  considéré,  l'ordonnée  j' pour  la  valeur  x  de  l'abscisse,  on  a 

fx'"  dx   f    y"  dx  =   r.r"'  dx  (^ -^^^^—  )  • 

Quel  (|ue  soit  le  nombre  des  Intersections  du  contour  avec  la  parallèle  à 
l'axe  des  j'  menée  à  la  distance  x  de  l'origine,  l'intégrale  est  égale  à 

— —     1  /"+!  x'"  dx, 

la  somme  étant  prise  le  long  du  contour  fermé,  à  partir  de  l'un  quelconque 


axos;  —  sur  les  modifications  de  la  b:ise  d'intégration  ;  —  sur  le  déplacement  du  centre 
de  projection  ;  —  sur  la  détermination  des  constantes  d'intégration  ;  —  sur  la  construc- 
tion des  paraboles  et  des  hyperboles  de  divers  ordres,  données,  non  plus  par  leiu's  équa- 
tions, mais  par  un  nombre  sufllsantde  points  et  de  tangentes; —  sur  la  construction 
des  courbes  unicursales;  —  sur  la  détermination  des  racines  des  équations;  —  sur  la 
représentation  graphique  des  cubes  de  terrassements;  —  sur-un  nouveau  principe  de 
re[irésentation  des  fonctions  par  l'emploi  d'un  système  général  de  coordonnées;  — 
sur  l'application  de  ce  principe  à  la  construction  d'un  grand  nombre  de  systèmes  de 
Ta'oleaux  graphiques  qui  comprennent,  en  particulier,  l'élégante  et  in;;énieuse  solu- 
tion de  M.  Lalanne  (  191-194);  —  sur  l'élimination  graphique;  —  sur  la  représentation 
des  fonctions  à  trois  variables  iv  =  y(f,  w,  v)  aboutissant  à  l'abaque  de  M.  Lalasne 
ij/if.  ii5),  dans  lequel  les  droites  enveloppées  doivent,  en  ce  cas,  être  considérées 
comme  les  traces  des  plans  dVgale  cote;  —  sur  la  construction  et  l'adaptation  de 
quatre  Tableaux  représentan  t  respectivement  les  fonctions  /,  {x,j,  t)  =  o,  /^  (t,z,t')  =  o, 
/[[',  n,  t"  ]  :=:  o,  f^[t",v,w)=o,  et  permettant  de  déterminer  successivement  les 
variables  t,  t' ,  c",  w  quand  on  donne  x,  j,  z,  it,  v,  c'est-à-dire  de  calculer  w  en  fonc- 
tion de  cinq  variables  indépendantes;  —  sur  la  construction  des  systèmes  de  droites; 
—  enfin,  sur  le  problème  du  mouvement  des  terres  considéré  à  un  point  de  vue  très 
général. 

(')  Voir  Ed.  Collic.non,  ContplcmeiU  du  Cours  d'^italj  se,  etc.  (Paris,  18-9,  p.  i-j  et 
suiv.  ),  et  Traité  de  Mécanique,  2"  Partie,  Statique  {2°  édit.,  Paris,  1881,  p.  3i5). 
Voir  plus  spécialement,  du  même  auteur,  Méthode  géométrique  d'écaliiation  de  cer- 
taines intégrales  doubles,  dans  le  Compte  rendu  de  la  troisième  session  de  l'Association 
française  j/our  l'avancement  des  Sciences,  Congrès  de  Lille,  1871;  et  Note  sur  la  cuba- 
ture des  solides  de  révolution^  dans  le  même  Recueil,  Congiès  d'Alger,  1881. 
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de  ses  points,  auquel  on  doit  revenir  après  avoir  décrit,  dans  l'un  ou  dans 
l'autre  sens,  tout  le  périmètre  de  la  figure. 

Une  double  série  d'opérations  graphiques  permet  do  ramener  la  formation 

de  l'intégrale    I  j"-^^  a:'"  d.v  à  lévakiation  d'une  aire  plane. 

309.  Soit  IMSNS'  (yf^'.  ■202)  le  contour  directeur  fermé  qui  définit  les 
valeurs  correspondantes  de  X  et  de  j)\  Pienons  sur  l'axe  des  >■  une  lon- 
gueur arbitraire  OR  =:  «  et  menons  à  l'axe  des  .r  la  parallèle  RT  (pii  ren- 


contre au  jioint  T  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  S  du  contour.  Joignons 
TO  et  menons  par  le  point  S,  parallèlement  à  cette  droite,  le  rayon  SA, 
qui  rencontre  l'axe  OX  en  A,.  Joignons  TAj  et  menons  le  rayon  SA.,,  pa- 
rallèle à  TA,,  qui  rencontre  OX  en  A,.  Supposons  que  la  même  construc- 
tion, répétée  n  -+-  1  fois,  conduise  à  déterminer  finalement  le  point  A,i+i 
sur  OX  et  prenons,  sur  l'ordonnée  du  point  S,  PS,  ^=  PA„+|  =  j,.  Le 
point  Si  est  le  point  transformé  de  S  et,  en  répétant  un  nombre  convenable 
de  fois  la  même  série  d'opérations,  nous  obtenons  la  courbe  MiSjNiS', . 
transformée  de  MSNS'. 

Les  faisceaux  directement  égaux  T(0AiA.2 .  .  .  A„  )  et  S(AiA.2A3.  .  .  A„^i). 
dont  les  rayons  correspondants  se  coupent  sur  la  droite  à  l'infini  du  plan. 
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sont  perspectifs,  et  les  ponctuelles  projectives  (G.  42)  qu'ils  déterminent 
sur  OX  sont  semblables,  car  elles  ont  comme  éléments  unis  leur  point  P 
d'intersection  avec  TS  et  leur  point  à  l'infini  (G.  57).  On  a  dès  lors,  par 
l'égalité  entre  les  rapports  an  harmoniques  (G.  50)  des  segments  limités  aux 
points  unis  et  à  deux  autres  autres  couples  quelconques  de  points  corres- 
pondants : 

PA.PA,  _         _    PA„^|  __SP  _.r 
PÔ  ~  PÀ,  —  •  ■  ■  —     PA,,    ^  TP  ~  a  ' 

d'où 


et,  par  suite,  en  prenant  Mi  Sj  INj  S',  pour  nouveau  contour  directeur, 


"-'./;'"<■/./■  = 


Il  -r-    I     / 


Jl- 


cU 


On  est  ainsi  conduit  à  remplacer  l'expression  proposée  par  une  autre  plus 
simple,  puisque  l'exposant  de  l'ordonnée  s'y  trouve  réduit  à  l'unité. 

310.  Une  réduction  analogue  doit  être  opérée  sur  l'exposant  /;/  —  i  de  x. 
On  prolonge  à  cet  effet  [fig.  2o3)  l'abscisse  QSj  du  point  Sj  de   la  pre- 

Fig.  2o3. 


inière  transformée  juscpi'à  sa  rencontre  en  Uj  avec  une  parallèle  VUi  à  OY, 
ineu('e  à  la  distance  arbitraire  OV  :  /;.  On  nièneOUj  qui  cou|)e  S,  P  cnCi. 
On  mène  C,  \].,  parallèle  à  OX  et  l'on  joint  OU..  On  repète  la  construction 
m  —  I  fois  et  Ton  détermine  ainsi  le  point  (_!,„,  ,. 

Les  faisceaux  co  (SiCj  C.  .  .  .  G,,,-,)  et  O^CiCXa  .  .  .  C,„_i)  qui  se  cou- 
pent sur  U,Vi  sont  peispectifs,  et  les  ponctuelles  projectives  qu'ils  déter- 
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minent  sur  SjP  sont  semblables,  car  elles  ont  comme  éléments  unis  leur 
point  P  d'intersection  avec  co  0  et  leur  point  à  l'infini,  déterminé  par  l'in- 
tersection de  l'axe  OY,  rayon  du  faisceau  0  parallèle  à  SjP,  et  de  la  droite 
à  l'infini  du  plan,  rayon  correspondant  du  faisceau  co  .  On  a  donc 

PC.       PC,  PC,„_,       ..- 


PSi        PCi  PC,„_,        0 

d'où 

PSi  0'"-'  ' 

et,  en  désignant  par  j'  l'ordonnée  PC„,_|   du  point   C,„_i,  transformé  du 
point  Si, 

En  opérant  la  transformation  pour  tous  les  points  du  contour  MjN)  et 
en  prenant  l'intégrale  le  long  du  troisième  contour  ainsi  obtenu,  on  a 

Une  double  transformation  anamorphique,  effectuée  au  moyen  du  com- 
pas et  de  la  règle,  a  donc  fourni  un  contour  fermé  dont  l'aire,  multiplié::! 
par  un  facteur  constant,  donne  l'intégrale  cherchée. 

311.  La  méthode  s'étend  au  cas  où  les  exposants  m,  n,  sans  cesser 
d'être  entiers,  ne  sont  pas  tous  deux  positifs.  Il  suffit,  en  effet,  pour  aiig- 
menter  d'une  ou  plusieurs  unités  l'exposant  d'une  des  deux  variables, 
d'effectuer  un  nombre  convenable  de  fois  la  construction  inverse  de  celle 
qui  a  permis  de  réduire  le  même  exposant. 

C'est  ainsi  que,  pour  élever  d'une  unité  l'exposant  de  j,  on  mènera 
[Jîg.  202)  TA_i  parallèle  à  SO;  et,  pour  élever  d'une  unité  l'exposant  de 
X,  on  mènera  [Jîg.  2o3)  par  le  point  Uq  d'intersection  de  OS.  et  de  VUi 
la  parallèle  Uq  C_i   à  OX.  La   méthode  serait   seulement  en  défaut  pour 

312.  Dans  le  cas  des  exposants  négatifs,  on  trouve  quelque  avantage  à 
modifier  la  construction  de  la  manière  qui  va  être  indiquée. 

Considérons  l'intégrale  double 


// 


—  (Ix  cfr, 


qui  devient 
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quand  on  fait  porter  la  première  intégration  sur  y.  Le  proce'dé  du  n"  309 
permettrait  de  réduire  le  coefQcient  de  y  à  l'unité,  mais  l'exposant  négatif 
de  X  serait  en  même  temps  diminué  d'une  unité  et  l'on  aurait  à  considérer 

/'y' dx 
— —'  Pour  éviter  cet  inconvénient,  on  commence  la  con- 
struction relative  à   chaque   point  S   du   contour  primitif  à   transformer 
[fîg.  204  )  en  joignant  le  point  T,  non  plus  à  l'origine,  qui  est  à  la  distance 

Fig.  204. 
T 


A)    A2  A3 


variable  PO  =  x  du  pied  P  de  l'ordonnée,  mais  à  un  point  C,  pris  à  la 
distance  constante  PC  =  c  de  P.  On  mène  alors  SA,  parallèle  à  TC,  SAj 
parallèle  à  TA,,  SA3  parallèle  à  TA^,  et  le  point  S,,  tel  que  PS,  =  PA3,  est 
le  transformé  du  point  S.  On  a  alors  (309  ) 


PA, 

7^1       r 

ou 

' —    — 

PC 

c        a 

et,  par  suite, 


^/V''"  =  3l/-îr 


dx. 


On  prolonge  ensuite  OSi  jusqu'en  U;  on  mène  US'  parallèle  à  l'axe  des 
et  le  jîoint  S'  est  le  transformé  définitif  du  point  S;  car 


on  a 


PS' 
ÔV 


PS, 
OP 


ou    -=  - 
0        11 


«l'où 
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313.  On  a  vu  que  la  méthode  est  en  défaut  lorsque  .r  et  y  ont  simulta- 
nément pour  exposant  l'unité  négative.  Si  l'on  avait  à  évaluer  l'intégrale 
double 


ff^ 


prise  à  l'intérieur  d'un  contour  donné,  on  transformerait  ce  contour  en 
faisant  correspondre  à  tout  point  (.r,  j],  pris  sur  son  périmètre,  un  point 
(.r'j  y']  déterminé  par  les  relations 

.r'^3l()g,r,     J'';=log>-. 

L'aire  du  contour  transformé 


//■ 


U'df 


serait  alors  égale  à  l'intégrale  (i)  prise  à  l'intérieur  du  contour  primitif. 

Ce  jM'océdé  d'anamorphose  analytique  est  applicable  à  toutes  les  intégrales 
doubles  de  la  forme 


// 


<f[x]-^[x]drdj-. 
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NOTES  ADDITIONNELLES  DL  TRADUCTEUR. 


Note  I.  —  Coordonnées  tangentielles  ('). 

31i.  Dans  le  systèn7e  cartésien,  la  position  d'un  point  S  du  plan  [Jîg.  2o5  j 

I''i[f.     2o5. 


Ole  U  A  "^ 

est  définie  par  son  aliscisse  SI  ^^  .r  et  par  son  ordonnée  SJ  :=  y.  Une  courbe 
est  déterminée,  dans  le  même  système,  par  une  relation, /(.r,  j)  =  o, 
entre  les  coordonnées  de  ses  points.  Lorsque  la  relation  est  du  premier 
degré,  la  courbe  est  une  ligne  droite. 

On  peut  considérer  une  courbe,  non  plus  comme  le  lieu  d'un  point  mo- 
bile, mais  connue  lenveloppe  d'une  droite  mobile.  Dans  ce  cas,  l'écbange 
des  éléments  point  et  droite,  effectué  confoimément  à  la  loi  de  dualité 
I  G.  20J,  conduit  à  définir  une  droite  quelconque  du  plan  |)ar  une  abscisse  u 
et  par  une  ordonnée  c,  et  à  déterminer  une  courbe  pai-  la  relation/  //,  c  =  o, 
entre  les  coordonnées  des  droites  qui  lui  sont  tangentes.  La  courbe  se  ré- 
duit à  un  point  lorscpie  les  droites  sont  concourantes.  On  donne  aux  coor- 
données de  ce  nouveau  système  le  nom  de  coordonnées  tangentielles. 


(')  CliASl.KS,  Traite  de  (h'unictric  siipé/ieitrc,  p.  3oi,  Sa'J,  2"  cdit.  Paris,  iSSo.  — 
FiiLix  Lucas,  Euutcs  a/iaij  tiijncs  sur  hi  tlwuric  generale  des  cutirbes  planes,  p.  G3, 
69,  235,  Paris,  i8G/|. 


NOTE   I.    —    COOUDONNÉnS   TAN'GENTIELLES.  'iç)5 

Si  A,  B  sont  deux  points  fixes,  respectivement  situes  sur  les  axes  OA, 

OB,  une  droite  quelconque  UV,  qui   rencontre  les  mômes  axes  aux  points 

,        '  •  u       AU  ,     •         BV 

U,  V,  aura,  en  coordonnées  tangentielles,  — —  =  u  pour  abscisse,  — -  =  c 

LU  VU 

pour  ordonnée. 

315.   Si  les  coordonnées  d'une  droite  mobile  ont  entre  elles  la   relation 
linéaire 

(l)  ),«  -f-    'J.V  =^v, 

dans  laquelle  1,  a,  v  sont  des  coc  ffuitiits  constants,  cette  droite  pivote  .sur 
un  point  fixe. 

AD  étant  la  position  de  la  droite  mobile  quand  elle  passe  par  le  point  A, 

(.n  a 

BD 

et,  par  suite, 

u.  _  DO 

BC  étant  la  position  de  la  droite  quand  elle  passe  par  le  point  B,  on  a 


AC 
et,  par  suite, 


\       0.0 
Substituant,  dans  (li,  les  valeurs  de  -  ^  '-•>  et  remi)laçant  les  coordonnées 

V        V 

courantes  «,  v  par  les  rapports  de  sefîraents  qui  les  déterminent  (31i),  il 
vient 

CO  AU   DO  BV 

ÂC  ÛÔ  "^  BD  VÔ~'' 
d'où  (G.  50) 

AU  OU  _    BV  OV  _  DV  OV 
^'^'  AC"C)C"^'~BD'0D~DB()B' 

Les  rapports  anharmoniques  (AUOC),  DVOB)  étant  égaux,  les  pf)nc- 
tuelles  décrites  sur  OA  et  sur  OB  par  la  droite  mobile  sont  projectives 
(G.  52;.  Ces  poncluelles  ont  d'ailleurs  comme  point  uni  leur  intersec- 
tion 0;  donc  elles  sont  des  sections  d'un  faisceau  de  rayons  du  premier 
ordre  S    G.  i5  . 
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La  relation  (i),  à  laquelle  satisfont  tous  les  rayons  du  faisceau  S,  peut 
être  considérée  comme  l'équation  du  j)oint  S,  et,  en  général,  tf)ute  relation 
de  la  même  forme  est  l'équation  d'un  point. 

/  Réciproquement,  si  une  droite  i)ivote  sur  un  point  S,  ses  coordonnées 
tangentielles  satisfont  à  la  relation  (  i  )  et  l'on  peut,  en  attribuant  à  l'un  des 
trois  coefficients  ).,  y.,  v  une  valeui-  arbitraire,  déterminer  les  deux  autres 
de  manière  que  cette  équation  représente  le  jioint  considéré. 

316.   Lorsque  la  base  AB   est  la   droite  à  l'infini  du  plan,  les  rapports 

entre  segments  infinis  — — »  — —  sont  tous  deux  égaux  à  l'unité  (G    197); 

le  point  G  est  en  I  sur  la  parallèle  à  GB,  le  point  D  en  J  sur  la  parallèle  à 
OA  et  la  relation  (2)  donne 

(31  01— +  0J— -^i. 

^    '  OU  GV 

La  droite  UV  a,  dans  ce  cas,  pour  coordonnées,  les  valeurs  inverses  des 
segments  GIJ,  OV  compris  entre  l'origine  et  les  points  où  les  axes  sont 
respectivement  rencf)ntrés  par  cette  droite  (').  Les  rapports  de  coefficients 

-=GL      '-^GJ 

V  V 

sont  les  coordonnées  cartésiennes  du  point  S. 


(')  C'est  le  système  de  coordonnées  tangentielles  pins  spécialement  dénommé 
système  pliickerien.  Il  correspond  directement,  snivanl  la  loi  de  dualité,  au  système 
de  coordonnées  de  Descartes.  Le  système  tanjenliel  plus  général,  considéi'é  au  n°  315, 
correspond,  en  effet,  à  un  système  ponctuel  dans  lequel  l'équation  d'une  droite  est 
la  relation  linéaire  entre  les  segments  respectivement  interceptés  sur  les  axes  OB,  OA 
par  les  faisceaux  A,  B,  dont  les  rayons  correspon<lants  se  coupent  deux  à  deux  sur  la 
droite  considérée.  L'n  point  S  de  cette  di-oite,  situé  à  l'intersection  des  rayons  cor- 
respondants .A.D,  BC,  a,  dans  ce  cas,  pour  coordonnées  les  ra))ports -^— ? Si   la 

LA      DtJ 

base  AB  passe  à  l'infini,  l'équation  ponctuelle  de  la  droite  subit  une  transformation 
analogue  à  celle  que  nous  venons  d'établir  (31G)  pour  l'équation  tangenliclle  d^ 
point,  et  le  système  de  coordonnées  considéré  devient  précisément  celui  de  Descartes. 
(CiiASLES,  Traité  de  Géométrie  supérieure,  p.  3i.5  et  suiv.  Paris,  1880.)  Sur  les  coor- 
données sujfisantes  de  Descartes  et  les  coordonnées  surabondantes  (triangulaires  et 
polygonales)  de  Bodillier,  voir  Annales  de  Cergonne,  t.  XVIII,  p.  32^,  18 j-;,  et  Pajjl 
Sr.RniiT,  Géo/nrcrie  de  direction,  p.  i  et  siiiv.  Paris,  1869).  Sur  les  coordonnées  car- 
tésiennes comme  cas  particulier  des  coordonnées  trilinéaires,  voir  Salmon,  Traité  de 
Géométrie  aiialytique,  traduction  française,  p.  9^.  Paris,  iSSo.  Sur  la  corrélation 
entre  le  système  triiinéaire,  qui  définit  la  position  d'un  point  par  les  rapports  mu- 
tuels de  SCS  distances   à  trois   droites  fixes,  et  le  système  tangontiel,  qui  définit  une 
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317.   Supposons  les  points  A  et  B  à  distance  finie  et  le  point  0  à  l'infini. 

,  in       /  /r  c^    I  OU     OV 

Les  axes  sont  alors  [)aral!eles  {^g.  200],  les  rapports  -—,  5  — -  sont  égaux 

KJKj      kjU 

à  l'unité  et  la  relation  (î)  devient 

(4) 


Fig.  206. 


J    -AU-h  —  .BV=i, 
AC  BD 


La  droite  UV  a  donc  pour  coordonnées  les 
segments  AU,  BV,   pris  avec  leurs  signes  et  les 

).        y. 

rapports  de  coefficients  -  •>    -  sont  les  inverses 

V  V 

II,  ,  , 

— >    • —  des  segments  interceptes  sur  les  axes 
AC     BD  ^  ^ 

parallèles  par  les  rayons  du  faisceau  S  qui  con- 
tiennent les  points  A,  B.  Les  ponctuelles  décrites     a'^ 
sur  les  axes  par  la  droite  mobile  sont  d'ailleurs 

semblables,   car  leurs   points  à   l'infini  se  correspondent   (G.  57).    Nous 
avons  df'jà  employé  le  système  des  coordonnées  parallèles  (loo). 


318.  Dans  le  cas  général  de  la  fig.  2o5,  le  rapport  des  segments  inter- 
ceptés sur  la  base  AB  par  la  trans\ersale  OS  est  donné  par  la  relation 
connue 

PB.DO.CA=  — PA.CO.DB, 

d'où  (315) 

PA  _         CA     DO  _        V     y.  _         a 

Dans  le  cas  des  axes  parallèles  {^g.  206),  le  rapport  — —  devient  égal  à 

C(J 

l'unité  et  l'on  a  encore  (317) 

PA_       CX__ix 
PB  ~"  ~  DB  ~  "~  >  ' 


par  où  l'on  voit,  en  tenant  compte  des  signes  des  segments,  que  la  droite 


droite  par  les  rapports  mutuels  de  ses  distances  à  trois  points  fixes,  voir  Salmon,  loc. 
cit.,  p.  537.  Sur  les  origines  de  la  loi  de  dualité,  voir  tome  I,  Géométrie  de  position, 
note  de  la  page  14.  PlCcker  {Sjstem  der  analytischen  Geometrie,  i835)  a  présenté, 
au  point  de  vue  purement  analytique,  le  principe  de  la  dualité,  déjà  reconnu  par  la 
méthode  des  polaires  réciproques,  mais  Modus  avait  précédemment  introduit  l'usage 
des  coordonnées  tangentielles  {Der  barjrcentrische  Calcul,  etc.  Leipzig,  1827). 
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SP,  parallèle  aux  axes,  est  située  entre  ces  axes  ou  en  dehors,  selon  que 
~  est  positif  ou  négatif. 

319.  Si  le  point  S  est  situé  sur  AB  (J/g.  2o5)  les  points  C,  A  se  con- 
fondent et  l'on  a  (315) 

AC        V 


CO       À 


L'équation  (i)  peut  alors  s'écrire 


V  A 

Mais  les  côtés  du  triangle  OAB  étant  rencontrés  aux  points  U,  S,  V,  pai 
la  transversale  mobile,  on  a 

SB.OV.AU:^SA.OU.BV, 
d'où 

SA       AU   BV        M  _       pi 
SB"ÔU'OV~p""""'r 

OV         , 

Dans  le  cas  de  hjîg.  206,  le  rapport  -— :  est  égal  à  l'unité  et  l'on  a  en- 
core 

SA  _  AU  _  M  _        y. 

SB~BV~^~~>^' 

320.  Pour  déterminer  les  points  C,  D,  où  les  droites  BS,  AS  rencontrent 
respectivement  les  axes  AU,  BV,  il  faut  faire  successivement,  dans  (1), 
c  ==  o,  «  =  o;  on  a  {/îg-  2o5  ) 

AC       V  _  BD  _  V 

et  (/§'.  206) 

//  —  AG  =  î* ,      <■  -^  BD  =  - . 

Les  mêmes  relations  servent  à  déterminer  la  position  du  point  S  lorsqu'il 
est  sur  l'un  des  deux  axes. 

321.  La  distance  PS  {^g.  206)  du  point  S  à  la  base  est  donnée  par  la 
relation 

PS— «       AP        a 


(5) 


c  —  PS       PJ}        l 
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d'où 

PS  =  ^p^-^ -----. 

322.  A  tout  système  de  valeurs  des  cooidonne'es  tangentlelles  «  et  f 
correspond  une  droite  et  une  seule.  Si  l'on  donne,  entre  u  et  c,  une  rela- 
tion, /(«,  p)  ::^  o,  et  si  l'on  fait  vaiier  l'une  de  ces  coordonnées  d'une 
manière  continue,  l'autre  variant  aussi  d'une  manière  continue,  la  droite 
se  déplace  dans  le  plan  et  enveloppe  une  courbe  dont  l'équation,  dans  le  sys- 
tème considéré,  est 

/(m,  ci  —  0. 

Si  l'équation  est  algébrique  et  du  degré  /w,  la  courbe  qu'elle  représente 
est  de  la  /w'ème  classe,  c'est-à-dire  qu'on  peut  lui  mener  m  tangentes 
(réelles  ou  imaginaires)  par  un  point  quelconque  du  plan. 

On  détermine,  en  effet,  les  tangenles  qui  concourent  au  point  représenté 
|)ar  l'équation  (i)  en  remplaçant  u  par  v  —  '^v  dans  la  fonction  proposée. 
On  a  ainsi  la  nouvelle  équation 

y  (v  —  f/p».  Cl  ^  0, 

dont  les  racines  sont  les  ordonnées  des  m  tangentes  cherchées.   La  courbe 
admet  donc  m  tangentes  passant  par  un  même  point. 

323.  Deux  droites  dont  les  coordonnées  sont  respectivement  u^  et  Cj, 
«2  et  C2,  se  coupent  en  un  point  dont  iéqualion  est 


324.   Si  une  droite,  dont  les   coordonnées  sont  «i,  Cj,  est  tangente  à  L 
courbey(M,  i^)  =r  o,  l'équation  du  point  de  contact  sera 

i>  —  V,         dv,  ,  clf  (Il 


«  —  ity        cluy  du  Y  r/i'i 

325.  Soit  f{u,  v)  l'équation  d'une  courbe  de  la  classe  m  et  soient  a,  ^ 
les  coordonnées  d'une  droite.  Si  deux  tangentes  infiniment  voisines  ont 
respectivement  pour  coordonnées  «,  c  et  m  +  //,  c  h-  /,  on  a 

(i)  f[u,v)=o, 

{■?.)  f[ii  4-  II,   «'-i-  li)  =  0. 

En  se  bornant  aux  infiniment  petits  du  premier  ordre,  on  a 

/{«  +  //,    ('+  k)  =f,ii,  v]  H-  ///'„;«,  v]  +  kf^'u,  v); 
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soit,  à  cause  de  (i)  et  (2), 

(3]  v;-//,  =  o. 

Les  deux  tangentes  infiniment  voisines  se  coupant  sur  la  droite  (a,  p 
on  a 

u  —  y.         Il 

substituant  dans  (3),  il  vient 

Les  équations  (i)  et  (4  ,  prises  simultanément,  déterminent  les  tan- 
gentes (m,  c)  à  la  courbe  donne'e,  aux  points  où  elle  rencontre   la  droite 

(^.  P)- 

326.  Les  pro[)riétés  précédentes,  établies  pour  les  systèmes  plans, 
s'étendent  aussi  aux  espaces.  Ainsi  (')  : 

Si  l  ^on  prend  sur  les  arêtes  cl  'un  angle  trièdre  trois  points  tels  que  les 
r>aleurs  inverses  de  leurs  distances  au  sommet  de  l'angle  aient  entre  elles 
une  relation  constante  de  degré  m,  le  plan  mobile  déterminé  par  ces  trois 
points  enveloppe  une  surface  géométrique  à  laquelle  on  peut  mener  m  plans 
tangents  par  une  même  droite. 

Si  la  relation  est  du  premier  degré,  le  plan  mobile  passe  constamment 
par  un  point  fixe. 

Et  réciproquement  : 

Tout  plan  tangent  a  une  surf  ace  géométrique,  rapportée  à  trois  axes  con- 
courants quelconques,  rencontre  les  axes  en  trois  points,  tels  que  les  valeurs 
inverses  des  distances  de  ces  points  à  l'origine  ont  entre  elles  une  relation 
constante,  d'un  degré  égal  au. nombre  de  plans  tangents  qu^ on  peut  mener 
à  la  surface  par  une  même  droite. 

La  relation  est  du  premier  degré  lorsque  la  surface  se  réduit  à  un 
point. 

De  même  en  coordonnées  parallèles  : 

Si,  à  partir  de  trois  points  fixes,  pris  respectivement  sur  trois  axes  pa- 


(')  CuASLES,  Mémoire  de  Géométrie  sur  deux  principes  généraux  de  la  Science  :  la 
dualité  et  l'homographie,  faisant  suite  à  V Aperçu  historique,  etc.,  2°  édit,,  p.  63i. 
Paris,  1875. 


NOTE   ir.    —    Ri:SOLlTIO\    DES    ÉQLATIONS   NUMERIQIES,    ETC.  4oi 

rallèlfs,  non  situés  dans  un  même  plan,  on  porte  trois  segments  de  lon- 
gueurs imriables  avant  entre  euj-  une  relation  constante  de  degré  m,  le 
plan  mobile  détermine  par  les  extrémités  de  ces  segments  enveloppe  une 
surface  géométrique  à  laquelle  on  peut  mener  m  plans  tangents  par  une 
même  droite.  Le  plan  mobile  passe  constamment  par  un  point  fixe  lorsque 
la  relation  est  du  premier  degré. 

Et  réciproqueinenl. 


Note  II.  —  Résolution  des  équations  numériques.  Méthode 
de  M.  Maurice  d'Ocagne. 

327.   On  a  vu  (ITi,  17.5)  que  l'équation 

(  I  )  a-"  +  px  -r-  ry  =  o, 

en  coordonnées  cartésiennes,  représenle  un  conoide  dont  les  génératrices 
sont  projetées  orthogonalement  sur  le  plan  directeur  pq,  suivant  les  droites 
définies  par  les  équations  linéaires  qu'on  obtient  en  attribuant  des  valeurs 
successives  au  paramètre  variable  x\  que  l'enveloppe  de  ces  droites  est 
une  courbe,  dite  solutive  ('),  de  Tordre  et  de  la  classe  déterminés  par  le 
degré  de  l'équation  proposée;  que,  dès  lors,  si  l'on  assigne  comme  cote  à 
chaque  droite  du  Tableau  la  valeur  correspondante  de  jt,  on  obtient  les 
racines  réelles  de  toute  é({ualion  particulière,  j:"  H-/;,.r -f- ^i  :=  o,  dans 
laquelle /-f,,  <7i  sont  des  coelficients  numériques,  en  lisant  les  cotes  des 
droites  tangentes  qui  concourent  au  point /»i  17,. 

On  conçoit  a  priori  que,  en  vertu  de  la  loi  de  dualité,  l'usage  des  coor- 
données tangentielles  doit  conduire  à  une  solution  corrélative,  dans  laquelle 
les  ponctuelles,  déterminées  par  les  équations  des  droites  cotées  qui  les 
contiennent,  seront  remplacées  par  des  faisceaux  de  rayons,  déterminés 
par  les  équations  de  leurs  centres.  A  la  suite  continue  de  droites  envelop- 
pant la  courbe  solutive  du  premier  système  correspondra,  dans  le  second, 


(')  Cette  courbe  est  la  projection  orthogonale  sur  le  plan  pj  de  la  ligne  de  stric- 
tion, lieu  des  points  centraux  des  génératrices  du  conoide.  Le  point  central  d'une 
génératrice  est  le  centre  de  la  ponctuelle  involutoire  (G.  197)  formée  par  les  points 
de  contact  des  couples  de  plans  tangents  rectangulaires  (G.  199)  qui  contiennent 
cette  génératrice.  Le  point  central,  conjugué  du  point  à  l'infini  de  l'involution,  est  le 
point  de  contact  du  plan  tangent  perpendiculaire  au  plan  asymptotique  de  la  géné- 
ratrice, c'est-à-dire  du  plan  tangent  perpendiculaire  au  plan  directeur  du  conoide 
(De  la  Gouhnerie,  Traité  de  Géométrie  descriptive,  2"  partie,  Paris,  1880,  p.  i48  et 
\ò\.  —  FiF.ULER,  Die  darstellende  Geometrie.  Leipzig,    1871,  n"'  93,    107-108). 
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une  suite  continue  de  centre^  formant  une  courbe  solutive;  et,  de  même 
que  chaque  ponctuelle  a  un  point  commun  avec  la  première  courbe, 
chaque  faisceau  aura  un  rayon  tangent  à  la  seconde.  Enfin,  les  valeurs 
des  racines  d'une  équation  proposée  seront  dcterminées,  non  plus  par  des 
droites  dont  on  connaît  un  point  et  la  courbe  enveloppe,  mais  par  des 
faisceaux  dont  on  connaît  un  rayon,  en  même  temps  que  la  courbe  lieu  de 
leurs  centres.  L'avantage  du  nouveau  tracé  consistera  donc  à  lire  les  cotes 
des  points  d'intersection  d'une  courbe  et  d'une  droite  donnée,  au  lieu  de 
lire  les  cotes  des  droites  tangentes  à  une  courbe  et  passant  par  un  point 
donné  (  '  ). 

328.  A  la  méthode  de  M.  Lalanne,  pour  la  résolution  des  équations 
numériques  de  tous  les  degrés,  correspond,  d'après  les  considérations  qui 
précèdent,  une  méthode  corrélative  proposée  par  M.  d'Ocagne(-). 

Soient  a,  c,  iv  des  distances  variables,  portées  sur  trois  axes  parallèles, 
à  partir  de  trois  points  fixes  res|iectivemcnt  pris  sur  ces  axes.  Les  systèmes 


(')  Il  convient  de  remarquer,  toutefois,  que,  dans  la  méthode  si  simple  proposée 
par  M.  Lalanne,  les  droites  du  Tableau  peuvent   être  construites  d'après  leurs  équa- 
tions-respectives, indépendamment  de  la  solutive  qui  les   enveloppe,  et  en  évitant, 
.par  conséquent,  la  difficulté  graphique  qui  consiste  à  mener,  par  un  point  donné,  une 
V^roite  tangente  à  une  courbe  donnée.  Dans  le  cas  de  l'équation    du   troisième  degré 
x^-i-  fx  -—  q  ^  o,  dunl  l'abaque  est  représenté  par  layf°-.  1 15,  les  droites  cotées  peuvent 

être  facilement  construites  de  la  manière 
suivante  (37)  :  On  prend  {Jig.  -'07)  OP=i, 
OA  =  X,  on  mène  AB  perpendiculaire  sur  AP, 
BC  perpendiculaire  sur  AB.  La  droite  BC  re- 
présente l'équation  proposée  lorsqu'on  as- 
signe à/>  et  à  y  les  valeurs  particulières/;,,  y,, 
qui  déterminent  l'un  quelconque  M  de  ses 
points.  On  a,  en  effet  (J.  Massau,  Mémoire 
sur  l'intégration  oraphiqiie,  etc.,  liv.  f  11,  p.  19) , 


Fig.   207. 


BO 


y, 


■P^ 


d'où 


-p,X  ^q^ 


(-')  Maurice  d'Ocacxe,  Procédé  noureau  de  Calcul  graphique,  dans  ics  .-in na les  des 
Ponts  et  Chaussées,  Paris,  t8S'(,  2°  sem.,  p.  53i-54o.  Voir  aussi,  du  même  auteur: 
Etude  de  deux  systèmes  de  coordonnées  tangentielles  dans  le  plan  :  coordonnées  pa- 
rallèles et  coordonnées  axiales,  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  Paris, 
;884,  p.  4'0  et  suiv.  Ces  deux  Études  ont  été  réunies  dans  un  iMémoirc  tiré  à  part. 
(Paris,  Gauthier-Villars,  i885). 
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de  valeurs  des  variables  satisfaisant  à  l'cquation 

sont  (326)  les  coordonne'es  parallèles  d'un  plan  mobile  qui  enveloppe  la 
surface  de  la  classe  n  représentée  par  cette  équation.  Lorsque  l'équation 
est  du  premier  degré,  la  surface  se  réduit  à  un  point  et  tous  les  plans  tan- 
gents appartiennent  à  une  même  gerbe  (G.  6)  dont  ce  point  est  le  centre. 

329.   Si  l'on  assigne  à  ir  une  valeur  particulière-?  l'équation      i)    dc- 

u. 

vient 

i.U  -^  U.V  -^z . 

Celte  relation  du  ])reraier  degré,  entre  les  variables  u  et  c,  peut  être 
considérée  (  315)  comme  l'équaìion  d'un  point  S  situé  sur  le  plan  des  axes 
u  et  V.  On  construit  ce  point  {fig.  206)  comme  intersection  de  deux  quel- 
conques des  trois  droites  AD,  BC,  PS.  On  obtient  les  droites  AD,  BG  en 
joignant    l'origine    A    au    point    D,    déterminé    (320)    par    la     relation 

BD  r=  -  ^  —  — 1  et  l'origine  B  au  point  G,   déterminé   pareillement  par 

u.  p  " 

la  relation  AG  =  r  =: :•  On  obtient  PS  en  menant  une  parallèle  aux 

axes  par  le  point  P  qui  divise  AB  (318)  dans  le  rapport 

PA  u. 

PB~~I' 

On  peut  aussi  (321)  déterminer  le  point  S  en  portant  dans  la  direction 
de  PS,  à  partir  du  point  P,  la  longueur 


A 


330.  En  attribuant  à  -  des  valeurs  successives,  on  obtient,  pour  chacune 

u. 

d'elles,  un  point  S,  qui  est  situé  entre  les  axes  u  et  c  si  l'on  a  eu  soin  de 
ne  prendre  que  des  \a\eurs positives  (318).  A  côté  de  chaque  point  S,  on 

inscrit  sur  l'épure  la  valeur  de  -  qui    l'a   déterminé    et    l'on    raccorde   la 

suite  des  points  cotés  par  une  courbe  continue  qui  est  la  snlutive  du  nou- 
vel abaque. 

L'élimination  de  iv  entre  l'équation  proposée  et  sa  dérivée  par  rapport  à 
rt'  donne  l'équation  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coordonnées  u  et  v  de 
chacune  des  tangentes  à  la  solutive. 
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)"  PA  a  .  .  . 

Quand  on  fait  BD  ou =  o,  le  rapport  —  =  —  '-  devient  infini,  le 

^  y."  '  "        PB  /  ' 

point  S  se  confond  avec  le  point  B  et  les  coordonnées  u,  v  de  la  tangente  en 

S  sont  nulles.  La  courbe  est  donc  tangente  à  la  base  AB  au  point  B. 

P4 

Si   l'on  fait  BD  =  co  ,  on  a  en  même   temps  AD  =  x   et  —  =  o.  Le 

jioint  P  vient  en  A,  le  point  S  est  le  point  à  l'infini  de  la  direction  des 
axes,  et  la  courbe  est  asymptote  à  l'axe  des  u. 

Dans  le  passage  de  la  position  BA  à  la  position  AC,  la  tangente  s'est  dé- 
placée d'une  manière  continue,  ses  coordonnées  u  et  v  croissant  graduel- 
lement, la  première  de  o  à  —  x  ,  la  seconde  de  o  à  -+-  oo  ;  en  sorte  cpie 
la  courbe  enveloppe,  dans  la  partie  comprise  entre  les  axes,  s'infléchit 
d'une  manière  continue,  sans  points  de  rebroussement  ni  points  d'in- 
flexion. 

La  parallèle  aux  axes  menée   par  le  point  milieu  de  AB,  pour  lequel  le 

rapport  -  =:  i ,  coupe  la  courbe  à  la  distance  PS  =  — ^  de  la  base,  ainsi 
qu'on  le  vérifie  en  faisant  À  =  u.  dans  l'expression  donnée  plus  haut  de  PS. 

331.  Assignons  à  «  et  à  c,  dans  l'équation  (i),  les  valeurs  numériques 
«1,  ('i.  La  droite  dont  ces  valeurs  sont  les  coordonnées  rencontre  la  courbe 
en  des  points  dont  les  cotes  sont  des  racines  positives  (330)  de  l'équation 
proposée. 

Pour  avoir  les  racines  négatives,  il  faut  remplacer  iv  par  —  a'  dans 
l'équation,  ce  qui  revient  à  changer  le  signe  de  «i,  quand  n  est  pair,  et  le 
signe  de  Cj,  quand  n  est  impair.  Les  racines  sont  alors  les  cotes  des  points 
de  rencontre  de  la  solutive  avec  la  droite  (  —  //j,  r,)  dans  le  premier  cas, 
avec  la  droite  («i,  —  r-,)  dans  le  second. 

33ii.  Les  points  de  rencontre  étant  ordinairement  situés  entre  deux 
points  cotés,  on  évalue  les  racines,  d'après  les  cotes  de  ces  derniers  points, 
par  une  simple  interpolation  à  vue.  On  peut  aussi  lire  les  racines  sur 
l'échelle  graduée  de  l'un  des  axes,  de  celui  des  v  par  exemple.  Il  suffit 
j)Our  cela  de  mener  la  droite  qui  a  pour  abscisse  «  =  -h  i  et  qui  passe 
par  le  point  P,  projection  sur  la  base  AB  du  point  de  rencontre  relatif  à 
une  racine.  L'ordonnée  v  de  cette  droite  est  la  racine  cherchée,  car  on  a 
(318) 

(•  _  PB  _        )  _ 

7~  PÂ"~~~â~  "' 

Lorsque  l'écpiation  proposée  est  du  second  degré,  il  suffit  de  mener  BS 
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([ui  coupe  l'axe  des  «  en  C  ;  on  a  iramétliateinent  (329) 

AC=:- 

On  peut  éviter  les  constructions  elfectives  sur  le  tableau  en  traçanl  une 
droite  indéfinie  sur  un  transparent  mobile.  Quand  on  place  cette  droite 
dans  la  position  déterminée  par  les  coordonnées  particulières  «,,  Cj,  elle 
coupe  la  solutive  en  des  points  dont  les  cotes  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion numérique. 

333.  La  yfg-.  208  représente  la  solutive  pour  l'équation  du  troisième 


Fig.  208. 


=  -4-6,1 


,  les  racines  posi- 


degré  w^ --\-  uw  4-  r»  =  o.  Si  l'on  fait  71  =  —  -j, 
tives  iv=z  i ,  (('  =  2  de  l'équation  sont  données  par  la  droite  MN  qui  joint 
la  division  —  7  des  u  à  la  division  -^  6  des  t>.  La  racine  négative  <v  =z  —  3 
est  donnée  par  la  droite  MP  qui  joint  la  division  —  7  des  u  à  la  division 
—  6  des  V  (331). 

334.  Si  l'on  prend  la  base  AB  comme  axe  des  x,  l'axe  des  u  comme 
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axe  ck'S  j,  on  a 

AP  =  r,     PB  =  /  —  x,     PS  =  j, 

et  p;ir  sui  le  (329) 

l  —  x^l  .  _   >•'        > 

.T.  j7.  ur    tj.  -+-  ), 

L'équation  de  la  solutive  en  coordonnées  cartésiennes  est  donc,  après 
réductions. 

J-  = 1—^ 

Lv 

Oii  jiourra  obtenir  cette  courbe  en  construisant  d'abord  (303,  303)  l;i 
parabole  )=  —  —  -h  3.v-  —  3l.v  +  /-,  et  en  appliquant  ensuite  la  mé- 
thode de  transformation  du  n"  306. 

Les  mêmes  constructions  s'étendent  au  cas  général  où,  réquation  pro- 
posée étant  du  degré  n  encv,  l'équation  transformée  est  du  même  degré  en  r. 

335.  Si  l'équation  tangentielle  proposée  est  du  second  degré  (n  n', 
l'équation  cartésienne  de  la  solution  devient 

—  .r-2  +  2  /.r  +  P 

•>'  — ; 

l.r 

C'est  la  forme  de  l'équation  d'une  hyperbole  du  second  ordre  asymptote 
à  l'axe  des  r. 

336.  Dans  l'équation  du  second  degré  «>-  -h  «i  »■  -h  Cj  =  o,  le  coefficient 
«1  (au  signe  près)  et  le  coefficient  Ci  sont  respectivement  égaux  à  la  somme 
et  au  produit  des  racines.  Dès  lors,  la  droite  qui  passe  par  les  points  de 
la  solutive  cotés  a,  y.'  coupe  l'axe  des  u  à  la  division  x  -+-  a',  l'axe  des 
('  àia  division  aa',  et  la  solutive  permet  d'o[)érer  l'addition,  la  soustrac- 
tion, la  multiplication  ou   la  division  de  deux  nombres  donnés. 

Si  le  point  coté  a'  vient  se  confondre  avec  le  point  coté  a,  la  tangente 
à  la  solutive  en  ce  dernier  point  coupe  la  partie  positive  de  l'axe  des  t-  à 
la  division  marquée  a-,  La  solutive  permet  donc  d'élever  un  nombre  au 
carré.  Le  tracé  de  la  tangente  est  facilité  par  cette  considération  qu'elle 
roujie  l'axe  des  u  à  la  division  —  2x. 

L'extraction  de  la  racine  carrée  est  l'opération  inverse  de  la  précédente  : 
on  jieut  l'effectuer  en  résolvant  l'équation  w- — i  =  o,  c'est-à-dire  en 
traçant  la  droite  qui  passe  par  l'origine  A  de  l'axe  des  u  et  par  la  division 
—  />  de  l'axe  des  c. 


NOTE   III.    —    RECTIFICATION   GnVPIIIQUE    DES    LIGNES   DE   BORNAGE.        407 


Note  III.  —  Rectification  graphique  des  lignes  de  bornage. 


337.   Soient  X,  Y,  Z    fi^^.  209    trois  points  pris  arl)itrairenient  sur  les 
côtés  /,  m,  n  d'un  triangle  ABC.  Nous  aurons, 
en  tenant  compte  des  conventions   relatives 
aux  signes  des  aires  (80\ 


Fig.  209. 


ABG-+^  AYZr^BCYZ, 
BCYZ  BZX=  YZXC, 
YZXC  ^  CXY  r^  XYZ 


^^ 


et,  par  suite, 


XYZ  =  ABC  +  AYZ  -^  BZX  +  CXY. 


Lorsque  le  second  terme  de  cette  égalité  est  nul,  l'aire  du  triangle  XYZ 
est  égale  à  zéro  et  les  points  X,  Y,  Z  sont  en  ligne  droite. 

338.  Prenons  à  volonté,  respectivement  sur  les  droites  /,  /«,  n  ^Jig.  210  , 

Fig.  210. 


les  points  F,  G,  H  et,  j^ar  l'un  quelconque  G  de  ces  points,   menons  à  la 
droite  qui  joint  les  deux  autres  la  parallèle  GE  qui  coupe  l  en  E. 
Nous  aurons  (337) 

FGH  =  ABC  —  AGH  ^-  BHF  ^  CFG, 

soit,  en  remarquant  que 

FGH=FEH  =  — FHE     et     BHF -l- FHE  =BHE, 
(i)  ABC  + AGH  ^EHE4-CFG  —  G. 

Prenons  sur  les  droites  /,  m,  n  les  points  X,  Y,  Z,  tels  que 
(2)  AYZr^  AGH,  BZX  =  BHE,  CXYi^CFG; 
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nous  ;iurons,  en  subsiitiKint  dans  (i), 

ABC  H-  AYZ  +  BZX  J-  CXY  =  o  ; 

d'où  il  suit  (337)    que   les   points  X,  Y,  Z,  satisfaisant  aux  relations  (2), 
sont  en  li;,'ne  droite. 

339.   Sur  Irois  lii;ncs  de  bornage  non  concoiiiantes,  l,  m,  n  [fig.  211) 

l'ig.  ■?.\\. 


sont  respectivement  trois  bornes  F,  G,  H;  deux  parcelles,  comprises  entre 
letììi,  sont  séparées  par  la  .ligne  FG;  deux  autres  parcelles,  con?pnses 
entre  m  et  n,  sont  séparées  parla  ligne  GII.  On  propose  de  substituer  à  la 
ligne  brisée  FGH  une  ligne  droite  XYZ,  te/le  que  les  points  X,  Y,  Z 
soient  res])ectivement  sur  les  dioites  l ,  m,  n  et  que  les  contenances  des  quatre 
parcelles  ne  soient  pas  changées. 

On  détermine  le  point  d'intersection  E  de  la  droite  /  et  de  la  parallèle 
menée  par  le  point  G  à  Fîl.  On  prend  comme  éléments  d'une  ponctuelle  r, 
située  sur  /,  une  suite  (]uelconque  de  points  Vi,  V.,,  V3,  ....  On  mène 
par  le  point  F  une  suite  de  rayons,  respectivement  parallèles  à  GVi,  GV,, 
GV:,,  .  .  . ,  (pii  déterminent  sur  m  autant  d'c'léments  Yj,  Y.2,  Y3,  .  .  .  d'une 
ponctuelle  >■.  On  mène,  par  le  point  G,    des  rayons  respectivement  para)- 
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lèles  à  ceux  qui  projettent  la  ponctuelle  j>'  du  point  H  et  l'on  obtient  ainsi 
sur  n  les  éléments  ZijZj,  Zj,  .  .  .  d'une  ponctuelle  z.  Enfin,  on  mène  par 
le  point  H  des  rayons  [)arallèles  à  ceux  qui  projettent  la  ponctuelle  z  du 
point  E,  et  l'on  obtient  sur  /  la  ponctuelle  Uj,  TJ2,  U3,  .... 

Les  |)onctuelles  v  et  y ,  sections  des  faisceaux  perspectifs  de  rayons  G 
et  F  (G.  58),  sont  projectives  entre  elles  (G.  47);  de  même  les  ponctuelles 
}-  et  z,  sections  des  faisceaux  perspectifs  H  et  G  ;  de  même  les  ponctuelles 
z  e^  «,  sections  des  faisceaux  perspectifs  E  et  U.  Les  ponctuelles  superpo- 
sées «' et  «  sont  donc  projectives  (G.  41).  Pour  déterminer  leurs  points 
unis,  on  décrit  (G.  211)  dans  le  plan  de  la  figure  une  circonférence  pas- 
sant par  un  j)oint  S  à  partir  duquel  on  projette  sur  la  courbe  :  d'une  part, 
en  V', ,  V'2,  V'j  trois  points  quelconques  V,,  Vj,  V3  dee;  d'autre  part,  en 
U', ,  U'j,  Ll'j,  les  trois  points  correspondants  de  «. 

Les  droites  V,  U'j,  U'jV'3  se  coupent  en  P,  les  droites  V,  U'j,  U',  V'j  en 
Q,  et  la  droite  PQ  coupe  la  circonférence  en  deux  points  Xi,  X', ,  dont  les 
projections,  faites  du  centre  S  sur  la  droite  /,  sont  les  points  unis  des 
ponctuelles  v  et  u.  Considérons  l'un  de  ces  points  X.  Le  rayon  mené  de  F. 
parallèlement  à  GX,  coupe  m  au  point  Y,  correspondant  de  X  sur  la  ponc- 
tuelle y\  le  rayon  mené  de  G,  parallèlement  à  HY,  coupe  n  au  point  Z, 
correspondant  de  Y  et  de  X  sur  la  ponctuelle  z;  et  l'on  peut  vérifier  que 
le  rayon  mené  de  H,  parallèlement  à  EZ,  coupe  /  au  point  X  déjà  déter- 
miné, ce  qui  doit  être,  puisque  X  est  un  élément  uni  des  ponctuelles  a  et  v. 

Les  droites  HY,  EZ,  GX  étant,  d'après  la  construction,  respectivement 
parallèles  aux  droites  GZ,  HX,  FY,  on  a 

AYZ  =  AGH,   BZX=^BHE,  CXY  =  CFG. 

Ce  sont  précisément  les  relations  (  2  )  du  n°  338,  desquelles  nous  avons  déjà 
conclu  que  les  points  X,  Y,  Z  sont  en  ligne  droite.  Elles  satisfont  d'ail- 
leurs à  la  condition  posée  de  ne  pas  changer  la  contenance  des  parcelles. 

A  chacun  des  deux  points  unis  des  ponctuelles  u  et  e  correspond  une 
solution  théorique  du  ])roblème;  mais  on  distingue  à  première  vue  celle 
des  deux  solutions  qui  satisfait  aux  données  pratiques  ('  1. 

340.  Si  la  ligne  brisée  du  bornage  primitif,  au  lieu  d'avoir  un  seul 
sommet  G  sur  m,  empruntait  un  segment  à  cette  droite  et  se  dirigeait,  par 
exemple,  suivant  FGKL,  on  déterminerait  le  point  H  d'intersection  de  n 
et  de  la  parallèle  menée  à  GL  par  le  point  K  et  l'on  pourrait,  sans  changer 


(  '  )    Auslosung    einer     Greiizausgleichungsaufgabe  vcrmittelst    iieuerer  Geoineirle, 
von  C.-W.  Baur  {Zeitschrift  fur  J'ermessungswcseii,   iS-'|,  p.  29-^)). 
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la  contenance  des  parcelles  comprises  entre  m  et  n ,  remplacer  KL  par  GH. 
On  serait  ainsi  ramené  au  cas  précédent. 

3il.  On  peut  aussi  envisager  delà  manière  suivante  le  problème  du 
n«  339. 

La  condition  d'équivalence  des  deux  parcelles  comprises  entre  les  droites 
/,  m  {fig'  212)  est  satisfaite  par  toutes  les  droites  GF,  GiFj,  ....  cpii  font 
avec  /et  m  des  triangles  équivalents,  c'est-à-dire  (G.  140)  par  toutes  les 
tangentes  à  l'hyperbole  qui  a  pour  asymptotes  les  droites  l  et  m.  Pareille- 
ment, la  condition  d'équivalence  des  parcelles  comprises  entre  les  droites 
m,  n  est  satisfaite  par  toutes  les   tangentes  GH,  GiH,,  ...  à  l'hyperbole 

Fig.   212. 


qui  a  pour  asymptotes  m  et  n.  La  solution  du  problème  est  donc  fournie 
par  la  tangente  XYZ  commune  aux  deux  hyperboles. 

La  droite  m,  asymptote  commune  et  lieu  des  points  d'intersection  des 
.couples  de  tangentes  correspondantes  GF,  GH,  est  un  axe  de  coUinéation 
(G.  24-6)  des  systèmes  plans  auxquels  les  deux  courbes  appartiennent. 
Les  couples  de  points  correspondants  de  ces  courbes,  c'est-à-dire  (G.  136) 
les  points  de  contact  qui  divisent  en  deux  parties  égales  les  couples  de 
segments  GF,   GH,   sont  alignés  sur  un  centre  O  de  coUinéation.  Par  ce 
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centre  passe  notamment  la  dioite  XZ,  qui  joint  les  points  de  contact  des 
deux  tangentes  correspondantes  superposées  YX,  YZ. 

Les  ponctuelles  /(F,  X,  Fi,  .  .  . ',  «(H,  Z,  H,,  .  .  .\  projectives  à  la 
ponctuelle  /«(G,  Y,  G,,  .  .  .  )>  ^•'"t  projectives  entre  elles.  Les  troisièmes 
côtés  FH  des  triangles  FGH  constituent  donc  (G.  62)  un  faisceau  de 
rayons  du  second  ordre.  La  courbe  enveloppe  de  ce  faisceau  est  une  troi- 
sième hyperbole,  car  G.  99)  les  points  de  contact  M,  N,  situés  sur  les 
deux  ponctuelles  ^'éuératiices,  c'est-à-dire  (G.  64)  les  éléments  qui  corres- 
pondent au  point  d'intersection  B  des  lieux  de  ces  ponctuelles,  sont,  dans 
les  conditions  de  la  figure,  en  dehors  des  segments  BI,  BJ,  compris  entre 
le  point  B  et  les  points  1,  J  des  ponctuelles  qui  correspondent  mutuelle- 
ment aux  points  à  l'infini  de  leurs  directions. 

On  voit  d'ailleuis  que  FH  coïncide  avec  AC  lorsque  G  est  le  point  à  l'in- 
fini de  m  et  avec  XZ  lorsque  G  vient  en  Y.  A  mesure  que,  dans  son  mou- 
vement continu,  le  rayon  FH  s'approche  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces 
positions,  son  intersection  avec  m  dans  le  premier  cas,  avec  XY  dans  le 
second,  s'éloigne  toujours  davantage  vers  les  points  à  l'infini  de  ces  droites. 
Les  rayons  m  et  XZ  du  faisceau  du  second  ordre  sont  coupés,  respecti- 
vement, par  les  rayons  infiuiment  voisins,  en  des  points  infiniment  voisins 
de  leurs  points  à  l'iniini.  En  d'autres  termes,  m  et  XZ  sont  les  asymptotes 
de  la  troisième  hyperbole. 
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